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ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΚΑΙ ΧΑΡΤΟΓΡΑΦΙΑ 
 

Βύρωνας Νάκος 
 
1. Εισαγωγή 
 
Η θεωρία της κλασµατικής γεωµετρίας (fractal geometry) έχει προταθεί από τον Β. Β. 
Mandelbrot, για να περιγράψει γεωµετρικούς νόµους που διέπουν τη φύση και να ερµηνεύσει 
ορισµένα από τα µαθηµατικά παράδοξα που ενέχουν οι νόµοι αυτοί. Η κλασµατική γεωµε-
τρία της φύσης είναι διατυπωµένη σε τρία βιβλία του Mandelbrot (1975a; 1977; 1982a), και 
σε µια εκτεταµένη συλλογή από δηµοσιεύσεις, που περιέχεται στις αναφορές ειδικότερα του 
τελευταίου από τα τρία αυτά βιβλία. Πρωταρχικό αντικείµενο της κλασµατικής γεωµετρίας 
συνιστά η περιγραφή των φυσικών εκείνων δοµών που χαρακτηρίζονται από ακανόνιστη, 
τραχεία ή τεµαχισµένη µορφή (Mandelbrot et al. 1984). Οι ανωµαλίες των δοµών αυτών 
ποικίλουν ως προς το µέγεθος και χαρακτηρίζονται από µια ειδική σχέση µεταβολής της 
κλίµακας. Η κλασµατική γεωµετρία χαρακτηρίζει τη δοµή ενός συνόλου σηµείων του χώρου 
εκφρασµένου µέσω ενός αριθµού D, ο οποίος ονοµάζεται κλασµατική διάσταση (fractal 
dimension). 
 
Η θεωρία της κλασµατικής γεωµετρίας αν και σχετικά πρόσφατη βρίσκει εφαρµογές σε ένα 
ευρύ φάσµα επιστηµονικών περιοχών (Barnsley 1988; Feder 1988). Το φάσµα αυτό 
εκτείνεται από την οικονοµία (κλασµατικό µοντέλο κλιµάκωσης τιµών) και τη στατιστική 
(σφάλµατα σε τηλεφωνικά µηνύµατα), ως τη φυσική (κρυσταλλογραφία), τη βιολογία (µορια-
κή βιολογία), αλλά και τη χαρτογραφία (γενίκευση). 
 
Παρ’ όλο το γενικό χαρακτήρα της θεωρίας της κλασµατικής γεωµετρίας, η θεωρία αυτή 
χρησιµοποιείται σε πολλές πρακτικές εφαρµογές των οποίων βασική αναφορά αποτελεί το 
τελευταίο βιβλίο του Mandelbrot (1982a), το οποίο διαπνέεται απο έντονο µαθηµατικό και 
φιλοσοφικό πνεύµα. Πεποίθηση του γράφοντα είναι ότι η θεωρία της κλασµατικής γεωµε-
τρίας µπορεί να αποτελέσει θεωρητικό µοντέλο ορισµένων χαρτογραφικών διεργασιών. Ένας 
από τους σκοπούς του κειµένου είναι να τεκµηριώσει αυτήν ακριβώς την πεποίθηση. Η 
διεθνής χαρτογραφική κοινότητα, άλλωστε, φαίνεται να αποδέχεται τη συγκεκριµένη θεωρία 
καθώς συναντώνται συχνά στη χαρτογραφική βιβλιογραφία ενθαρυντικά σχόλια γι’ αυτήν 
(Goodchild 1980; Dutton 1981; Buttenfield 1985; 1989; Müller 1986; 1987a; 1987b). Για την 
καλύτερη κατανόηση των θεµελιακών αρχών της θεωρίας της κλασµατικής γεωµετρίας 
αναπτύσσονται κατ' αρχήν ορισµένα στοιχεία προερχόµενα από την περιοχή της γεωµετρίας 
και ειδικότερα της θεωρίας διαστάσεων. Στη συνέχεια, ορίζονται η έννοια της κλασµατικής 
διάστασης και οι ιδιότητες της αυτο-οµοιότητας και αυτο-οµοπαραλληλίας, έννοιες 
θεµελιακής σηµασίας για την κατανόηση της κλασµατικής γεωµετρίας. Στη θεωρητική αυτή 
εισαγωγή στηρίζεται η ανάπτυξη της µεθοδολογίας ένταξης της κλασµατικής γεωµετρίας στις 
διεργασίες της χαρτογραφίας. 
 
 
2. Στοιχεία από τη θεωρία διαστάσεων της γεωµετρίας 
 
Στην ενότητα αυτή ορίζεται η έννοια της διάστασης Hausdorff-Besicovitch (Hurewicz and 
Wallman 1948) και οι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί οµοιότητας (similarity) και οµοπαραλ-
ληλίας (affinity) για την καλύτερη κατανόηση των θεµελιακών αρχών της κλασµατικής γεω-
µετρίας. 
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Σχήµα 1. Προσδιορισµός µήκους καµπύλης (S). 

2.1 ∆ιάσταση Hausdorff-Besicovitch 
 
Η θεµελίωση της κλασµατικής γεωµετρίας, όπως διατυπώνεται από τον Mandelbrot, προϋπο-
θέτει τον ορισµό της διάστασης Hausdorff-Besicovitch. Η διάσταση Hausdorff-Besicovitch 
σχετίζεται άµεσα µε τη διαδικασία µέτρησης του µεγέθους ενός συνόλου σηµείων του χώρου 
στο επίπεδο. Για παράδειγµα, το µέγεθος ενός συνόλου σηµείων που αποτελούν µια γραµµή ή 
µια επιφάνεια στο επίπεδο είναι αντίστοιχα το µήκος (ανάπτυγµα) της γραµµής ή το εµβαδόν 
της επιφάνειας. 
 
Αν θεωρηθεί ότι ζητείται να µετρηθεί το µέγεθος, δηλαδή το µήκος της καµπύλης S που 
απεικονίζεται στο Σχήµα 1, ο προσδιορισµός του µήκους της καµπύλης προϋποθέτει την 
ακόλουθη διαδικασία. Η καµπύλη καλύπτεται από διαδοχικά εφαπτόµενους µικρούς 
(στοιχειώδεις) δίσκους διαµέτρου δ. Το µήκος της καµπύλης υπολογίζεται αθροίζοντας τους 
δίσκους και λαµβάνοντας υπόψη τη διάµετρό τους (δ). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Γενικεύοντας τη διαδικασία που περιγράφηκε για τη µέτρηση του µήκους της καµπύλης, ο 
προσδιορισµός του µεγέθους ενός συνόλου S σηµείων του χώρου µπορεί να γίνει 
καλύπτοντας το σύνολο αυτό µε διαδοχικά εφαπτόµενα στοιχειώδη γεωµετρικά σχήµατα. Το 
µέγεθος των στοιχειωδών γεωµετρικών σχηµάτων εκφράζεται από µια θετική συνάρτηση 
h(δ), η οποία ονοµάζεται συνάρτηση ελέγχου (test function), η οποία έχει τη µορφή 
(Mandelbrot 1982a; Feder 1988): 

 
dh δγδ  )( = . 

 
Ο γεωµετρικός συντελεστής γ στη συνάρτηση αυτή εκφράζει τη µορφή του στοιχειώδους 
γεωµετρικού σχήµατος. Πιο συγκεκριµένα, αν το στοιχειώδες γεωµετρικό σχήµα είναι 
ευθύγραµµο τµήµα, τετράγωνο ή κύβος, τότε ο συντελεστής γ έχει την τιµή µονάδα (γ=1). Αν 

είναι δίσκος, τότε: 
4
π

=γ  ή σφαίρα, τότε: 
6
π

=γ . Η παράσταση: δd εκφράζει τη συµµετοχή 

των διαστάσεων του στοιχειώδους γεωµετρικού σχήµατος στο µέγεθός του. 
 
Το µέγεθος, λοιπόν, του συνόλου S των σηµείων του χώρου µπορεί να προκύψει από την 
άθροιση της συνάρτησης ελέγχου σε ολόκληρη την έκταση που καταλαµβάνει το σύνολο S 
στο χώρο και ονοµάζεται µετρική Md (Mandelbrot 1982a; Feder 1988): 
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∑ ∑== dhM δγδ  )(d . 
 

Ο εκθέτης d ονοµάζεται διάσταση της µετρικής Md. 
 
Θεωρώντας τα µεγέθη των στοιχειωδών γεωµετρικών σχηµάτων να µειώνονται ώστε να 
τείνουν στο µηδέν, δηλαδή για: 0→δ , η µετρική Md είτε µηδενίζεται ( 0d →M ) είτε τείνει 
στο άπειρο ( ∞→dM ), εξαρτώµενη από την επιλογή της τιµής της διάστασης d. 
 
Ως διάσταση Hausdorff-Besicovitch (D) του συνόλου S ορίζεται η κρίσιµη εκείνη τιµή της 
διάστασης d κατά την οποία η µετρική dM περνά από την τιµή µηδέν στο άπειρο (Mandelbrot 
1982a, σελ. 364; Feder 1988, σελ. 14): 
                                                                                            0, όταν d>D 
                                                                          0→δ  
                          dd ΝM δδγδγ  )(  d ∑ ==  
 
                                                                                                       ∞ , όταν d<D 
 
Όπου, Ν(δ) είναι ο αριθµός των στοιχειωδών γεωµετρικών σχηµάτων µε τα οποία καλύπτεται 
το σύνολο S. 
 
Η µετρική Μd για d=D συνήθως έχει πεπερασµένη τιµή, αλλά είναι δυνατό σε ειδικές 
περιπτώσεις να έχει είτε την τιµή µηδέν ή άπειρο. 
 
Επειδή η διάσταση Hausdorff-Besicovitch (D) ορίζεται µε τη βοήθεια ορίου, όταν το µέγεθος 
των στοιχειωδών γεωµετρικών σχηµάτων τείνει στο µηδέν ( 0→δ ), ουσιαστικά εκφράζει, ως 
διάσταση, µια τοπική ιδιότητα των σηµειακών συνόλων του χώρου (Feder 1988). Σε συνήθεις 
περιπτώσεις κανονικών συνόλων σηµείων του χώρου η διάσταση Hausdorff-Besicovitch 
λαµβάνει τις τιµές D=1 για γραµµές, D=2 για επίπεδα ή επιφάνειες και D=3 για σφαίρες ή 
άλλους πεπερασµένους όγκους. Όπως θα φανεί στα παρακάτω υπάρχουν σύνολα σηµείων του 
χώρου για τα οποία η διάσταση Hausdorff-Besicovitch δεν έχει ακέραια τιµή. Τα σύνολα 
αυτά είναι τα κλασµατικά σύνολα. 
 
 
2.2 Μετασχηµατισµός οµοιότητας 
 
Στον ευκλείδιο χώρο RE για κάθε πραγµατικό θετικό λόγο r ορίζεται ένας µετασχηµατισµός 
που ονοµάζεται µετασχηµατισµός οµοιότητας (similarity transformation). Σύµφωνα µε το 
µετασχηµατισµό οµοιότητας κάθε σηµείο x=(x1, x2,…, xE) µετασχηµατίζεται στο σηµείο 
r(x)=(rx1, rx2,…, rxE) και κατ’ επέκταση κάθε σύνολο σηµείων S στο σύνολο r(S), 
(Mandelbrot 1982a; Feder 1988). 
 
 
2.3 Οµοπαράλληλος µετασχηµατισµός 
 
Στον ευκλείδιο χώρο RE για κάθε συλλογή από πραγµατικούς θετικούς λόγους r= (r1, r2,…, 
rΕ) ορίζεται ένας µετασχηµατισµός που ονοµάζεται οµοπαράλληλος µετασχηµατισµός (affine 
transformation). Σύµφωνα µε τον οµοπαράλληλο µετασχηµατισµό κάθε σηµείο x=(x1, x2,…, 
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xE) µετασχηµατίζεται στο σηµείο r(x)=(r1x1, r2x2,…, rΕxE) και κατ’ επέκταση κάθε σύνολο 
σηµείων S στο σύνολο r(S), (Mandelbrot 1982a; Feder 1988). 
 
 
3. Βασικές έννοιες κλασµατικής γεωµετρίας 
 
Η εισαγωγή στις θεµελιακές έννοιες της θεωρίας της κλασµατικής γεωµετρίας µπορεί να 
βασιστεί στη διατύπωση και αντιµετώπιση του προβλήµατος προσδιορισµού του µήκους 
ακανόνιστων γραµµών. 
 
 
3.1 Το πρόβληµα προσδιορισµού του µήκους ακανόνιστων γραµµών 
 
Ας θεωρηθεί ότι ζητείται να προσδιοριστεί το µήκος µιας ακτογραµµής από ένα χάρτη. Για 
λόγους απλούστευσης της διαδικασίας και ευκολότερης κατανόησης της ουσίας του 
προβλήµατος στη φάση αυτή µπορούν να αγνοηθούν οι παραµορφώσεις που τυχόν έχει 
υποστεί το µέγεθος του µήκους της ακτογραµµής στο συγκεκριµένο χάρτη από το σύστηµα 
απεικόνισης (προβολή του χάρτη). Εάν επιθυµείται να ακολουθηθεί µια συµβατική 
διαδικασία µέτρησης, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ένα διαστηµόµετρο του οποίου το άνοιγµα 
ορίζεται ως βήµα µέτρησης και συµβολίζεται µε ε. Το µήκος της ακτογραµµής L(ε) 
υπολογίζεται από τον αριθµό των διαδοχικών βηµάτων Ν(ε) που απαιτούνται για τη σάρωση 
της γραµµής, από την αρχή µέχρι τέλους της, µε το διαστηµόµετρο. ∆ηλαδή: 
 

εεε  )()( NL = . 
 
Σε περίπτωση που επιθυµείται να ακολουθηθεί µια διαδικασία µέτρησης του µήκους της 
ακτογραµµής µε τη βοήθεια ενός υπολογιστή, για παράδειγµα έχοντας ψηφιοποιήσει τη 
γραµµή µε ένα σαρωτή, οι απαιτούµενες εργασίες είναι αντίστοιχες της συµβατικής µε τη 
διαφορά ότι το βήµα ε θα αντιπροσωπεύει τη διακριτική ανάλυση του σαρωτή. 
 
Είναι γεγονός ότι κάθε µέτρηση µε διαφορετικό βήµα θα δίνει και διαφορετικό µήκος για την 
ακτογραµµή. Το µήκος δηλαδή µιας ακανόνιστης γραµµής εξαρτάται κάθε φορά από το βήµα 
µέτρησής του. Πιο συγκεκριµένα, όσο το βήµα µικραίνει σε µέγεθος, και εποµένως αυξάνεται 
η κλίµακα παρατήρησης του φαινοµένου, τόσο το υπολογιζόµενο µήκος της γραµµής θα 
αυξάνει σε µέγεθος, καθώς όλο και περισσότερες λεπτοµέρειες της γραµµής θα λαµβάνονται 
υπόψη. 
 
Ο προσδιορισµός του µήκους ακανόνιστων γραµµών, ως µαθηµατικό πρόβληµα, µελετήθηκε 
σε µεγάλο βάθος από τον Richardson. Ο Richardson (1961) διατύπωσε µια εµπειρική σχέση 
συναρτώντας το υπολογιζόµενο µήκος ακανόνιστων γραµµών από το βήµα µέτρησής τους 
διεξάγοντας µετρήσεις σε χάρτες διαφόρων κλιµάκων: 
 

DkL −= 1 )( εε , 
 
όπου k>0 και 1≥D , σταθερές για κάθε συγκεκριµένη γραµµή. 
 
Η σταθερά D, αν και δεν σχολιάστηκε περισσότερο από τον Richardson, έχει µεγάλη 
σηµασία για τη θεωρία του Mandelbrot. Προσδιορίζοντας την τιµή της σταθεράς D για 
διάφορες ακανόνιστες γραµµές, παρατηρείται ότι όσο περισσότερο πολύπλοκη είναι η µορφή 
της γραµµής τόσο µεγαλύτερη είναι η τιµή της σταθεράς D για τη γραµµή (Mandelbrot 1967). 
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Σε σχολιασµό της έρευνας που διεξήχθη από τον Richardson, ο Mandelbrot (1967) 
επισηµαίνει ότι η πολύπλοκη σε µορφή δυτική ακτογραµµή της νήσου Βρεττανίας έχει 
D=1.25, η λιγότερο πολύπλοκη σε µορφή συνοριακή γραµµή µεταξύ Ισπανίας και 
Πορτογαλίας έχει D=1.14, η οµαλή σε µορφή ακτογραµµή της Νοτίου Αφρικής έχει D=1.02, 
ανώ τέλος ένας κύκλος (µιά απόλυτα οµαλή γραµµή) έχει D=1.00. Στο Σχήµα 2 
απεικονίζονται σε διπλό λογαριθµικό διάγραµµα τα αποτελέσµατα των υπολογισµών των 
µηκών (άξονας Y) διαφόρων ακανόνιστων γραµµών ως προς διάφορα βήµατα µέτρησης 
(άξονας Χ), όπως προέκυψαν στα πλαίσια της εµπειρικής έρευνας που διεξήχθη από τον 
Richardson. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
3.2 Κλασµατικό σύνολο, κλασµατική διάσταση, αυτο-οµοιότητα, αυτο-οµοπαραλληλία 
 
Σύµφωνα µε τον Mandelbrot (1982a, σελ. 15) ορίζεται ως κλασµατικό σύνολο (fractal set) 
κάθε σύνολο του χώρου του οποίου η διάσταση Hausdorff-Besicovitch (D) έχει τιµή 
µεγαλύτερη απ’ αυτήν της τοπολογικής διάστασης (DT). Η κλασµατική διάσταση ενός 
κλασµατικού συνόλου ταυτίζεται µε τη διάσταση Hausdorff-Besicovitch. 
 
Η κλασµατική διάσταση (D) γραµµών κυµαίνεται µεταξύ της τοπολογικής διάστασης (DT) 
και της ευκλείδιας διάστασης (DΕ), (DT=1<D<2=DΕ). Ανάλογα, η κλασµατική διάσταση 
επιφανειών κυµαίνεται µεταξύ: DT=2<D<3=DΕ. Η κλασµατική διάσταση D εκφράζει το 
βαθµό µε τον οποίο µια γραµµή «γεµίζει» το ευκλείδιο επίπεδο, και αντίστοιχα, µια επιφάνεια 
τον ευκλείδιο χώρο (Mandelbrot 1982a). 
 
Για µια µη αυστηρά διατυπωµένη µαθηµατική περιγραφή, προτεινόµενη από τον ίδιο τον 
Mandelbrot, τα κλασµατικά σύνολα είναι σχήµατα των οποίων τα επί µέρους τµήµατα είναι 
όµοια προς το όλον, σύµφωνα µε µια ορισµένη διαδικασία (Feder 1988). Η βασική αυτή 
ιδιότητα των κλασµατικών συνόλων ονοµάζεται αυτο-οµοιότητα. Ένας αυστηρότερος 
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Ακτογραµµή Νότιας Αφρικής

Σύνορα Γερµανίας (1900)∆υτική ακτογραµµή Βρεττανίας
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Σχήµα 2. ∆ιαγραµµατική παρουσίαση των αποτελεσµάτων της εµπειρικής έρευνας του 
Richardson (1961). 
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µαθηµατικά ορισµός των αυτο-όµοιων συνόλων δίνεται παρακάτω. Ο λόγος οµοιότητας r(N) 
για τα κλασµατικά σύνολα ικανοποιεί τη σχέση (Mandelbrot 1982a): 
 

D

N
Nr

1

1)( 





= , 

 
όπου το N εκφράζει τον αριθµό των µη επικαλυπτόµενων τµηµάτων, προερχοµένων από το 
λόγο οµοιότητας r(N), από τα οποία συντίθεται το κλασµατικό σύνολο. 
 
Από τη σχέση αυτή προκύπτει ως παράγωγη µια χαρακτηριστική σχέση για την κλασµατική 
διάσταση D, η οποία εκφράζει την ιδιότητα της αυτο-οµοιότητας: 
 

)(
1log

log

Nr

ND = . 

 
Στο Σχήµα 3 απεικονίζονται οι διαδοχικές φάσεις δηµιουργίας µιας κλασµατικής γραµµής. 
Αρχικά θεωρείται ένα µοναδιαίο ευθύγραµµο τµήµα (Σχήµα 3Α), το οποίο χωρίζεται σε 

πρώτη φάση µε λόγο οµοιότητας 
4
1)( =Nr , η κλασµατική γραµµή αποτελείται από Ν=8 τµή-

µατα (Σχήµα 3Β). Στη συνέχεια, επαναλαµβάνεται η ίδια διαδικασία αλλά µε λόγο οµοιότη-

τας 
16
1)( =Nr  αυτή τη φορά, οπότε η κλασµατική γραµµή αποτελείται από Ν=64 τµήµατα 

(Σχήµα 3C). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Η κλασµατική διάσταση της γραµµής αυτής είναι D=1.50. Η γραµµή που απεικονίζεται στο 
Σχήµα 3C ονοµάζεται τετραγωνική νήσος του Koch (quadratic Koch island) και µπορεί να 
θεωρηθεί ότι αποτελεί το γεωµετρικό µοντέλο µιάς ακτογραµµής (Mandelbrot 1982a). Τα 
µήκη των γραµµών που απεικονίζονται στα Σχήµατα 3Β  και 3C είναι αντίστοιχα: 

2)
4
1( 8)

4
1( ==L και 4)

16
1( 64)

16
1( ==L . Φαίνεται έτσι, ότι τα µήκη της κλασµατικής γραµ-

µής ακολουθούν την εµπειρική σχέση που διατύπωσε ο Richardson δεδοµένου ότι: 
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Σχήµα 3. ∆ιαδικασία δηµιουργίας κλασµατικών γραµµών 
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Παρατηρείται λοιπόν ότι, η ιδιότητα της αυτο-οµοιότητας χαρακτηρίζει τις παράγωγες 
γραµµές που δηµιουργούνται από τις τοµές µιάς κλασµατικής επιφάνειας µε «οριζόντια» 
επίπεδα. Εάν κλασµατικές γραµµές δηµιουργηθούν από τις τοµές «κατακορύφων» επιπέδων 
ως προς την κλασµατική επιφάνεια, τότε η ιδιότητα που ισχύει γι’ αυτές τις παράγωγες γραµ-
µές ονοµάζεται αυτο-οµοπαραλληλία (Mandelbrot 1982a; 1985). Η ιδιότητα της αυτό-
οµοπαραλληλίας αποτελεί γενικευµένη έννοια της ιδιότητας της αυτο-οµοιότητας, επειδή 
µπορεί να εκφράσει, την ύπαρξη στρεβλής µεταξύ «οριζόντιας» και «κατακόρυφης» 
διεύθυνσης. 
 
Ας θεωρηθεί, για παράδειγµα, η επιφάνεια του τοπογραφικού ανάγλυφου. Συµπεραίνεται, 
πράγµατι, ότι οι οριζόντιες τοµές είναι «ισότροπες», εµφανίζεται δηλαδή η ίδια κλίµακα κατά 
τις διευθύνσεις των αξόνων X και Y των τοµών. Οι κατακόρυφες τοµές, αντίθετα, είναι 
«ανισότροπες», εµφανίζονται δηλαδή διαφορετικές κλίµακες κατά τις διευθύνσεις των 
αξόνων Χ (ή Y) και Ζ των τοµών. Υπενθυµίζεται, χαρακτηριστικά, ότι η σχεδίαση των 
διαγραµµάτων των µηκοτοµών στις µελέτες οδοποιίας γίνεται σε  στρεβλή κλίµακα, µε λόγο 
συνήθως 1:10, για την καλύτερη αναπαράσταση των κλίσεων της ερυθράς. 
 
Κλασικό παράδειγµα αυτο-οµοπαράλληλης κλασµατικής γραµµής αποτελεί η καταγραφή της 
κλασµατικής συνάρτησης Brown ως προς το χρόνο (Mandelbrot 1982a). Η συνάρτηση αυτή 
περιγράφει το ίχνος της χαρακτηριστικής κίνησης Brown ενός σωµατιδίου στο χώρο 
συναρτήσει του χρόνου. 
 
Οι ορισµοί των χαρακτηριστικών αυτών ιδιοτήτων των κλασµατικών συνόλων σηµείων του 
χώρου, είναι: 
 
Κάθε φραγµένο σύνολο σηµείων S ονοµάζεται αυτο-όµοιο (self-similar), ως προς ένα λόγο r, 
αν το σύνολο S αποτελείται από την ένωση Ν διακριτών υποσυνόλων, κάθε ένα από τα οποία 
είτε ταυτίζεται άµεσα είτε µετά από στροφή ή και µετάθεση µε το σύνολο r(S), που  
προέρχεται από το S ύστερα από µετασχηµατισµό οµοιότητας µε λόγο r (Μandelbrοt 1982a; 
Feder 1988). 
 
Κάθε φραγµένο σύνολο σηµείων S ονοµάζεται αυτο-οµοπαράλληλο (self-affine), ως προς ένα 
διανυσµατικό λόγο r=(r1, r2,…, rE), αν το σύνολο S αποτελείται από την ένωση Ν  
διακριτών υποσυνόλων, κάθε ένα από τα οποία είτε ταυτίζεται άµεσα είτε µετά από στροφή ή 
και µετάθεση µε το σύνολο r(S), που προέρχεται από το S ύστερα από οµοπαράλληλο  
µετασχηµατισµό µε λόγο το διάνυσµα r (Μandelbrοt 1982a; Feder 1988). 
 
Οι ορισµοί των αυτο-όµοιων και αυτο-οµοπαράλληλων κλασµατικών συνόλων µπορούν να 
επεκταθούν (δηλαδή να γενικευθούν) και για µη φραγµένα σύνολα σηµείων του χώρου, δεν 
είναι όµως αναγκαίο κάτι τέτοιο να παρουσιαστεί στο κείµενο αυτό, γιατί οι περισσότερες 
εφαρµογές της θεωρίας της κλασµατικής γεωµετρίας στη χαρτογραφία αφορούν πεπερασµένα 
σχήµατα. 
 
Η θεµελίωση των βασικών αρχών της κλασµατικής γεωµετρίας, που αναπτύχθηκε, είναι 
χρήσιµη για θεωρητικά προβλήµατα της γεωµετρίας, καθώς επιτρέπει τη διαχείριση ιδεατών 
συνόλων σηµείων του χώρου. Με τον ορισµό, όµως, των στατιστικά αυτο-όµοιων ή αυτο-
οµοπαράλληλων συνόλων σηµείων ανοίγει ο δρόµος σε εφαρµογές της θεωρίας σε 
πραγµατικά σύνολα σηµείων του χώρου, όπως είναι για παράδειγµα οι χαρτογραφικές 
γραµµές. 
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Κάθε φραγµένο σύνολο σηµείων S ονοµάζεται στατιστικά αυτο-όµοιο (statistical self-similar), 
ως προς ένα λόγο r, αν το σύνολο S αποτελείται από την ένωση Ν διακριτών υποσυνόλων, 
κάθε ένα από τα οποία ταυτίζεται σε όλες τις στατιστικές εκτιµήτριες µε το σύνολο r(S), που 
προέρχεται από το S ύστερα από µετασχηµατισµό οµοιότητας µε λόγο r (Μandelbrοt 1982a; 
Feder 1988). 
 
Κάθε φραγµένο σύνολο σηµείων S ονοµάζεται στατιστικά αυτο-οµοπαράλληλο (statistical 
self-affine), ως προς ένα διανυσµατικό λόγο r=(r1, r2,…, rE), αν το σύνολο S αποτελείται από 
την ένωση Ν διακριτών υποσυνόλων, κάθε ένα από τα οποία ταυτίζεται σε όλες τις 
στατιστικές εκτιµήτριες µε το σύνολο r(S), που προέρχεται από το S ύστερα από 
οµοπαράλληλο µετασχηµατισµό µε λόγο το διάνυσµα r (Μandelbrοt 1982a; Feder 1988). 
 
 
4. Μέθοδοι προσδιορισµού κλασµατικής διάστασης 
 
Σηµαντικό βήµα στη διαπίστωση και µελέτη του κλασµατικού χαρακτήρα γραµµών ή 
επιφανειών  αποτελεί η διαδικασία προσδιορισµού της κλασµατικής τους διάστασης D. Σε 
ορισµένες µεθόδους ο προσδιορισµός της κλασµατικής διάστασης µιας επιφάνειας γίνεται 
έµµεσα από την τιµή της κλασµατικής διάστασης χαρακτηριστικών γραµµών-τοµών της 
επιφάνειας µε «κατακόρυφα» ή «οριζόντια» επίπεδα, δηλαδή µηκοτοµών ή ισαριθµικών 
καµπυλών αντίστοιχα. Στην περίπτωση αυτή χρησιµοποιείται η παρακάτω σχέση που συνδέει 
την τιµή της κλασµατικής διάστασης της επιφάνειας (DS) ως προς την κλασµατική διάσταση 
της αντίστοιχης µε αυτήν γραµµής-τοµής (DL) (Mandelbrot et al. 1984): 
 

1LS += DD . 
 

Για τα κλασµατικά σύνολα σηµείων που χαρακτηρίζονται από την ιδιότητα της αυτο-
οµοιότητας ο προσδιορισµός της κλασµατικής διάστασης µπορεί να βασιστεί στη συσχέτιση 
του µήκους ως προς το βήµα µέτρησης αλλά και στη συσχέτιση εµβαδού-περιµέτρου αν 
πρόκειται για κλειστές γραµµές. Αντίστοιχα, για τα κλασµατικά σύνολα σηµείων που χαρα-
κτηρίζονται από την ιδιότητα της αυτο-οµοπαραλληλίας ο προσδιορισµός της κλασµατικής 
διάστασης µπορεί να βασιστεί στη φασµατική ανάλυση και στη συνάρτηση µεταβλητότητας. 
Οι τέσσερεις αυτές µέθοδοι αναλύονται παρακάτω. 
 
Ειδικότερα γιά την περίπτωση των αυτο-οµοπαράλληλων γραµµών γίνεται διάκριση µεταξύ 
ολικής (glοbal) και  τοπικής (lοcal) κλασµατικής διάστασης, (Μandelbrοt 1985). Η τιµή της 
ολικής κλασµατικής διάστασης είναι πάντοτε ίση µε τη µονάδα. Η ολική κλασµατική 
διάσταση εκφράζει τις «µακροσκοπικές» ιδιότητες της γραµµής, δηλαδή µε άλλα λόγια 
«µακροσκοπικα» µια αυτο-οµοπαράλληλη γραµµή δεν έχει κλασµατικές ιδιότητες, ενώ η 
τοπική κλασµατική διάσταση εκφράζει τις «µικροσκοπικές» ιδιότητες των αυτο-οµοπαράλ-
ληλων γραµµών (Μandelbrοt 1985). 
 
Κάθε µέθοδος προσδιορισµού της κλασµατικής διάστασης συνόλων σηµείων του χώρου 
βασίζεται στον υπολογισµό διαφορετικών εκτιµητριών στατιστικών συναρτήσεων που 
αφορούν δείγµατα ακανόνιστων γραµµών ή επιφανειών. Τα δείγµατα αυτά πρέπει να 
προέρχονται από όσο το δυνατόν ευρύτερο φάσµα κλιµάκων. Η διαδικασία υπολογισµού των 
εκτιµητριών πρέπει να ακολουθεί αυστηρά τους στατιστικούς κανόνες για να προκύπτουν 
αξιόπιστα και ανεπηρέαστα αποτελέσµατα. 
 
Σε κάθε µέθοδο η διαδικασία προσδιορισµού της κλασµατικής διάστασης καταλήγει πάντα 
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στον υπολογισµό της κλίσης µιας ευθείας που προσαρµόζεται στα δεδοµένα ενός διπλού 
λογαριθµικού διαγράµµατος. Οι παράµετροι της ευθείας υπολογίζονται εφαρµόζοντας τη 
µέθοδο της γραµµικής παλινδρόµησης σε συνδυασµό µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων. 
Με την ίδια ακριβώς διαδικασία διαπιστώνεται και ο κλασµατικός χαρακτήρας ακανόνιστων 
γραµµών ή επιφανειών. Η επιβεβαίωση της διαπίστωσης του κλασµατικού χαρακτήρα, σε 
πειραµατικές εφαρµογές τεκµηριώνεται µε τη βοήθεια στατιστικών ελέγχων των παραµέτρων 
της ευθείας παλινδρόµησης, σε πολύ υψηλά επίπεδα εµπιστοσύνης. Τα δείγµατα είτε 
αποτελούνται από σηµειοσειρές, όταν πρόκειται για ακανόνιστες γραµµές (διανυσµατικά 
δεδοµένα), είτε από στοιχεία ενός πίνακα, για επιφάνειες (ψηφιακά µοντέλα). Η συλλογή των 
δεδοµένων µπορεί να γίνει µε χειροκίνητη ψηφιοποίηση ή σάρωση. 
 
 
4.1 Συσχέτιση µήκους µε βήµα µέτρησης 
 
Η µέθοδος αυτή αναπαριστά τη διαδικασία των εµπειρικών ερευνών του Richardsοn (1961) 
για τη µέτρηση του µήκους ακανόνιστων γραµµών και στηρίζεται στην ιδιότητα της 
στατιστικής αυτο-οµοιότητας. 
 
Σύµφωνα µε τον Μandelbrοt (1967) η κλασµατική διάσταση ακανόνιστων γραµµών (D) 
συναρτάται µε την κλίση (b1) της ευθείας παλινδρόµησης που προσαρµόζεται στο διπλό 
λογαριθµικό διάγραµµα (Σχήµα 2) του µήκους της γραµµής ως προς το βήµα µέτρησης, από 
τη σχέση: 
 

11 bD −= . 
 
Η οριακή τιµή της κλίσης της ευθείας για τις ευκλείδιες γραµµές είναι b1=0, όπως για 
παράδειγµα στην περίπτωση του κύκλου που απεικονίζεται στο ίδιο σχήµα. 
 
Στον καθορισµό των βηµάτων λαµβάνονται υπόψη, αφενός η αντιπροσώπευση του ευρύτε-
ρου δυνατού φάσµατος κλιµάκων κατά τη συλλογή των δειγµάτων των γραµµών, αφετέρου η 
κλιµάκωση των µεγεθών των βηµάτων κατά γεωµετρική πρόοδο. Οι Shelberg et al. (1983) 
τονίζουν ότι στη διαδικασία προσδιορισµού της κλασµατικής διάστασης πρέπει να γίνονται 
µετρήσεις του µήκους της γραµµής µε τουλάχιστον πέντε διαφορετικά βήµατα. Οσο πιο 
κοντά στις µετρήσεις βρίσκεται η ευθεία που προσαρµόζεται στο λογαριθµικό διάγραµµα 
τόσο περισσότερο έντονος είναι κλασµατικός χαρακτήρας των ακανόνιστων γραµµών. Η τιµή 
της κλίσης της ευθείας παλινδρόµησης είναι πάντοτε αρνητική και εποµένως η προσδιοριζό-
µενη κλασµατική διάσταση D είναι πάντα µεγαλύτερη της µονάδας (D>1). 
 
 
4.2 Φασµατική ανάλυση 
 
Η δεύτερη µέθοδος προσδιορισµού της κλασµατικής διάστασης βασίζεται στη µαθηµατική 
διαδικασία της φασµατικής ανάλυσης των δεδοµένων µιάς επιφάνειας που προέρχονται από 
µηκοτοµές ή διατοµές της (Mandelbrot et al. 1984). Η µέθοδος αυτή στηρίζεται στην ιδιότητα 
της στατιστικής αυτο-οµοπαραλληλίας του ίχνους της µηκοτοµής ή της διατοµής. 
 
Ο υπολογισµός της ισχύος του φάσµατος µπορεί να γίνει µε τον αλγόριθµο FFT–Fast Fourier 
Transfοrm, (Newland 1975). Η κλασµατική διάσταση της επιφάνειας εκφράζεται ως 
συνάρτηση της κλίσης (b2) της ευθείας παλινδρόµησης, που προσαρµόζεται στο διπλό 
λογαριθµικό διάγραµµα (Σχήµα 4) της ισχύος του φάσµατος ως προς το µήκος κύµατος, από 
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τη σχέση, (Mandelbrοt et al. 1984): 
 

2
3 2bD −= . 

Στο Σχήµα 4 απεικονίζεται η φασµατική ανάλυση µηκοτοµής του αναγλύφου, τα δεδοµένα 
της οποίας προέρχονται από ψηφιοποίηση των υψοµετρικών καµπυλών ενός τοπογραφικού 
χάρτη (Φιλίππου 1988). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Η µέθοδος της φασµατικής ανάλυσης εµφανίζει έντονες αποκλίσεις των σηµείων του 
φάσµατος στα πολύ µικρά και στα πολύ µεγάλα µήκη κύµατος. Οι αποκλίσεις αυτές 
εντοπίζονται και από τους Μandelbrοt et al. (1984), όπου αποδίδονται σε εγγενείς αδυναµίες 
της µεθόδου, δεδοµένου ότι επηρεάζεται έντονα από διακυµάνσεις τοπικού χαρακτήρα. 
Προτείνεται, λοιπόν, ένα πάνω και κάτω κατώφλι στις τιµές που θα µετέχουν στην 
προσαρµογή της ευθείας. Απαιτείται, επίσης, µεγάλη προσοχή στον εντοπισµό των µηκών 
κύµατος κατά τα οποία η κλασµατική διάσταση περνά από την τοπική στην ολική της τιµή. 
 
Η κλίση της ευθείας κυµαίνεται µεταξύ των τιµών 0-2 (0<b2<2). Εποµένως, η προσ-
διοριζόµενη τιµή της κλασµατικής διάστασης επιφανειών βρίσκεται µεταξύ των 2-3 (2<D<3). 
Για τις ευκλείδιες επιφάνειες η οριακή τιµή της κλίσης της ευθείας είναι b2=2. 
 
 
4.3 Συνάρτηση µεταβλητότητας 
 
Η συνάρτηση µεταβλητότητας αποτελεί συνάρτηση στατιστικού χαρακτήρα που εκφράζει το 
βαθµό συσχέτισης των σηµείων µιάς γραµµής ή επιφάνειας ως προς την απόσταση που τα 
συνδέει. Η συνάρτηση µεταβλητότητας έχει χρησιµοποιηθεί στο σχεδιασµό βέλτιστων 
µεθόδων περεµβολής όπως είναι η µέθοδος Kriging (Burrοugh 1986). 
 
Η συνάρτηση µεταβλητότητας (V) ορίζεται από τη σχέση: 

Σχήµα 4. Γραµµική παλινδρόµιση του φάσµατος µηκοτοµής. 



 
11 

}){(E)( 2
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όπου η µεταβλητή Ζ εκφράζει τις τιµές των «υψοµέτρων» των γραµµών-τοµών της 
επιφάνειας ή της ίδιας της επιφάνειας και οι δείκτες i,j εκφράζουν τις θέσεις που απέχουν 
κατά το µήκος συσχέτισης (d). Με το σύµβολο Ε{ } δηλώνεται η αναµενόµενης τιµή, της 
οποίας η εκτιµήτρια για τα διακριτά δεδοµένα ενός δείγµατος προσδιορίζεται από τη µέση 
τιµή (Sakellariou et al. 1991): 
 

n
)(

)(
2

ji∑ −
=

ZZ
dV . 

 
Η µέθοδος της συνάρτησης µεταβλητότητας αναφέρεται και αυτή στην ιδιότητα της 
στατιστικής αυτο-οµοπαραλληλίας του ίχνους των γραµµών-τοµών. Η κλασµατική διάσταση 
της γραµµής (µηκοτοµή ή διατοµή της επιφάνειας) προσδιορίζεται και πάλι από την κλίση 
(b31) της ευθείας παλινδρόµησης του διπλού λογαριθµικού διαγράµµατος (Σχήµα 5) των 
τιµών της συνάρτησης µεταβλητότητας ως προς τις αντίστοιχες τιµές των µηκών συσχέτισης 
από τη σχέση (Burrοugh 1981): 
 

2
2 31b

D −= . 

 
Αντίστοιχα για την κλίση (b32) σε περιπτώσεις άµεσου προσδιορισµού της κλασµατικής 
διάστασης επιφανειών, θα ισχύει η σχέση (Berry and Lewis 1980; Mark and Arοnsοn 1984): 
 

2
3 32b

D −= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Οι κλίσεις κυµαίνονται µεταξύ των τιµών 0-2 (0<b31, b32<2). Εποµένως οι προσδιοριζόµενες 
τιµές της κλασµατικής διάστασης D µεταβάλλονται µεταξύ των τιµών 1-2 (1<D<2) για τις 

Σχήµα 5. Γραµµική παλινδρόµηση συνάρτησης µεταβλητότητας. 
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γραµµές-τοµές και µεταξύ των τιµών 2-3 (2<D<3) για τις επιφάνειες. Οι οριακές τιµές για τις 
ευκλείδιες γραµµές και επιφάνειες της κλίσης της ευθείας παλινδρόµησης είναι: b31=b32=2. 
 
Προβλήµατα απόκλισης των τιµών της συνάρτησης µεταβλητότητας από την ευθεία 
παλινδρόµησης του λογαριθµικού διαγράµµατος εµφανίζονται σε µεγάλα µήκη συσχέτισης. 
Τα προβλήµατα αυτά αποδίδονται στον επηρεασµό των τιµών της συνάρτησης από τις 
διευθύνσεις και τα διαστήµατα δειγµατοληψίας (Burrοugh 1981; Rοy et al. 1987), καθώς 
επίσης στη µείωση της αντιπροσωπευτικότητας του δείγµατος στις πολύ µεγάλες αποστάσεις. 
Τα προβλήµατα αυτά αντιµετωπίζονται µε τους παρακάτω τρόπους (Rοy et al. 1987): 
  

1. Καθορισµός του µέγιστου µήκους συσχέτισης στο 
4
1  της µεγίστης διάστασης του 

δείγµατος. 
2. Οι τιµές της συνάρτησης µεταβλητότητας να υπολογίζονται στις τέσσερεις βασικές 

διευθύνσεις. 
3. Οι τιµές των µηκών συσχέτισης να ακολουθούν γεωµετρική πρόοδο. 

 
Μια επιπρόσθετη ερµηνεία των προβληµάτων της απόκλισης των τιµών της συνάρτησης 
µεταβλητότητας από ευθεία γραµµή οφείλεται στο γεγονός της εµφάνισης στο διάγραµµα των 
δύο περιοχών που αντιπροσωπεύουν την ολική και τοπική κλασµατική διάσταση. Το τµήµα 
του διαγράµµατος που αντιπροσωπεύει την ολική κλασµατική διάσταση αποµονώνεται µε 
σχετική ευκολία γιατί εµφανίζει κλίση ίση µε την τιµή 2, η οποία αντιστοιχεί σε τιµή κλασµα-
τικής διάστασης ίση µε τη µονάδα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4.4 Συσχέτιση εµβαδού-περιµέτρου 
 
Με τη µέθοδο αυτή προσδιορίζεται η κλασµατική διάσταση κλειστών γραµµών για τις οποίες 
ισχύει η ιδιότητα της στατιστικής αυτο-οµοιότητας. Κλασική περίπτωση τέτοιων γραµµών 

Σχήµα 6. Γραµµική παλινδρόµηση εµβαδού-περιµέτρου. 
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αποτελούν οι τοµές επιφανειών µε οριζόντια επίπεδα (ισαριθµικές καµπύλες) ή ακτογραµµές. 
Η σχέση του εµβαδού ως προς την περίµετρο ενός συνόλου κλειστών γραµµών µιάς 
κλασµατικής επιφάνειας, µετρηµένων µε το ίδιο βήµα, απεικονίζεται σε διπλό λογαριθµικό 
διάγραµµα µε ευθεία γραµµή. Από την κλίση (b4) της ευθείας παλινδρόµησης (Σχήµα 6) 
προσδιορίζεται η κλασµατική διάσταση των γραµµών µε τη σχέση (Μandelbrοt 1982a): 
 

4

2
b

D = . 

 
Η οριακή τιµή για ευκλείδιες γραµµές της κλίσης της ευθείας είναι: b4=2. 
 
Η µέθοδος αυτή φαίνεται να εµφανίζει τη µεγαλύτερη σταθερότητα και τα καλύτερα απο-
τελέσµατα απ’ όλες τις προηγούµενες (Μandelbrοt et al. 1984; Sakellariou et al. 1991). 
 
 
5. Εφαρµογές θεωρίας κλασµατικής γεωµετρίας στη χαρτογραφία 
 
Η θεωρία της κλασµατικής γεωµετρίας αποτελεί σήµερα ένα ανοικτό θέµα έρευνας στη 
χαρτογραφία. Στην ενότητα αυτή γίνεται βιβλιογραφική ανασκόπηση των κυριότερων 
ερευνητικών χαρτογραφικών εργασιών που είναι προσανατολισµένες από την οπτική της 
θεωρίας της κλασµατικής γεωµετρίας. 
 
Αρχικά ο Beckett (1977) διατυπώνει µέσω εµπειρικής έρευνας το πρόβληµα της µείωσης του 
µήκους (αναπτύγµατος) γραµµικών συµβόλων (δρόµων, ακτών ή ποταµών) µετρηµένων από 
χάρτες, όσο η κλίµακα των χαρτών µικραίνει. Ο ίδιος τονίζει ότι η µείωση αυτή εξαρτάται 
από τη γενίκευση και την πολυπλοκότητα της µορφής των γραµµών. Η προσπάθειά του 
εστιάζεται στη δυνατότητα διατύπωσης ενός απλού εµπειρικού νόµου µε τη βοήθεια του 
οποίου να προσδιορίζεται η απαιτούµενη διόρθωση του µήκους των γραµµών, όπως αυτό 
µετράται από τους χάρτες. Xρησιµοποιώντας µια σχέση ανάλογη µε την εµπειρική σχέση του 
Richardsοn, διεξήγαγε µετρήσεις σε χάρτες κλιµάκων από 1:2,500 ως 1:2,000,000 προσδιορί-
ζοντας για το οδικό δίκτυο της Μ. Βρεττανίας η τιµή της σταθεράς D=1.017. Στα  συµπερά-
σµατα τονίζεται ότι είναι αδύνατο προσδιοριστούν σε παγκόσµια κλίµακα οι τιµές των 
σταθερών k και D της εµπειρικής αυτής σχέσης, και προτείνει προσδιορισµός τους να γίνεται 
ανεξάρτητα για κάθε περίπτωση. Η σύσταση αυτή υποδηλώνει ότι για τον Beckett, έστω και 
άδηλα, οι συντελεστές αυτοί έχουν κάποια σχέση µε τη µορφή (πολυπλοκότητα) των γραµ-
µών, αλλά δεν κατέστει δυνατό να την εκφράσει. 
 
Στον Gοοdchild (1980) διαπιστώνεται ότι η σταθερή τιµή της κλασµατικής διάστασης D 
γεωγραφικών γραµµών ισχύει γιά ένα περιορισµένο εύρος κλιµάκων. Το συµπέρασµα αυτό 
όµως, συνδέεται άµεσα µε το γεγονός ότι, σε χάρτες διαφορετικών κλιµάκων ενσωµατώνεται 
και διαφορετικός βαθµός γενίκευσης κάθε φορά, ο οποίος επηρεάζει τη µορφή και την 
ποσότητα των λεπτοµερειών τους. ∆ιατυπώνεται επίσης η άποψη ότι, γνωρίζοντας την τιµή 
της κλασµατικής διάστασης (D) µπορούν να προσδιοριστούν κατάλληλα διαστήµατα δειγµα-
τοληψίας κατά την ψηφιοποίηση, ανάλογα µε την πολυπλοκότητα των γεωγραφικών γραµ-
µών. 
 
Στον Duttοn (1981) διαπιστώνεται ότι, για τις γεωγραφικές γραµµές φαίνεται να ισχύουν οι 
δύο βασικές ιδιότητες της κλασµατικής γεωµετρίας. Οι ισχυρισµοί αυτοί αποδεικνύονται από 
το ότι οι περισσότερες γεωγραφικές γραµµές έχουν διάσταση µεταξύ των τιµών 1 και 2 και οι 
ακτογραµµές φαίνονται όµοιες αν ειδωθούν σε διαφορετικές κλίµακες. Η πρώτη ιδιότητα 
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αναφέρεται στην κλασµατική διάσταση των χαρτογραφικών γραµµών και η δεύτερη στην 
αυτο-οµοιότητα. 
 
Το πρόβληµα των αδρών γραµµών, αποτέλεσµα ψηφιοποίησης χαρτών ή της µεγέθυνσης 
ορισµένων γραµµών σε θεµατικούς κυρίως χάρτες, µπορεί να αντιµετωπιστεί στη χαρτο-
γραφία µε την ενίσχυση των λεπτοµερειών των γραµµών (enhancement). Προτείνεται, 
λοιπόν, στην εργασία αυτή (Duttοn 1981), ένας επαναληπτικός αλγόριθµος αύξησης των 
λεπτοµερειών των χαρτογραφικών γραµµών βασισµένος στην ιδιότητα της αυτο-οµοιότητας. 
Η εφαρµογή της θεωρίας της κλασµατικής γεωµετρίας στο χαρτογραφικό αυτό πρόβληµα 
επιτρέπει τη µεγέθυνση ορισµένων από τα χαρακτηριστικά των γραµµών, την ένταξη στις 
γραµµές λεπτοµερειών µε χαρακτηριστικά µικρότερου µεγέθους καθώς επίσης και την 
απαλοιφή ορισµένων χαρακτηριστικών. Οι συντεταγµένες των σηµείων που αποτελούν τη 
χαρτογραφική γραµµή µετασχηµατίζονται ως προς τέσσερεις παραµέτρους: (α) την ηµιτονική 
διάσταση (SD), (β) το συντελεστή οµοιοµορφίας (UC), (γ) το όριο ευθυγραµµίας (ST), και (δ) 
το όριο εξοµάλυνσης (SΜ). Ο αλγόριθµος του Duttοn διατηρεί το χαρακτήρα των χαρτογρα-
φικών γραµµών δηµιουργώντας λεπτοµέρειες µε χαρακτηριστικά µικροτέρου µεγέθους, όµως 
στην εργασία του δεν αναφέρεται σε συγκεκριµένες οδηγίες για την επιλογή των τιµών των 
τεσσάρων παραµέτρων που χρησιµοποιεί (Buttenfield 1985). 
 
Γύρω από το ίδιο θέµα, ο Μüller (1986) διερευνά την επίδραση της κλασµατικής διάστασης 
γεωγραφικών γραµµών στη χαρτογραφική γενίκευση. Στην εργασία αυτή διαπιστώνεται ότι η 
κλασµατική διάσταση των γεωγραφικών γραµµών δεν διατηρείται σταθερή στις διάφορες 
κλίµακες, λόγω της µη διατήρησης σταθερών γεωµετρικών προτύπων κατά τη διαδικασία της 
χαρτογραφικής γενίκευσης. Για παράδειγµα, πολλές φορές οι χαρτογράφοι χρησιµοποιούν το 
γεωµετρικό τελεστή γενίκευσης της µετάπτωσης που έχει ως αποτέλεσµα επιφανειακά 
σύµβολα µε γραµµική διάταξη σε χάρτες µεγάλων κλιµάκων να απεικονίζονται ως γραµµές 
σε χάρτες µικρών κλιµάκων. 
 
Σε διαφορετική εργασία του ίδιου ερευνητή (Μüller 1987b) διερευνάται η διατήρηση της 
κλασµατικής διάστασης επτά αλγορίθµων απλοποίησης που χρησιµοποιούνται συχνά σε 
εφαρµογές γενίκευσης γραµµών. Τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι κανένας από τους αλγορί-
θµους αυτούς δεν διατηρεί µε συνεπή τρόπο την κλασµατική διάσταση των γραµµών που 
γενικεύονται. Ενσωµατώνοντας τις µεθόδους που χρησιµοποιούνται για τη µέτρηση της 
κλασµατικής διάστασης σε µια διαδικασία απλοποίησης γραµµών, προτείνεται ένας νέος 
αλγόριθµος απλοποίησης, µε τον οποίο διατηρείται η τιµή της κλασµατικής διάστασης των 
γενικευόµενων γραµµών. Τα αποτελέσµατα της απλοποίησης των γραµµών µε εφαρµογή του 
προτεινόµενου αλγορίθµου βρίσκονται πολύ κοντά στα καλύτερα αποτελέσµατα άλλων 
αλγορίθµων απλοποίησης.  
 
Σε τρίτη εργασία του ιδίου ερευνητή (Μüller 1987a) η κλασµατική γεωµετρία χρησιµοποιεί-
ται στον καθορισµό του απαιτούµενου µεγίστου αριθµού σηµείων που χρειάζονται για τη 
σχεδίαση µιάς χαρτογραφικής γραµµής µε ένα αυτόµατο µέσο (π.χ. αυτόµατο σχεδιαστή - 
plοtter). ∆εδοµένα αποτελούν η ελάχιστη απόσταση µεταξύ διακριτών σηµείων της γραµµής 
και η κλασµατική διάσταση. Παράλληλα, προτείνεται ένας νέος αλγόριθµος απλοποίησης 
γραµµών (Μüller 1987b), για όσες χαρτογραφικές γραµµές ισχύει η ιδιότητα της αυτο-
οµοιότητας. Στην αξιολόγηση των αποτελεσµάτων διατυπώνεται ένα γνωστό πρόβληµα της 
ανάπτυξης αυτοµατοποιηµένων µεθόδων γενίκευσης γραµµών, της απαίτησης δηλαδή κατά 
τη διαδικασία αυτή να υπάρχει κάποια «ευφυία», ικανή να εξοµοιώνει σε υπολογιστικό 
περιβάλλον τις γνώσεις των χαρακτηριστικών µορφών των γεωγραφικών γραµµών ενός 
έµπειρου χαρτογράφου. Με την υλοποίηση του στόχου αυτού οι πολύπλοκες χαρτογραφικές 
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γραµµές θα γενικεύονται αυτόµατα χωρίς το ανεπιθύµητο φαινόµενο της αλληλεπικάλυψης 
των διαφόρων τµηµάτων τους. 
 
Μια άλλη χαρακτηριστική χαρτογραφική οµάδα εφαρµογών αφορά τη δυνατότητα απεικό-
νισης σε υπολογιστικό περιβάλλον εικόνων που προσοµοιώνουν το τοπογραφικό ανάγλυφο. 
Οι πρώτες εφαρµογές προσοµοίωσης ανάγλυφου σε εικόνες Η/Υ στηρίζονται σε αιτιοκρατικά 
µοντέλα. Η αποτελεσµατικότητα των εφαρµογών αυτών σε περιπτώσεις προσοµοίωσης 
φυσικών φαινοµένων είναι περιορισµένη ως προς την αξιοπιστία και την ακρίβεια. Ένα 
βασικό πρόβληµα της προσοµοίωσης είναι η ανάγκη ύπαρξης µεγάλου όγκου δεδοµένων 
(Fuchs et al. 1977). Ένα δεύτερο βασικό πρόβληµα, είναι ο ίδιος ο χαρακτήρας των φυσικών 
αυτών δεδοµένων που επηρεάζεται από την τραχύτητά τους. Η τραχύτητα των δεδοµένων 
παρακολουθείται µε µεγάλη δυσκολία από έναν αιτιοκρατικό νόµο. Εφαρµόζοντας ένα 
στοχαστικό µοντέλο η προσοµοίωση των φυσικών δεδοµένων µπορεί να γίνει σύµφωνα 
θεωρία της κλασµατικής γεωµετρίας. Στα πλαίσια της συλλογιστικής αυτής έχει προταθεί ένα 
στοχαστικό µοντέλο για την προσοµοίωση εικόνων φυσικών φαινοµένων σε υπολογιστικό 
περιβάλλον (Fοurnier et al. 1982). Στην εργασία αυτή τονίζεται ότι κάθε µοντέλο προσο-
µοίωσης εικόνων σε Η/Υ πρέπει να στηρίζεται σε πρότυπα για τα οποία να ισχύουν δύο 
ιδιότητες: η εσωτερική και η εξωτερική συνοχή. Με την εσωτερική συνοχή εξασφαλίζεται η 
αναπαραγωγή του πρότυπου σε κάθε θέση και σε κάθε επίπεδο λεπτοµερειών. Με την 
εξωτερική συνοχή εξασφαλίζεται η συνέχεια των γειτονικών προτύπων στην εικόνα. Βασικός 
στόχος του προτεινόµενου αλγορίθµου είναι να δηµιουργείται µιά σειρά από νέα σηµεία της 
γραµµής διατηρώντας την ιδιότητα της αυτο-οµοιότητας. Η δηµιουργία των νέων σηµείων 
γίνεται µε µια επαναληπτική διαδικασία. Στο ενδιάµεσο κάθε ευθύγραµµου τµήµατος της 
γραµµής ορίζεται ένα νέο σηµείο µετατοπισµένο κατά την αναλογία µιάς τυχαίας µεταβλητής 
Gauss (µε µέση τιµή 0 και µεταβλητότητα 1) ως προς το βαθµό της τραχύτητας της γραµµής. 
Ο συντελεστής µε τον οποίο εκφράζεται ο βαθµός της τραχύτητας υπολογίζεται από την 
κλασµατική διάσταση της γραµµής. Ο αλγόριθµος αυτός, που ονοµάζεται «στοχαστικός 
αλγόριθµος παρεµβολής» επεκτείνεται διδιάστατες εφαρµογές. Στην αξιολόγηση των αποτε-
λεσµάτων της προτεινόµενης µεθόδου τονίζεται οτι στις εφαρµογές που έγιναν οι εικόνες 
παρουσιάζουν φυσικές και συµπαγείς περιγραφές των χωρικών φαινοµένων, σε πολύ 
σύντοµα χρονικά διαστήµατα επεξεργασίας σε σύγκριση µε άλλες υπάρχουσες µεθόδους. Σε 
µιά κριτική του αλγορίθµου από τον Μandelbrοt (1982b), διατυπώνονται σοβαρές διαφωνίες 
στο ότι όντος διατηρείται σταθερή η τιµή της κλασµατικής διάστασης των γραµµών µε την 
εφαρµογή του προτεινόµενου αλγορίθµου. 
 
Σε µεταγενέστερη προσπάθεια προσοµοίωσης του  τοπογραφικού ανάγλυφου (Clarke 1987; 
1988) προτείνεται µια µέθοδος βασισµένη και σε αιτιοκρατικό αλλά και κλασµατικό µοντέλο. 
Τα εξαρτώµενα από την κλίµακα χαρακτηριστικά του ανάγλυφου περιγράφονται από το 
αιτιοκρατικό µοντέλο µέσω σειρών Fοurier, ενώ τα ανεξάρτητα από την κλίµακα 
χαρακτηριστικά από ένα µοντέλο στηριγµένο στην θεωρία της κλασµατικής γεωµετρίας. Ο 
κλασµατικός χαρακτήρας της προσοµοίωσης εξασφαλίζεται από τον επανακαθορισµό των 
συντελεστών Fοurier µέσω της κλασµατικής διάστασης. Η προσοµοίωση πραγµατοποιείται 
από την αντιστροφή του µετασχηµατισµού Fοurier. 
 
Τέλος, µια άλλη σχετική εφαρµογή αναφέρεται στο αντικείµενο της φωτοερµηνείας. Η 
ανάλυση των ταξινοµηµένων περιοχών ψηφιακών εικόνων από δορυφόρους µπορεί να 
µελετηθεί µε τη θεωρία της κλασµατικής γεωµετρίας (De Cοla 1989), λόγω της µορφής και 
του µεγέθους που παρουσιάζουν οι περιοχές αυτές. Σε πολύγωνα που αντιστοιχούν σε 
δασικές περιοχές εµφανίζεται µεγάλη τιµή κλασµατικής διάστασης, όπως επίσης και σε 
πολύγωνα αστικών περιοχών, ενώ σε πολύγωνα γεωργικών εκτάσεων η τιµή της κλασµατικής 
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διάστασης εξαρτάται αντίστροφα ως προς την ένταση της καλλιέργειας. Η κλασµατική 
διάσταση προσδιορίζεται από την συσχέτιση εµβαδού-περιµέτρου. 
 
Ένα σηµαντικό συµπέρασµα των χαρτογραφικών εφαρµογών που αναλύθηκαν αφορά το 
γεγονός ότι αποτελούν, είτε διαδικασία γενίκευσης (απλοποίησης γραµµών), είτε την ακριβώς 
αντίστροφη διαδικασία (δηλαδή αύξηση λεπτοµερειών ή προσοµοίωση). Παρ’ όλο ότι 
διατυπώνονται ορισµένες επιφυλάξεις όσο αφορά τη διαπίστωση του κλασµατικού χαρα-
κτήρα των γεωγραφικών φαινοµένων, δηλαδή δεν διαπιστώνεται η ίδια ακριβώς τιµή για την 
κλασµατική διάσταση σε ένα ευρύ φάσµα κλιµάκων (Gοοdchild 1980; Μüller 1986; 
Buttenfield 1989), σε µιά εκτεταµένη σειρά µελετών (Μandelbrοt 1967; 1975b; Sayles and 
Thοmas 1978; Burrοugh 1981; Mark and Arοnsοn 1984; Kubik and Leberl 1986; Sakellariou 
et al. 1991; De Cοla 1989; Huang and Turcοtte 1989; Νάκος 1990) επιβεβαιώνεται ο κλα-
σµατικός χαρακτήρας των γεωγραφικών φαινοµένων. Τα περισσότερα από τα γεωγραφικά 
φαινόµενα µε επιβεβαιωµένο τον κλασµατικό τους χαρακτήρα αφορούν το τοπογραφικό 
ανάγλυφο. 
 
 
6. Το πρόβληµα της χαρτογραφικής γενίκευσης γραµµών 
 
Σύµφωνα µε το Πολύγλωσσο Λεξικό Τεχνικών Όρων της Χαρτογραφίας (Μultilingual 
Dictiοnary οf Technical Τerms in Cartοgraphy), η χαρτογραφική γενίκευση ορίζεται ως (ICA 
1973): 
 

« η επιλεγµένη και απλοποιηµένη αναπαράσταση των λεπτοµερειών που 
κρίνονται κατάλληλες ως προς την κλίµακα ή και το σκοπό του χάρτη». 

 
Η γενίκευση επιτυγχάνεται µε την επιλεκτική αφαίρεση ή και τροποποίηση της πλnροφορίας 
που αντιστοιχεί είτε στον πραγµατικό κόσµο, είτε σε ένα χάρτη µεγαλύτερnς κλίµακας. Η 
επιλεκτική αυτή αφαίρεση πληροφορίας υλοποιείται µέσα από συγκεκριµένες διεργασίες, οι 
οποίες αν επιχειρηθεί να οµαδοποιηθουν, µπορούν ταξινοµηθούν σε τέσσερεις οµάδες 
(Rοbinsοn et al. 1984). Οι οµάδες αυτές είναι: 
 
 (α) η απλοποίηση, 

(β) η ταξινόµηση, 
(γ) ο συµβολισµός και 
(δ) η επαγωγή. 

 
∆εδοµένου ότι, η πληροφορία που απεικονίζεται στο χάρτη χαρακτηρίζεται από δύο συνιστώ-
σες, τη θέση και τη σηµασία, τότε η γενίκευση ως διαδικασία επιδρά και στις δύο συνιστώσες 
(Keates 1973). Το αποτέλεσµα της γενίκευσης, εποµένως, είναι προϊόν αντικειµενικών (αφαί-
ρεση) αλλά και υποκειµενικών (επιλεκτική αφαίρεση) λειτουργιών. Η εµπειρία των χαρτο-
γράφων έχει καταγράψει µε κατηγορηµατικό τρόπο ότι, η σηµασία των υποκειµενικών λει-
τουργιών είναι τόσο µεγάλη, ώστε να καθορίζει αυτή σε µεγάλο βαθµό τη δηµιουργία επιτυ-
χηµένων χαρτών. Για να είναι το αποτέλεσµα της γενίκευσης από διαφορετικούς 
χαρτογράφους οµοιόµορφο, χωρίς να είναι διαφοροποιηµένη οπτικά η εικόνα των χαρτογρα-
φικών χαρακτηριστικών, δηµιουργούνται ανάλογα µε το σκοπό και την κλίµακα του χάρτη, 
κοινά αποδεκτοί κανόνες-προδιαγραφές. 
 
Με την εισαγωγή του Η/Υ ως «χαρτογραφικού εργαλείου» στις συµβατικές διεργασίες της 
γενίκευσης διαµορφώθηκε για το χαρτογράφο, σε µεγάλο βαθµό, µια διαφορετική αντίληψη 
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για την ίδια τη γενίκευση. Ήδη από τη δεκαετία ’70-’80 είχε απορριφθεί η αντίληψη που 
επικρατούσε στη χαρτογραφική κοινότητα, ότι η γενίκευση είναι µια διαδικασία που δεν 
µπορεί να αυτοµατοποιηθεί (Τοbler 1989). Σηµαντικό βάρος στην εξέλιξη αυτή είχε η εµφά-
νιση ενός επιτυχηµένου αλγόριθµου απλοποίησης γραµµών από τους Dοuglas και Peucker 
(1973). Το περιεχόµενο της γενίκευσης υποβοηθούµενης από υπολογιστή αποδίδεται σήµερα 
µε τον όρο αυτοµατοποιηµένη γενίκευση. Η χρήση του Η/Υ είναι απόλυτα κατάλληλη για τις 
αντικειµενικές λειτουργίες της γενίκευσης. Συνήθως οι λειτουργίες αυτές απαιτούν επανα-
ληπτικές επεξεργασίες µεγάλου όγκου δεδοµένων. Για τις υποκειµενικές, όµως, λειτουργίες 
της γενίκευσης το πρόβληµα της αυτοµατοποίησης της διαδικασίας είναι περισσότερο 
σύνθετο. Σήµερα, επικτατεί η αντίληψη ότι οι λειτουργίες αυτές µπορούν να υποβοηθηθούν 
µερικώς σε υπολογιστικό περιβάλλον. 
 
Ο χαρτογράφος σήµερα µπορεί να χρησιµοποιεί συστήµατα λογισµικών πακέτων, µε τα 
οποία συνήθως είναι δυνατή η επιλογή και εφαρµογή κατάλληλων αλγορίθµων απλοποίησης 
γραµµών για όσες από τις υποκειµενικές λειτουργίες της γενίκευσης έχει επιτευχθεί να 
εκφραστούν ποσοτικά. Τα σύστηµατα αυτά τις περισσότερες φορές λειτουργούν σε περιβάλ-
λον αλληλοεπίδρασης µε τους χρήστες. Ο ισχυρισµός, σύµφωνα µε τον οποίο µπορεί να 
υπάρξει ένας ιδανικός αλγόριθµος, κατάλληλος γιά την απλοποίηση οποιασδήποτε γραµµής 
είναι αδύνατος. Επιπλέον, η  αναλογία της γραµµικής πληροφορίας στους χάρτες είναι της 
τάξης του 80% (Thapa 1988). Το γεγονός αυτό συνεπάγεται ότι τα ζητήµατα παραγωγής που 
αφορούν τη διαδικασία της γενίκευσης υποβοηθούµενης από τη χρήση Η/Υ, κατά βάση, είναι 
προσανατολισµένα στην αξιοποίηση αλγορίθµων απλοποίησης γραµµών. Σύµφωνα µε τον 
ΜcΜaster (1987) οι τέσσερεις πιό σηµαντικές διαδικασίες που απαιτούνται γιά τη γενίκευση 
των γραµµικών οντοτήτων διανυσµατικής δοµής σε υπολογιστικό περιβάλλον είναι: 
 

(α) η απλοποίηση, 
(β) η εξοµάλυνση. 
(γ) η µετάθεση και 
(δ) η ενίσχυση λεπτοµερειών. 

 
Το συµπέρασµα της διερεύνησης (ΜcΜaster 1989b) ενός µεγάλου αριθµού αντιπροσωπευ-
τικών αλγορίθµων γενίκευσης, οι περισσότεροι από τους οποίους είναι αλγόριθµοι απλο-
ποίησης γραµµών στηριγµένοι σε γεωµετρικού χαρακτήρα κριτήρια (White 1985; McMaster 
1987; 1989a), καταλήγει στο ότι ο αλγόριθµος των Dοuglas και Peucker συγκεντρώνει τα 
περισσότερα πλεονεκτήµατα. Μεταξύ των κριτηρίων της αξιολόγησης των αλγορίθµων 
αναφέρεται η ελαχιστοποίηση των µεταθέσεων που υφίστανται οι γενικευµένες γραµµές, 
δηλαδή η ελαχιστοποίηση της αλλοίωσης της πληροφορίας κατά τη γενίκευση. Στην 
περίπτωση αυτή, το αποτέλεσµα της γενίκευσης παρουσιάζει την καλύτερη οπτικά εικόνα, 
δηλαδή διατηρούνται τα ίδια χαρακτηριστικά σηµεία που θα επέλεγε και ο χαρτογράφος. 
Παραµένει, όµως, για τον αλγόριθµο αυτόν το σηµαντικό µειονέκτηµα να είναι 
απαγορευτικός στην εφαρµογή για µεγάλες µεταβολές µεταξύ της κλίµακας του αρχικού και 
του παράγωγου χάρτη (Thapa 1988). Τέλος, διατυπώνοναι από τον ΜcΜaster (1987) µια 
σειρά ερευνητικών ερωτηµάτων σχετικών µε τα ανοικτά ζητήµατα της γενίκευσης γραµµών 
σε υπολογιστικό περιβάλλον. Τα ερωτήµατα αυτά αφορούν τον επηρεασµό της γενίκευσης 
από την πολυπλοκότητα των γραµµών, τον τρόπο µε τον οποίο µπορεί να µετρηθεί η 
πολυπλοκότητα και τον τρόπο µε τον οποίο µπορούν να συσχετιστούν µεταξύ τους οι 
τέσσερεις διαδικασίες της αυτοµατοποιηµένης γενίκευσης γραµµών. Το πρόβληµα των 
αλγορίθµων απλοποίησης σε µεγάλες µεταβολές της κλίµακας και τα υπόλοιπα ερευνητικά 
ερωτήµατα που σχετίζονται µε την πολυπλοκότητα των γραµµών µπορούν να 
αντιµετωπιστούν θετικά µε την υιοθέτηση ενός µοντέλου γενίκευσης βασισµένου στη θεωρία 
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της κλασµατικής γεωµετρίας (Νάκος 1990).  
 
Με τη διεργασία της απλοποίησης καθορίζονται τα σηµαντικά χαρακτηριστικά των χαρτο-
γραφικών φαινοµένων που πρόκειται να απεικονιστούν στο παράγωγο –δηλαδή γενικευµένο– 
χάρτη, µε παράλληλη αφαίρεση των ανεπιθύµητων λεπτοµερειών (Rοbinsοn et al. 1984). Ο 
εµπειρικός νόµος των Τöpfer και Pillewizer (1966), γνωστός ως «αρχές της επιλογής», 
αποτελεί τη βασικότερη ποσοτική έκφραση της διεργασίας της απλοποίησης στη χαρτογρα-
φική γενίκευση. Ο εµπειρικός αυτός νόµος συναρτά τον αριθµό Ν των στοιχείων της 
πληροφορίας ενός φαινοµένου του παράγωγου χάρτη κλίµακας 1:m, µε τον αντίστοιχο 
αριθµό N0 του βασικού χάρτη κλίµακας 1:m0, σύµφωνα µε τη σχέση: 
 

m
m

NccN 0
0FE   = . 

 
Οι παράµετροι cE και cF ονοµάζονται παράµετροι µεγέθυνσης και µορφής του συµβολισµού, 
αντίστοιχα. 
 
Σε περιπτώσεις γενίκευσης γεωγραφικών φαινοµένων που απεικονίζονται µε ίσου πάχους 
γραµµικά σύµβολα στο βασικό και τον παράγωγο χάρτη (όπως για παράδειγµα είναι οι 
υψοµετρικές καµπύλες, οι ακτογραµµές κλπ.), η παράµετρος µεγέθυνσης συµβολισµού έχει 
την τιµή µονάδα (cE=1), ενώ η παράµετρος µορφής συµβολισµού λαµβάνει την τιµή: 

m
m

c 0
F = . Τότε η σχέση που εκφράζει τον εµπειρικό αυτό νόµο απλοποιείται στην παρα-

κάτω µορφή (Jοnes and Αbraham 1987) : 
 

m
m

NN 0
0= . 

 
Με τον εµπειρικό νόµο των Τöpfer και Pillewizer προσδιορίζεται αποκλειστικά ο αριθµός 
των στοιχείων του χαρτογραφικού φαινοµένου που περιλαµβάνονται στον παράγωγο χάρτη. 
Απαντά, δηλαδή, στο ερώτηµα πόσα στοιχεία του γεωγραφικού φαινοµένου θα αφαιρεθούν, 
δεν απαντά όµως στο ερώτηµα ποιά, (McΜaster 1989a). Για την επιλογή των συγκεκριµένων 
στοιχείων απαιτείται µια ανεξάρτητη διαδικασία. Στην περίπτωση απλοποίησης γραµµών η 
επιλογή αυτή, µπορεί να γίνει µε παράλληλη εφαρµογή ενός αλγορίθµου βασισµένου σε 
γεωµετρικού χαρακτήρα κριτήρια διατήρησης των κορυφών των γραµµών. Για τον εµπειρικό 
αυτό νόµο υπάρχει µια ακόµα σηµαντική παρατήρηση. Κατά τη γενίκευση των χαρτογραφι-
κών φαινοµένων λαµβάνεται υπόψη η µεταβολή µεταξύ βασικής και παράγωγης κλίµακας, 
ενώ δεν λαµβάνεται υπόψη η πολυπλοκότητα ή η τραχύτητα του χαρτογραφικού φαινοµένου. 
 
 
7. Θεωρία κλασµατικής γεωµετρίας και χαρτογραφική γενίκευση 
 
Η χαρτογραφική γενίκευση µπορεί να ειδωθεί ως µια διαδικασία µετασχηµατισµού 
οµοιότητας της οποίας ο λόγος οµοιότητας καθορίζεται από το λόγο των κλιµάκων του 
βασικού και του παράγωγου χάρτη. Ένα κλασµατικό µοντέλο γενίκευσης εµπλουτίζει τις 
χαρτογραφικές διεργασίες µε την έννοια της κλασµατικής διάστασης (D) και την ιδιότητα της 
στατιστικής αυτο-οµοιότητας. Με το κλασµατικό µοντέλο γενίκευσης εξασφαλίζεται επίσης 
η δυνατότητα ποσοτικής έκφρασης ορισµένων από τις υποκειµενικές λειτουργίες της 
συµβατικής γενίκευσης, γεγονός πολύ σηµαντικό καθώς όλο και περισσότερο αξιοποιούνται 
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καθηµερινά σε παραγωγικές διαδικασίες συστήµατα λογισµικών πακέτων που λειτουργούν 
σε υπολογιστικό περιβάλλον που στηρίζονται σε ανάλογες προϋποθέσεις. Η διαπίστωση αυτή 
βασίζεται στη θεώρηση ότι η πολυπλοκότητα ή η τραχύτητα των χαρτογραφικών φαινοµένων 
µπορεί να εκφραστεί ποσοτικά µέσω της κλασµατικής διάστασης (D). Εξ’ άλλου στο 
αποτέλεσµα της γενίκευσης εξασφαλίζεται η ίδια µε την αρχική πολυπλοκότητα στα 
χαρτογραφικά φαινόµενα, εφ’ όσον η ιδιότητα της στατιστικής αυτο-οµοιότητας ενταχθεί σ’ 
αυτήν. 
 
Το πρώτο βήµα υλοποίησης του κλασµατικού µοντέλου γενίκευσης αποτελεί η διαπίστωση 
του κλασµατικού χαρακτήρα του σχήµατος µε το οποίο απεικονίζεται στο χάρτη το γενι-
κευόµενο χαρτογραφικό φαινόµενο, δηλαδή, εξετάζεται άν ο χρησιµοποιούµενος συµβολι-
σµός µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελεί κλασµατικό σύνολο. Η διαπίστωση του κλασµατικού 
χαρακτήρα των χαρτογραφικών συµβόλων µπορεί να γίνει µε µια από τις τέσσερεις µεθόδους 
προσδιορισµού της κλασµατικής διάστασης (δες ενότητα 4). Ο κλασµατικός χαρακτήρας 
διαπιστώνεται κάθε φορά που το διπλό λογαριθµικό διάγραµµα προσεγγίζει την ευθεία παλιν-
δρόµησης της κατάλληλης σχέσης, µετά από στατιστικό έλεγχο σε υψηλό επίπεδο εµπι-
στοσύνης. Στις περιπτώσεις που το χαρτογραφικό φαινόµενο απεικονίζεται στο χάρτη µε 
ανοικτές γραµµές (ακτογραµµές, δρόµοι κλπ.) αποτελεσµατικότερη και εποµένως συνιστώµε-
νη µέθοδος προσδιορισµού της κλασµατικής διάστασης είναι η µέθοδος της συσχέτισης του 
µήκους της γραµµής ως προς το βήµα ψηφιοποίησης (δες ενότητα 4.1). Εάν το χαρτογραφικό 
φαινόµενο απεικονίζεται µε κλειστές γραµµές (τοπογραφικό ανάγλυφο-υψοµετρικές καµπύ-
λες), τότε συνιστώµενη είναι η µέθοδος συσχέτισης εµβαδού-περιµέτρου (δες ενότητα 4.4). Η 
αξιοποίηση των µεθόδων φασµατικής ανάλυσης (δες ενότητα 4.2) και συνάρτησης µετα-
βλητότητας (δες ενότητα 4.3) πρέπει να γίνεται λαµβάνοντας προσεκτικά υπόψη τα 
προβλήµατα και τις αδυναµίες που εµφανίζονται στις µικρές και µεγάλες συχνότητες και στις 
µικρές και µεγάλες αποστάσεις συσχέτισης αντίστοιχα. Άλλωστε, οι µέθοδοι αυτοί αφορούν 
γραµµές που εµφανίζουν την ιδιότητα της στατιστικής αυτο-οµοπαραλληλίας, ενώ τα 
περισσότερα χαρτογραφικά δεδοµένα µε διαπιστωµένο κλασµατικό χαρακτήρα ακολουθούν 
τη µαθηµατική σχέση που εκφράζει την ιδιότητα της αυτο-οµοιότητας των κλασµατικών 
συνόλων. Γράφοντας την σχέση αυτή ως προς τον αριθµό των σηµείων Ν, που αποτελούν µια 
ψηφιοποιηµένη γραµµή, η οποία απεικονίζει το υπό εξέταση χαρτογραφικό φαινόµενο, 
προκύπτει η ακόλουθη: 
 

DrN −= . 
 
Αν εκφραστεί η σχέση αυτή ώστε να περιγράφει τις δύο καταστάσεις του χαρτογραφικού 
φαινοµένου στο βασικό χάρτη, µε λόγο οµοιότητας r0 και σηµεία Ν0 και στον παράγωγο 
χάρτη µε λόγο οµοιότητας r και σηµεία Ν, θα προκύψει η παρακάτω σχέση:  
 

D

r
r

N
N







= 0

0

. 

 

Είναι γνωστό, όµως, ότι το αντίστροφο του λόγου οµοιότητας (
r
1 ) εκφράζει την απόσταση 

µεταξύ αρχικού και τελικού σηµείου της γραµµής µετρηµένου µε µοναδα µήκους ίση προς το 
βήµα ψηφιοποίησης (Mandelbrot 1967; Müller 1987a). Το γεγονός αυτό σηµαίνει ότι οι λόγοι 
οµοιότητας µιας κλασµατικής γραµµής κατά τη γενίκευση θα είναι ανάλογοι µε τους 
παρονοµαστές των κλιµάκων των χαρτών. Εάν θεωρηθεί ότι ο βασικός χάρτης έχει κλίµακα 
l:m0 και ο παράγωγος l:m, τότε ο συλλογισµός αυτός οδηγεί στην παρακάτω σχέση: 
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m
m

r
r 00 = . 

Εποµένως, η σχέση µε την οποία θα εκφράζεται ποσοτικά την απλοποίηση στα πλαίσια ενός 
κλασµατικού µοντέλου γενίκευσης προκύπτει να είναι η παρακάτω (Νάκος 1990): 
 

D

m
m

NN 





= 0

0 . 

 
Η σχέση αυτή γενικεύει τον εµπειρικό νόµο των Τöpfer και Pillewizer (1966), όπως 
εκφράζεται από τις σχέσεις που παρουσιάζονται στην ενότητα 6, ενσωµατώνοντας την 
πολυπλοκότητα ή την τραχύτητα των χαρτογραφικών φαινοµένων µέσω της κλασµατικής 
διάστασης (D). Η ίδια σχέση συνιστάται και από τον Μüller (1987a) για την απλοποίηση 
γραµµών, χωρίς όµως να αποδεικνύτεται ο τρόπος µε τον οποίο προκύπτει. 
 
Στη χαρτογραφική βιβλιογραφία είναι διαπιστωµένο ότι η γενίκευση της γραµµικής 
πληροφορίας των χαρτών επιφέρει µείωση του µήκους των γραµµών (Rοbinsοn et al. 1984; 
Keates 1973). Η µείωση του µήκους των γραµµών σε κανένα από τους υφιστάµενους 
αλγορίθµους απλοποίησης δεν εξαρτάται από την πολυπλοκότητα των γραµµών που γενι-
κεύονται. Με το κλασµατικό µοντέλο γενίκευσης η µεταβολή, που υφίστανται τα µήκη των 
γραµµών κατά τη γενίκευση, εξαρτάται από τη µεταβολή της κλίµακας αφενός αλλά και την 
πολυπλοκότητα ή την τραχύτητα των γραµµών αφετέρου. 
 
 
8. Μεθοδολογία εφαρµογής κλασµατικής γεωµετρίας στη γενίκευση 
 
Στην ενότητα αυτή αναλύεται η µεθοδολογία εφαρµογής της θεωρίας της κλασµατικής 
γεωµετρίας στη διαδικασία στης χαρτογραφικής γενίκευσης και ειδικότερα στην απλοποίηση 
γραµµών. 
 
 
8.1 Επιβεβαίωση κλασµατικού χαρακτήρα χαρτογαρφικών συµβόλων 
 
Η επιβεβαίωση του κλασµατικού χαρακτήρα για τα χαρτογραφικά σύµβολα αποτελεί το 
πρώτο στάδιο εφαρµογής της κλασµατικής γεωµετρίας σε οποιοδήποτε χαρτογραφικό πρό-
βληµα. Η διαδικασία της επιβεβαίωσης του κλασµατικού χαρακτήρα των χαρτογραφικών 
συµβόλων περιλαµβάνει όλες εκείνες τις απαραίτητες διαδικασίες µε τις οποίες αποδει-
κνύεται στατιστικά ότι τα χαρτογραφικά σύνολα είναι κλασµατικά σύνολα σηµείων. 
 
Όπως έχει αναφερθεί στην ενότητα 3.2, τα κλασµατικά σύνολα σηµείων χαρακτηρίζονται 
από την ιδιότητα της αυτο-οµοιότητας ή αυτο-οµοπαραλληλίας. Η ιδιότητα της αυτο-
οµοιότητας των κλασµατικών συνόλων σηµείων µιας γραµµής εκφράζεται από τη γραµµική 
εξάρτηση είτε της συσχέτισης του µήκους της γραµµής µε το βήµα µέτρησης ή του εµβαδού 
µε την περίµετρο αν η γραµµή είναι κλειστή. Η ιδιότητα της αυτο-οµοπαραλληλίας των 
κλασµατικών συνόλων σηµείων εκφράζεται, αντίστοιχα, από τη γραµµική εξάρτηση είτε της 
ισχύος του φάσµατος µε το µήκος κύµατος ή της συνάρτησης µεταβλητότητας µε το µήκος 
συσχέτισης. Σηµειώνεται ότι, όλα τα µεγέθη στη γραµµική αυτή εξάρτηση είναι εκφρασµένα 
σε λογαριθµικές τιµές. 
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Για τα χαρτογραφικά σύµβολα απαιτείται η επιβεβαίωση των ιδιοτήτων της στατιστικής 
αυτο-οµοιότητας ή αυτο-οµοπαραλληλίας µέσω των εκτιµητριών των µεγεθών που 
αναφέρθηκαν. Όσο πιο ισχυρή είναι η γραµµική εξάρτηση των εκτιµητριών των µεγεθών, 
τόσο πιο έντονος είναι και ο κλασµατικός χαρακτήρας των χαρτογραφικών συµβόλων υπό 
εξέταση. Για το λόγο αυτό η επιβεβαίωση του κλασµατικού χαρακτήρα πρέπει να γίνεται µε 
µια σειρά στατιστικών ελέγχων των παραµέτρων της ευθείας παλινδρόµησης των τεσσάρων 
µεθόδων προσδιορισµού της κλασµατικής διάστασης (δες ενότητα 4), οι οποίοι να χαρακτη-
ρίζονται από πολύ υψηλό επίπεδο εµπιστοσύνης (Νάκος 1990). Οι στατιστικοί θα πρέπει να 
έχουν ως στόχο να εξασφαλίσουν: ισχυρή γραµµική εξάρτηση µεταξύ των λογαριθµικών 
τιµών των µετρούµενων µεγεθών, την επιβεβαίωση ότι τα χαρτογραφικά σύµβολα δεν είναι 
ευκλείδια σχήµατα, καθώς επίσης τη σηµαντικότητα και ακρίβεια της προσδιοριζόµενης 
τιµής της κλασµατικής διάστασης (Νάκος 1990). Έτσι, λοιπόν διαµορφώνεται µια 
µεθοδολογία επιβεβαίωσης του κλασµατικού χαρακτήρα των χαρτογραφικών συµβόλων µε 
τη βοήθεια τριών στατιστικών ελέγχων. 
 
Με τον πρώτο στατιστικό έλεγχο διατυπώνεται η µηδενική υπόθεση: ο συντελεστής 
γραµµικής συσχέτισης (ρ) της ευθείας παλινδρόµησης έχει την τιµή µηδέν (H0: ρ=0). Για την 
απόρριψη της µηδενικής αυτής υπόθεσης και αποδοχή, εποµένως, της εναλλακτικής 
υπόθεσης να υφίσταται ενισχυµένη η γραµµική συσχέτιση (Ha: ρ≠ 0), λαµβάνεται 99% 
επίπεδο εµπιστοσύνης. Με το δεύτερο στατιστικό έλεγχο διατυπώνεται η µηδενική υπόθεση: 
η τιµή της κλίσης της ευθείας παλινδρόµησης έχει την αντίστοιχη οριακή τιµή των 
ευκλειδίων σχηµάτων ή επιφανειών (H0: b=bE). Οι οριακές τιµές των ευκλειδίων σχηµάτων ή 
επιφανειών είναι bE=0 για τη µέθοδο συσχέτισης µήκους µε βήµα µέτρησης, bE=2 για τις 
υπόλοιπες τρεις µεθόδους. Για την απόρριψη της µηδενικής αυτής υπόθεσης και αποδοχή, 
εποµένως, της εναλλακτικής υπόθεσης: να είναι η τιµή της κλίσης διαφορετική από την 
οριακή που ατιστοιχεί σε ευκλείδια σχήµατα ή επιφάνειες (Ha: b≠ bE), λαµβάνεται 95% 
επίπεδο εµπιστοσύνης. Τέλος, µε τον τρίτο και τελευταίο στατιστικό έλεγχο διατυπώνεται η 
µηδενική υπόθεση: η τιµή της κλίσης της ευθείας παλινδρόµησης να έχει την τιµή µηδέν (H0: 
b=0), δηλαδή, η παράµετρος b να είναι στατιστικά ασήµαντη. Για την απόρριψη της 
µηδενικής αυτής υπόθεσης και αποδοχή, εποµένως, της εναλλακτικής υπόθεσης: να είναι η 
τιµή της κλίσης της ευθείας παλινδρόµησης διάφορη του µηδενός (Ha: b≠ 0), δηλαδή, η 
παράµετρος b να είναι στατιστικά σηµαντική, λαµβάνεται 99% επίπεδο εµπιστοσύνης. Πιο 
συγκεκριµένα, οι δύο πρώτοι στατιστικοί έλεγχοι αναφέρονται στη διαπίστωση του 
κλασµατικού χαρακτήρα των χαρτογραφικών συµβόλων υπό εξέταση, ενώ ο τρίτος στην 
αξιοπιστία προσδιορισµού της τιµής της κλασµατικής τους διάστασης. 
 
Ειδικότερα, η ακρίβεια της προσδιοριζόµενης τιµής της κλασµατικής διάστασης εκφράζεται 
από τη µεταβλητότητά της (σD

2), που προσδιορίζεται από τη µεταβλητότητα της κλίσης της 
ευθείας παλινδρόµησης (σb

2), εφαρµόζοντας το νόµο µετάδοσης των σφαλµάτων στις σχέσεις 
που συνδέουν τα δύο αυτά µεγέθη (Νάκος 1990). Εποµένως, για τη µέθοδο συσχέτισης των 
λογαριθµικών τιµών των µηκών µε τα βήµατα µέτρησης η µεταβλητότητα της τιµής της κλα-
σµατικής διάστασης ταυτίζεται µε τη µεταβλητότητα της κλίσης της ευθείας παλινδρόµησης, 
δηλαδή: 
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bD σ=σ . 

 
Ανάλογα, για τις µεθόδους φασµατικής ανάλυσης και συνάρτησης µεταβλητότητας ισχύει: 
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bD σ=σ . 
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Τέλος, για τη µέθοδο της συσχέτισης εµβαδού-περιµέτρου η µεταβλητότητα της τιµής της 
κλασµατικής διάστασης είναι: 

2
4

2 4
bD b

σ=σ  . 

 
Στην τελευταία σχέση η κλίση της ευθείας παλινδρόµησης συµβολίζεται µε b. 
 
 
8.2 Εφαρµογή στην απλοποίηση γραµµών 
 
Μετά τη διαδικασία επιβεβαίωσης του κλασµατικού χαρακτήρα των χαρτογραφικών γραµ-
µών και προσδιορισµού της τιµής της κλασµατικής τους διάστασης, η διαδικασία της γενί-
κευσης µπορεί να υλοποιηθεί εφαρµόζοντας έναν από τους υφιστάµενους αλγόριθµους 
απλοποίησης γραµµών. Για παράδειγµα, µπορεί να  εφαρµοστεί είτε ο αλγόριθµος του ν-
ιοστού σηµείου ή ο αλγόριθµος των Douglas και Peucker. Αξιοποιώντας τη σχέση της απλο-
ποίησης της κλασµατικής γεωµετρίας είτε µπορεί να προσδιοριστεί άµεσα ο αριθµός των 
κορυφών της παράγωγης γραµµής –µε τη βοήθεια της τιµής της κλασµατικής διάστασης– και 
να εφαρµοστεί ο αλγόριθµος του ν-οστού σηµείου ή µέσω του αριθµού των κορυφών της 
παράγωγης γραµµής να προσδιοριστεί ένα κατάλληλο µέγεθος ανοχής για τη γραµµή και να 
εφαρµοστεί ο αλγόριθµος  των Douglas και Peucker. Με ανάλογο τρόπο µπορεί να εφαρµο-
στεί οποιοσδήποτε άλλος αλγόριθµος απλοποίησης που βασίζεται σε γεωµετρικά κριτήρια. 
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