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ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

Περιγραφή των φυσικών δοµών που χαρακτηρίζονται από
ακανόνιστη, τραχεία ή τεµαχισµένη µορφή

Ανωµαλίες των δοµών που ποικίλουν ως προς το µέγεθος
και χαρακτηρίζονται από µια ειδική σχέση µεταβολής της κλίµακας

Η κλασµατική γεωµετρία χαρακτηρίζει τη δοµή
ενός συνόλου σηµείων του χώρου
εκφρασµένη µέσω ενός αριθµού D

που ονοµάζεται κλασµατική διάσταση

• γεωµετρία (θεωρία διαστάσεων)
• κλασµατική διάσταση (fractal dimension)
• αυτο-οµοιότητα (self-similarity)
• αυτο-οµοπαραλληλία (self-affinity)
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ΜΕΤΡΙΚΗ: ∑ ∑== dhM δγδ  )(d

0→δ
0d →M

∞→dM

∆ΙΑΣΤΑΣΗ HAUSDORFF-BESICOVITCH

dd ΝM δδγδγ  )(  d ∑ ==
0→δ

0, όταν d > D

∞ , όταν d < D
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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΟΜΟΙΟΤΗΤΑΣ

Στον ευκλείδιο χώρο RE:

0>∀r ),...,,( E21 xxxx = ),...,,()( E21 rxrxrxxr =

S S(r)

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΟΜΟΠΑΡΑΛΛΗΛΙΑΣ

0 ),,...,,( iE21 >=∀ rrrrr

),...,,( E21 xxxx = ),...,,()( EE2211 xrxrxrxr =

S S(r)

Στον ευκλείδιο χώρο RE:
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ΜΗΚΟΣ ΑΚΑΝΟΝΙΣΤΩΝ ΓΡΑΜΜΩΝ

ε

Ν(ε)
εε=ε  )()( NL

DεkεL −= 1 )(Richardson (1961):

1≥Dk > 0
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Κύκλος

Aκτογραµµή Αυστραλίας

Ακτογραµµή Νότιας Αφρικής

Σύνορα Γερµανίας (1900)∆υτική ακτογραµµή Βρεττανίας

Σύνορα Πορτογαλίας
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ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

Η κλασµατική διάσταση (D) ενός συνόλου σηµείων
του χώρου είναι η διάσταση Hausdorff-Besicovitch

Η κλασµατική διάσταση κυµαίνεται ως τιµή µεταξύ
της τοπολογικής (DT) και της ευκλείδιας διάστασης (DE)

Γραµµές: DT = 1 < D < 2 = DE

Επιφάνειες: DT = 2 < D < 3 = DE

Η κλασµατική διάσταση D συνόλων σηµείων του χώρου εκφράζει
το βαθµό µε τον οποίο µια γραµµή «γεµίζει» το ευκλείδιο επίπεδο,

και αντίστοιχα, µια επιφάνεια τον ευκλείδιο χώρο
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ΑΥΤΟ-ΟΜΟΙΟΤΗΤΑ

Κλασµατικά σύνολα είναι σχήµατα των οποίων τα
επί µέρους τµήµατα είναι όµοια προς το όλον

σύµφωνα µε µια ορισµένη γεωµετρική διαδικασία

ΑΥΤΟ-ΟΜΟΙΟΤΗΤΑ, µε λόγο οµοιότητας r(N):

D

N
Nr

1

1)( ⎟
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1log

log

Nr

ND =Κλασµατική διάσταση αυτό-όµοιων σχηµάτων:



5

GEOGEO--642642--22ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΗΚΛΑΣΜΑΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗ ΝΗΣΟΣ ΤΟΥ KOCH

Ευθύγραµµο τµήµα:

Ν = 8
4
1)( =Nr

Ν = 64
16
1)( =Nr

D = 1.50

GEOGEO--642642--22ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΗΚΛΑΣΜΑΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

AYTO-OMOIOTHTA / AYTO-OMOΠΑΡΑΛΛΗΛΙΑ

Κάθε φραγµένο σύνολο σηµείων S ονοµάζεται αυτο-όµοιο (self-similar), ως
προς ένα λόγο r, αν το σύνολο S αποτελείται από την ένωση Ν διακριτών
υποσυνόλων, κάθε ένα από τα οποία είτε ταυτίζεται άµεσα είτε µετά από

στροφή ή και µετάθεση µε το σύνολο r(S), που προέρχεται από το S ύστερα
από µετασχηµατισµό οµοιότητας µε λόγο r

Κάθε φραγµένο σύνολο σηµείων S ονοµάζεται αυτο-όµοιο (self-similar), ως
προς ένα λόγο r, αν το σύνολο S αποτελείται από την ένωση Ν διακριτών
υποσυνόλων, κάθε ένα από τα οποία είτε ταυτίζεται άµεσα είτε µετά από

στροφή ή και µετάθεση µε το σύνολο r(S), που προέρχεται από το S ύστερα
από µετασχηµατισµό οµοιότητας µε λόγο r

Κάθε φραγµένο σύνολο σηµείων S ονοµάζεται αυτο-οµοπαράλληλο (self-affine), 
ως προς ένα διανυσµατικό λόγο r=(r1, r2,…, rE), αν το σύνολο S αποτελείται

από την ένωση Ν διακριτών υποσυνόλων, κάθε ένα από τα οποία είτε ταυτίζεται
άµεσα είτε µετά από στροφή ή και µετάθεση µε το σύνολο r(S), που προέρχεται
από το S ύστερα από οµοπαράλληλο µετασχηµατισµό µε λόγο το διάνυσµα r

Κάθε φραγµένο σύνολο σηµείων S ονοµάζεται αυτο-οµοπαράλληλο (self-affine), 
ως προς ένα διανυσµατικό λόγο r=(r1, r2,…, rE), αν το σύνολο S αποτελείται

από την ένωση Ν διακριτών υποσυνόλων, κάθε ένα από τα οποία είτε ταυτίζεται
άµεσα είτε µετά από στροφή ή και µετάθεση µε το σύνολο r(S), που προέρχεται
από το S ύστερα από οµοπαράλληλο µετασχηµατισµό µε λόγο το διάνυσµα r
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ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ AYTO-OMOIOTHTA / AYTO-OMOΠΑΡΑΛΛΗΛΙΑ

Κάθε φραγµένο σύνολο σηµείων S ονοµάζεται στατιστικά αυτο-όµοιο
(statistical self-similar), ως προς ένα λόγο r, αν το σύνολο S αποτελείται από
την ένωση Ν διακριτών υποσυνόλων, κάθε ένα από τα οποία ταυτίζεται σε
όλες τις στατιστικές εκτιµήτριες µε το σύνολο r(S), που προέρχεται από το S

ύστερα από µετασχηµατισµό οµοιότητας µε λόγο r

Κάθε φραγµένο σύνολο σηµείων S ονοµάζεται στατιστικά αυτο-όµοιο
(statistical self-similar), ως προς ένα λόγο r, αν το σύνολο S αποτελείται από
την ένωση Ν διακριτών υποσυνόλων, κάθε ένα από τα οποία ταυτίζεται σε
όλες τις στατιστικές εκτιµήτριες µε το σύνολο r(S), που προέρχεται από το S

ύστερα από µετασχηµατισµό οµοιότητας µε λόγο r

Κάθε φραγµένο σύνολο σηµείων S ονοµάζεται στατιστικά αυτο-
οµοπαράλληλο (statistical self-affine), ως προς ένα διανυσµατικό λόγο r=(r1,

r2,…, rE), αν το σύνολο S αποτελείται από την ένωση Ν διακριτών
υποσυνόλων, κάθε ένα από τα οποία ταυτίζεται σε όλες τις στατιστικές
εκτιµήτριες µε το σύνολο r(S), που προέρχεται από το S ύστερα από

οµοπαράλληλο µετασχηµατισµό µε λόγο το διάνυσµα r

Κάθε φραγµένο σύνολο σηµείων S ονοµάζεται στατιστικά αυτο-
οµοπαράλληλο (statistical self-affine), ως προς ένα διανυσµατικό λόγο r=(r1,

r2,…, rE), αν το σύνολο S αποτελείται από την ένωση Ν διακριτών
υποσυνόλων, κάθε ένα από τα οποία ταυτίζεται σε όλες τις στατιστικές
εκτιµήτριες µε το σύνολο r(S), που προέρχεται από το S ύστερα από

οµοπαράλληλο µετασχηµατισµό µε λόγο το διάνυσµα r
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ΑΡΧΕΣ ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΥ ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΗΣ ∆ΙΑΣΤΑΣΗΣ

Σχέση κλασµατικής διάστασης επιφάνειας (DS)
και παράγωγων γραµµών (DL) (τοµές)

1LS += DD

Αυτο-οµοπαράλληλες γραµµές

ολική (global) D = 1 ΜΑΚΡΟΣΚΟΠΙΚΕΣ
Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ

τοπική (local) D > 1 ΜΙΚΡΟΣΚΟΠΙΚΕΣ
Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ
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ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ ΜΗΚΟΥΣ ΜΕ ΒΗΜΑ ΜΕΤΡΗΣΗΣ

11 bD −=
Κύκλος

Aκτογραµµή Αυστραλίας

Ακτογραµµή Νότιας Αφρικής

Σύνορα Γερµανίας (1900)∆υτική ακτογραµµή Βρεττανίας

Σύνορα Πορτογαλίας
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βήµατα
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ΦΑΣΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ

2
3 2b

D −=

Fast Fourier Transform - FFT
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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΟΤΗΤΑΣ

}){(E)( 2
ji ZZdV −=

n
)(

)(
2

ji∑ −
=

ZZ
dV

2
2 31b

D −=

2
3 32b

D −=

1. Καθορισµός του µέγιστου µήκους συσχέτιση στο
της µεγίστης διάστασης του δείγµατος

2.   Οι τιµές της συνάρτησης µεταβλητότητας να
υπολογίζονται στις τέσσερεις βασικές διευθύνσεις

3. Οι τιµές των µηκών συσχέτισης να ακολουθούν
γεωµετρική πρόοδο
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ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ ΕΜΒΑ∆ΟΥ-ΠΕΡΙΜΕΤΡΟΥ

4

2
b

D =

H µέθοδος αυτή εµφανίζει τη
µεγαλύτερη σταθερότητα και τα

καλύτερα αποτελέσµατα απ’ όλες τις
προηγούµενες
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∆ΙΑΠΙΣΤΩΣΗ ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΟΥ ΧΑΡΑΚΤΗΡΑ

1. Στατιστικά ισχυρή γραµµική σχέση µετρούµενων µεγεθών:

Η0: «ρ = 0» ΑΠΟΡΡΙΠΤΕΤΑΙ ΜΕ 99% ΕΕ

2. Τα χαρτογραφικά σύµβολα (γραµµές) να µην αποτελούν ευκλείδια
σχήµατα:

Η0: «b = 0 ή 2» ΑΠΟΡΡΙΠΤΕΤΑΙ ΜΕ 95% ΕΕ

3. Στατιστικά σηµαντική η τιµή της προσδιοριζόµενης κλασµατικής
διάστασης:

Η0: «b = 0» ΑΠΟΡΡΙΠΤΕΤΑΙ ΜΕ 99% ΕΕ

22
bD σ=σ 22

4
1

bD σ=σ 2
4

2 4
bD b

σ=σ

ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ ΜΗΚΟΥΣ
ΜΕ ΒΗΜΑ ΜΕΤΡΗΣΗΣ

ΦΑΣΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ
ΜΕΤΑΒΛΗΤΟΤΗΤΑΣ

ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ
ΕΜΒΑ∆ΟΥ-ΠΕΡΙΜΕΤΡΟΥ
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«ΑΡΧΕΣ ΤΗΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ»

m
m

NccN 0
0FE   =

cE και cF παράµετροι «µεγέθυνσης» και «µορφής» του συµβολισµού

Για χαρτογραφικά σύµβολα µε γραµµές ίσου πάχους:

cE = 1και m
m

c 0
F =

m
m

NN 0
0=
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DrN −=

ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΑΠΛΟΠΟΙΗΣΗΣ ΓΡΑΜΜΩΝ

D

r
r

N
N

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0

0

ΒΑΣΙΚΟΣ
ΣΕ

ΠΑΡΑΓΩΓΟ

D

m
m

NN ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0

0

m
m

r
r 00 =

ΟΙ ΛΟΓΟΙ ΟΜΟΙΟΤΗΤΑΣ
ΑΝΑΛΟΓΟΙ

ΠΑΡΟΝΟΜΑΣΤΩΝ ΚΛΙΜΑΚΩΝ


