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Αντικείμενο της παρούσας διατριβής είναι η διερεύνηση της γεωμετρίας της μεμονω-
μένης προοπτικής εικόνας, με έναν τριπλό στόχο. Κατ’ αρχάς, να κατανοηθεί περαι-
τέρω η γεωμετρία αυτή με την διατύπωση εναλλακτικών προσεγγίσεων γιά ορισμένα 
σημαντικά προβλήματα, ιδιαίτερα όσον αφορά την γεωμετρία των σημείων φυγής της 
εικόνας και την σχέση τους αφενός με το πρόβλημα της βαθμονόμησης μηχανής και 
αφετέρου με ζητήματα ανακατασκευής του χώρου. Ο δεύτερος σημαντικός στόχος ή-
ταν η έρευνα αυτή να πραγματοποιηθεί μεν στο τυπικά ευκλείδειο εννοιολογικό πλαί-
σιο της Φωτογραμμετρίας, αλλά παράλληλα να εξηγηθεί με σαφήνεια η σχέση όσων 
αλγορίθμων διατυπώνονται εδώ με ανάλογες προσεγγίσεις από τον χώρο της γεωμε-
τρικής (ή υπολογιστικής) Όρασης Υπολογιστών, όπου και κυρίως μελετάται η γεωμε-
τρία της μεμονωμένης εικόνας. Με την έννοια αυτή, η διατριβή διατυπώνει ταυτόχρο-
να ευκλείδειες ερμηνείες, χρήσιμες για την Φωτογραμμετρία, μεθόδων της Όρασης Υ-
πολογιστών, οι οποίες κατά κανόνα στηρίζονται στην προβολική γεωμετρία. Κύριος 
στόχος της διατριβής, τέλος, ήταν βέβαια και να υλοποιηθεί η θεωρητική διερεύνηση 
σε συγκεκριμένους αυτόματους αλγορίθμους, ώστε με αυτόν τόν τρόπο να φανεί και 
η άμεση πρακτική χρησιμότητά της. 

Έτσι, στην διατριβή υπάρχουν αρχικά ορισμένες εισαγωγικές παρατηρήσεις για τις ο-
μοιότητες και διαφορές Φωτογραμμετρίας – Όρασης Υπολογιστών και την θεωρητική 
αλλά και πρακτική σημασία της προβολικής γεωμετρίας, ενώ ακόμα παρουσιάζονται 
ορισμένες θεμελιώδεις ιδιότητες της τελευταίας που είναι αναγκαίες για την συνέχεια 
της διατριβής. Κατόπιν μελετάται η γεωμετρία εικόνας με σημεία φυγής που αντιστοι-
χούν σε τρεις ορθογώνιες διευθύνσεις του χώρου, η σχέση της με την γεωμτρία της 
μηχανής και την ομογραφία, ενώ αξιολογούνται (συγκρινόμενοι με δεδομένα από πο-
λυεικονική συνόρθωση δέσμης με αυτοβαθμονόμηση) διαφορετικοί αλγόριθμοι για 
την βαθμονόμηση μηχανής μέσω σημείων φυγής, ένας από τους οποίους επιτρέπει 
να εκτιμάται και η ακτινική διαστροφή του φακού σε ενιαία συνόρθωση. 

Στην συνέχεια διατυπώνονται οι γεωμετρικές ιδιότητες και οι εξισώσεις που συνδέουν 
τον εσωτερικό προσανατολισμό εικόνας με τα σημεία φυγής δύο ορθογώνιων διευ-
θύνσεων του χώρου. Ως έκφραση αυτής της σχέσης εισάγεται ο γεωμετρικός τόπος 
του σημείου λήψης (“σφαίρας βαθμονόμησης”) και συγκρίνεται με αντίστοιχες προβο-
λικές εκφράσεις από την Όραση Υπολογιστών. Βάσει αυτού διατυπώνεται και αξιολο-
γείται πειραματικά αλγόριθμος βαθμονόμησης που επιτρέπει να συνδυάζονται διαφο-
ρετικές εικόνες με δύο σημεία φυγής από την ίδια μηχανή. Εν συνεχεία, ο αλγόριθμος 
γενικεύεται για την αυτόματη βαθμονόμηση μηχανής από μία εικόνα με τρία σημεία 
φυγής ορθογωνικών διευθύνσεων ή από περισσότερες ανεξάρτητες εικόνες με του-
λάχιστον ένα ζεύγος σημείων φυγής. Η μέθοδος αυτοματοποιείται πλήρως με τον αυ-
τόματο εντοπισμό σημείων φυγής σε μία ή και περισσότερες εικόνες μέσω μιας νέας 
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τεχνικής και την ελαχιστοτετραγωνική συνόρθωση σε ένα βήμα των παρατηρήσεων 
από όλες τις εικόνες μέσω εξισώσεων παρεμβολής ευθείας και “σφαιρών βαθμονό-
μησης”. Αποτελέσματα της αυτόματης βαθμονόμησης από πραγματικά δεδομένα θε-
ωρήθηκαν ικανοποιητικά, από άποψη βαθμονόμησης αλλά και 3D ανακατασκευής, 
συγκρινόμενα με εκείνα από συνόρθωση δέσμης. 

Κατόπιν, η διατριβή πραγματεύεται την αφινική ανακατασκευή επιπέδου. Εξηγείται η 
γεωμετρία και οι εξισώσεις που επιτρέπουν να επανασυσταθούν αφινικά μέσω ενός 
μοναδικού σημείου φυγής μη βαθμονομημένες εικόνες, μετωπικές και πλάγιες με δια-
φορετική γεωμετρία. Ο αλγόριθμος (με μοναδική εξωτερική πληροφορία ένα γνωστό 
μήκος στην διεύθυνση του άξονα του δρόμου) αξιολογείται με μετρήσεις ταχύτητας ο-
χημάτων από διαδοχικές εικόνες ψηφιακών λήψεων βίντεο. Στον αλγόριθμο αυτόν τα 
κινούμενα οχήματα εντοπίζονται και παρακολουθούνται εντελώς αυτόματα σε αφινικά 
ανηγμένες εικόνες, ενώ ενσωματώνεται και τεχνική για να ανιχνεύεται η σκιά κινούμε-
νων αντικειμένων. Έτσι, δείχνεται ότι αμιγώς προβολικές προσεγγίσεις έχουν επίσης 
άμεσο πρακτικό ενδιαφέρον για την Φωτογραμμετρία. 

Η εργασία ολοκληρώνεται με τα συμπεράσματα της διατριβής σχετικά με την θεωρη-
τική σημασία όσο και την πρακτική χρησιμότητα μονοεικονικών μεθόδων σε διαφορε-
τικά φωτογραμμετρικά προβλήματα. Τέλος, επισημαίνονται ορισμένα ενδιαφέροντα ε-
ρωτήματα για περαιτέρω μελέτη, ιδίως όσον αφορά την διερεύνηση θεμάτων σχετι-
κών με την ακρίβεια των μεθόδων.  
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Abstract 

Motivation of this thesis is to investigate the geometry of single perspective images in 
three main aspects. First, the aim is to further understand this geometry by formula-
ting alternative approaches for certain significant problems, regarding particularly the 
geometry of the image vanishing points and their relation with the question of camera 
calibration, on the one hand, and with issues of object reconstruction, on the other. A 
second important aspect was to carry out this research in the typically Euclidean con-
ceptual framework of Photogrammetry, but at the same time to clearly interpret the 
relation of the algorithms developed here with corresponding approaches from the 
field of geometric (computational) Computer Vision, where single images are mainly 
studied. In this sense, the thesis at the same time presents Euclidean interpretations, 
useful to Photogrammetry, of methods Computer Vision which, as a rule, rely on pro-
jective geometry. Finally, of course, an important goal of this thesis was to implement 
the theoretical investigation in the form of specific automatic algorithms, in order to 
thereby demonstrate its direct practical usefulness. 

Thus, the thesis starts with certain introductory comments regarding similarities and 
differences between Photogrammetry and Computer Vision, as well as the theoretical 
and practical significance of projective geometry, while certain fundamental proper-
ties of projective geometry, necessary for the following, are also presented. Next, the 
geometry of an image with three vanishing points of orthogonal space directions and 
its relation to intrinsic camera geometry as well as to homography are studied, while 
different algorithms for camera calibration via vanishing points – one of which allows 
simultaneous estimation of radial-symmetric lens distortion – are evaluated against 
self-calibrating multi-image bundle adjustment. 

After this, the geometric properties and the equations which relate camera interior 
orientation with the vanishing points of two orthogonal directions are formulated. This 
relation is expressed by the introduction of a geometric locus for the projection centre 
(“calibration sphere”), which is compared to corresponding projective representations 
from Computer Vision. On this basis a camera calibration algorithm is formulated and 
evaluated experimentally, which allows combining different single images with two 
vanishing points from the same camera. Then the algorithm is generalized for auto-
matic camera calibration using one image with three vanishing points of orthogonal 
directions or more independent images with at least one pair of vanishing points. The 
approach is fully automated with the automatic localization of vanishing points on one 
or more images via a novel technique and a unified least-squares adjustment of ob-
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servations on all participating images through the line-fitting and “calibration sphere” 
equations. Results from such automatic calibrations using real data were regarded as 
satisfactory compared to those from multi-images self-calibration as regards both ca-
libration as well as 3D object reconstruction. 

The thesis addresses next the question of affine reconstruction of planar objects. The 
geometry and equations are explained which allow affine reconstruction of uncalibra-
ted images, both frontal and oblique with different orientation, through one single va-
nishing point. The algorithm (with exclusive metric information a dimension in the di-
rection of the road) is applied and evaluated in cases of vehicle speed measurement 
from video sequences. In this algorithm moving vehicles are detected and tracked 
automatically on affine image rectifications, while a shadow detection technique is 
also incorporated. In this way, it is demonstrated that purely projective approaches 
have also a direct practical relevance for Photogrammetry. 

The thesis closes with the conclusions from this research regarding the theoretical 
and practical significance of single images in different photogrammetric tasks. Finally, 
certain interesting questions for further investigation are indicated, particularly 
regarding accuracy issues of the approaches. 
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Εισαγωγή 

Το πλαίσιο της διατριβής 

• Φωτογραμμετρία και Όραση Υπολογιστών 

Την τελευταία δεκαετία, η Φωτογραμμετρία αρχίζει να αναγνωρίζει ότι η ώσμωση με 
την επιστημονική περιοχή της Όρασης Υπολογιστών (computer vision) είναι πλέον 
μάλλον αναπόφευκτη – αν όχι και ευκταία. Πιο ευαίσθητη σε τέτοια θέματα, η Επιτρο-
πή ΙΙΙ της ∆ιεθνούς Εταιρείας Φωτογραμμετρίας και Τηλεπισκόπησης (ISPRS) έχει ή-
δη από το 2000 αλλάξει το όνομά της από “Θεωρία και Αλγόριθμοι” σε “Φωτογραμμε-
τρική Όραση Υπολογιστών”. Η προσέγγιση αυτή δεν εξελίσσεται χωρίς σοβαρές δυ-
σκολίες, οι οποίες κυρίως οφείλονται σε αντιστάσεις, κάποτε ίσως και με “σοβινιστική” 
χροιά, των επιστημόνων και από τις δύο κοινότητες – ιδίως όμως από την μεριά της 
Φωτογραμμετρίας που είναι ο παλαιότερος χώρος, με πλήθος εμπεδωμένες τεχνικές. 
Γιά παράδειγμα, ο F. Leberl, πρόεδρος της Επιτροπής ΙΙΙ της ISPRS κατά την περίο-
δο 2000-2004, εκτιμά ότι οι νέες εξελίξεις που προέρχονται από την Όραση Υπολογι-
στών και συγκεντρώνονται στα δύο πρόσφατα εγχειρίδια των Hartley and Zisserman 
(2000) και Faugeras et al. (2001) αντιπροσωπεύουν εν πολλοίς μιά “νέα Φωτογραμ-
μετρία”. Αυτό, συνεχίζει, δεν αντιμετωπίστηκε με μεγάλο ενθουσιασμό από όσους α-
σκούν την Φωτογραμμετρία, παρά τα πολλά πλεονεκτήματα που υπάρχουν στις νέες 
προσεγγίσεις (Leberl, 2001). 

Από μία άποψη, αυτή η “επιφυλακτικότητα” είναι κατανοητή. Όπως έχουν διαμορφω-
θεί η θεωρία, οι τεχνικές και οι εφαρμογές στους δύο χώρους, υπάρχουν όντως ση-
μαντικές διαφορές. Τις διαφορές αυτές επισημαίνουν άλλωστε και οι ίδιοι οι θιασώτες 
της προσέγγισης, τόσο από την Όραση Υπολογιστών (Hartley and Mundy, 1993) όσο 
και από την Φωτογραμμετρία (Förstner, 2002). Για παράδειγμα, και πέραν των προ-
φανών ζητημάτων ασύμβατης ορολογίας: 

• οι μεν δίνουν, γενικά, περισσότερο βάρος στις εφαρμογές πραγματικού χρόνου 
και ίσως λιγότερο σε ζητήματα ακρίβειας, τα οποία συνήθως συγκεντρώνουν το 
κύριο ενδιαφέρον των δε, 
• οι πρώτοι αντιμετωπίζουν τα θέματα προσανατολισμών και 3D ανακατασκευής 
του χώρου (σε πρώτη φάση τουλάχιστον) κατά κύριο λόγο μέσω της προβολικής 
γεωμετρίας και των συναφών γραμμικών αλγορίθμων, ενώ οι δεύτεροι κατά κανό-
να λειτουργούν, απευθείας και αποκλειστικά, στο πλαίσιο της ευκλείδειας λογικής, 
• οι μεν – εξ ανάγκης – προϋποθέτουν, γενικά, μηχανές άγνωστης γεωμετρίας, ε-
κεί που οι άλλοι χρησιμοποιούν κατά βάση μετρικές, και εν πάση περιπτώσει βα-
θμονομημένες, μηχανές λήψης, 
• οι πρώτοι θεωρούν γενικά ότι υπάρχει διαθέσιμος επαρκής εξωτερικός έλεγχος 
(φωτοσταθερά σημεία), ενώ οι δεύτεροι – πάλι εξ ανάγκης – επιδιώκουν να εξαν-
τλήσουν τις υπάρχουσες δυνατότητες σε περιπτώσεις μερικής, ή ακόμα και πλή-
ρους, απουσίας εξωτερικού ελέγχου, 
• τελικά, το τυπικό αντικείμενο των δεύτερων είναι η χαρτογράφηση (συλλογή 3D 
μοντέλων επιφάνειας, ορθή προβολή), ενώ οι πρώτοι έχουν διαφορετικές προτε-
ραιότητες, με απώτερο στόχο να επιτευχθεί ανθρώπινου επιπέδου ικανότητα για 
αυτόματη εξαγωγή πληροφορίας από εικόνες (πχ. αυτόματη μοντελοποίηση και 
αναγνώριση αντικειμένων, αυτονόμη πλοήγηση). 
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Αυτά από μία άποψη. Γιατί από μία άλλη γενικότερη σκοπιά, η Φωτογραμμετρία και 
η Όραση Υπολογιστών έχουν σε τελική ανάλυση έναν κοινό στόχο: την (με τρόπο κα-
τά το δυνατόν αξιόπιστο και αυτόματο υπό ποικιλία συνθηκών) εξαγωγή γεωμετρικής 
και σημασιολογικής πληροφορίας από εικόνες. Και εδώ διαισθάνεται κανείς ότι απέ-
ναντι στις προκλήσεις που προέρχονται από την Όραση Υπολογιστών, αρκετοί από 
τον χώρο της Φωτογραμμετρίας, εκλαμβάνοντας αυτό ως ένα είδος “απειλής”, αντι-
παραθέτουν από την πλευρά τους μια αδράνεια ή και μια αμυντική άρνηση. Χαρακτη-
ριστικός για την “ανατροπή” κατεστημένων πεποιθήσεων είναι ο ακόλουθος αυθεντι-
κός διάλογος ενός ερευνητή από την Όραση Υπολογιστών και ενός έμπειρου φωτο-
γραμμέτρη, όπως τον παραθέτουν οι Hartley and Mundy (1993): 

“Η συζήτηση έφθασε στον αριθμό των δυνατών λύσεων που έχει το πρόβλημα του ε-
ξωτερικού προσανατολισμού μιας προοπτικής απεικόνισης με τρία γνωστά σημεία του 
χώρου. Αυτό το παράδειγμα έχει σημαντικό θεωρητικό ενδιαφέρον γιά την κοινότητα 
της Όρασης Υπολογιστών, όμως πρακτικά δεν παρουσιάζει ενδιαφέρον γιά τους φω-
τογραμμέτρες. Είναι γνωστό ότι, γενικά, υπάρχουν πολλαπλές λύσεις γιά τους έξι βα-
θμούς ελευθερίας του εξωτερικού προσανατολισμού μιάς λήψης στο σύστημα αναφο-
ράς που ορίζει το τρίγωνο των γνωστών σημείων. Μολαταύτα, ο φωτογραμμέτρης αρ-
νήθηκε να δεχτεί ακόμα και την δυνατότητα ότι θα μπορούσαν να υπάρχουν περισσό-
τερες από μία λύσεις. Και τα δύο μέρη εγκατέλειψαν τον διάλογο εκνευρισμένα και δί-
χως κανένα αμοιβαίο όφελος”. 

Παρεμένοντας στο παράδειγμα, θα επεσήμανε κανείς ότι το πρόβλημα του εξωτερι-
κού προσανατολισμού μιάς λήψης (pose estimation στην ορολογία της Όρασης Υπο-
λογιστών) είναι όντως το θεμελιώδες μονοεικονικό πρόβλημα της Φωτογραμμετρίας. 
Όμως στην φωτογραμμετρική πρακτική – ιδίως δε στην τυποποιημένη γεωμετρία των 
από αέρα λήψεων – οι αυτονόητες προεγγιστικές τιμές των παραμέτρων είναι τόσο 
κοντά στις “αληθείς” ώστε η επίλυση συγκλίνει πάντοτε στην αναμενόμενη λύση. Με 
την έννοια αυτή, όλα τα εγχειρίδια Φωτογραμμετρίας (ενδεικτικά: Hallert, 1960, Wolf 
and DeWitt, 2000, Mikhail et al., 2001) διαβεβαιώνουν ότι το πρόβλημα απαιτεί του-
λάχιστον τρία φωτοσταθερά σημεία μη κείμενα επ’ ευθείας (ή επί συγκεκριμένων επι-
κίνδυνων γεωμετρικών τόπων). Αλλά στην Όραση Υπολογιστών, όπου η συνθετότη-
τα πολλών αλγορίθμων υπαγορεύει την ανάγκη για “ελάχιστες” λύσεις, δηλαδή με τον 
ελάχιστο αριθμό δεσμεύσεων (Förstner, 2002), και επιπλέον η θέση και ο προσανα-
τολισμός μιάς κινούμενης μηχανής είναι κατ’ αρχήν τυχαίοι (αδυναμία για αξιόπιστες 
αρχικές τιμές), το ερώτημα είναι όντως σημαντικό. Έτσι, στην Όραση Υπολογιστών 
αποδίδεται γενικά στους Fischler and Bolles (1981) ότι, πρώτοι αυτοί, απέδειξαν πως 
το πρόβλημα της ένταξης μιας δέσμης ακτίνων στο σύστημα του χώρου βάσει τριών 
γνωστών σημείων έχει, στην γενική περίπτωση, τέσσερις λύσεις. Στην πραγματικότη-
τα, ωστόσο, αυτή η πολλαπλότητα λύσεων είχε γίνει γνωστή στην Φωτογραμμετρία 
ήδη προ 100 περίπου ετών, έχοντας όμως εν τω μεταξύ επισκιαστεί από πολλές δε-
καετίες χαρτογραφικών εφαρμογών ρουτίνας, για τις οποίες αυτή η γνώση φαινόταν 
ουσιαστικά άχρηστη. Έτσι, νέα ερωτήματα οδήγησαν στην εκ νέου “ανακάλυψη” ε-
κείνου που ο Sebastian Finsterwalder, καταλήγοντας σε μια εξίσωση 4ου βαθμού, είχε 
πράγματι αποδείξει πολύ παλαιότερα (Finsterwalder, 1899). 

Αυτό το παράδειγμα είναι πολλαπλά χρήσιμο. Κατ’ αρχάς, αναφέρεται σε ένα τυπικά 
μονοεικονικό αλλά θεμελιώδες πρόβλημα, υποδηλώνοντας ότι ακόμα και η φαινομε-
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νικά απλή περίπτωση της μεμονωμένης εικόνας (single image) – που συνιστά το αν-
τικείμενο της παρούσας διατριβής – παραμένει πεδίο θεωρητικού, όσο και πρακτικού, 
ενδιαφέροντος. Παράλληλα, αναδεικνύει μια διπλή πρόκληση που η Όραση Υπολογι-
στών εκ των πραγμάτων απευθύνει στην Φωτογραμμετρία. Αφενός, να διευρύνει τα 
δυνατά πεδία εφαρμογής, άρα και την γενικότερη οπτική της. Αυτό λοιπόν αφορά την 
θεματολογία των εφαρμογών, η οποία όντως υπήρξε πολύ ευρύτερη κατά το πρώτο 
ήμισυ του 20ου αιώνα αλλά στην συνέχεια επικεντρώθηκε σε χαρτογραφικές εφαρμο-
γές, αφήνοντας έτσι από την δεκαετία του ’70 και έπειτα το πεδίο ελεύθερο στην Ό-
ραση Υπολογιστών (Leberl, 2001). Αφετέρου δε, να “ανακτήσει” προσεγγίσεις και ερ-
γαλεία από το θεωρητικό της οπλοστάσιο – οι οποίες αναπτύχθηκαν στα αρχικά χρό-
νια της εξέλιξής της και έκτοτε έχουν απωθηθεί – αλλά, τελικά, και από εννοιολογικά 
πλαίσια που προηγούνται ακόμα και της ίδιας της εμφάνισης της φωτογραφίας. Η α-
ναφορά είναι εδώ ειδικότερα στο εννοιολογικό πλαίσιο της προβολικής γεωμετρίας. 
 
• Η σημασία της προβολικής γεωμετρίας 

Πράγματι, η εκτεταμένη χρήση της προβολικής γεωμετρίας στην (γεωμετρική) Όραση 
Υπολογιστών συνιστά ένα από τα βασικά σημεία απόκλισης, ή και ασυνεννοησίας, 
μεταξύ των δύο επιστημονικών κοινοτήτων (όπως πχ. προκύπτει από τον εκτεταμένο 
φανταστικό διάλογο που παραθέτει ο Förstner, 2002). Πρέπει πάντως να πει κανείς 
εξαρχής ότι και από τον ίδιο τον χώρο της Όρασης Υπολογιστών ακούγονται κριτικές 
φωνές απέναντι σε μια ορισμένη τάση να “απολυτοποιείται” η χρήση της προβολικής 
γεωμετρίας. Έτσι, ο Horn (1999) υπογραμμίζει πως οι προβολικές μέθοδοι (παρά την 
κομψότητα του φορμαλισμού και τους γραμμικούς αλγορίθμους που επιτρέπουν) πα-
ρουσιάζουν και σημαντικά μειονεκτήματα συγκρινόμενες με τις προοπτικές μεθόδους: 
δεν μοντελοποιούν σωστά την φυσική διαδικασία σχηματισμού της εικόνας, απαιτούν 
περισσότερες αντιστοιχίες σημείων, είναι ευαίσθητες στον θόρυβο των μετρήσεων. 

Πρέπει όμως να αναγνωριστεί ότι η χρήση προβολικών μεθόδων δεν είναι απαραίτη-
τα μια θεωρητική επιλογή (ούτε η Όραση Υπολογιστών εξαντλείται σε αυτές), όσο κυ-
ρίως ένας μονόδρομος υπαγορευόμενος από νέες εφαρμογές που εισήγαγε η Όραση 
Υπολογιστών, οι οποίες σε μεγάλο βαθμό εξακολουθούν να παραμένουν ξένες προς 
την συμβατική Φωτογραμμετρία. Με τα λόγια του φωτογραμμέτρη Förstner (2000): 

“Οι διαδικασίες προσανατολισμού θεωρούνται κεντρικό αντικείμενο της Φωτογραμμε-
τρίας. Κατά την τελευταία δεκαετία το πρόβλημα προσδιορισμού του εσωτερικού και ε-
ξωτερικού προσανατολισμού μίας ή περισσότερων μηχανών έχει προσελκύσει μεγάλο 
ενδιαφέρον στην Όραση Υπολογιστών. Το πρόβλημα διατυπώθηκε πρόσφατα σε ένα 
προβολικό πλαίσιο για διάφορους λόγους: (1) συχνά η γεωμετρία των χρησιμοποιού-
μενων μηχανών δεν ήταν γνωστή ούτε μπορούσε να προσδιοριστεί – (2) συχνά δεν ή-
ταν διαθέσιμες προσεγγιστικές τιμές για τις παραμέτρους βαθμονόμησης και προσανα-
τολισμού – (3) συχνά η αυτοβαθμονόμηση αποδεικνυόταν ασταθής, ειδικά στις περι-
πτώσεις σειράς εικόνων (image sequences) ή μεταβαλλόμενης εστιακής απόστασης – 
(4) ειδικές δεσμεύσεις, πχ. επίπεδα αντικείμενα ή η συνεπιπεδότητα των προβολικών  
κέντρων, επέτρεπαν προσανανατολισμό και βαθμονόμηση με λιγότερες ομολογίες ση-
μείων – (5) η δημιουργία νέων εικόνων από υπάρχουσες αποδείχθηκε δυνατή χωρίς 
βαθμονόμηση – (6) η χρήση περισσότερων από δύο μηχανές με ίδιο εσωτερικό προ-
σανατολισμό αποδείχθηκε ότι επιτρέπει την αυτοβαθμονόμηση, μετά από προβολική 
ανακατασκευή (projective reconstruction) – (7) η επιπολική δέσμευση για στερεοζεύγη 
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αποδείχθηκε πως δεν ήταν επαρκής για τριάδες εικόνων σε περιπτώσεις με πρακτική 
σημασία – και τελευταίο αλλ’ όχι έσχατο: (8) οι διαδικασίες προσανατολισμού δεν εί-
χαν τεκμηριωθεί για μη φωτογραμμέτρες στην φωτογραμμετρική βιβλιογραφία”. 

Ή με τα λόγια ερευνητών από την Όραση Υπολογιστών (Hartley and Mundy, 1993): 

“Μια ακόμα διαφορά μεταξύ Όρασης Υπολογιστών και Φωτογραμμετρίας έγκειται στην 
έμφαση που δίνεται στις εφαρμογές της πρώτης σε ταχείες, κατά προτίμηση γραμμι-
κές, μεθόδους. Παρόμοιες τεχνικές θυσιάζουν ενίοτε κάποια ακρίβεια χάριν της ταχύ-
τητας. Αντίθετα, η Φωτογραμμετρία δίνει έμφαση στις δοκιμασμένες ελαχιστοτετραγω-
νικές τεχνικές που, μολονότι αργές, συνήθως αποδίδουν βέλτιστα αποτελέσματα. Η α-
νάγκη γιά ταχύτητα στις εφαρμογές της Όρασης Υπολογιστών πηγάζει από την ανά-
γκη να ελέγχονται μεγάλο πλήθος υποθέσεων συχνά σε πραγματικό χρόνο. Στην πλο-
ήγηση ρομπότ, γιά παράδειγμα, η θέση του πρέπει συνεχώς να υπολογίζεται από την 
εικόνα της περιβάλλουσας σκηνής που αυτό παίρνει. Συνήθως δεν απαιτείται υψηλό-
τατη ακρίβεια. Επιπλέον, σε αυτές τις εφαρμογές είναι συχνά αδύνατον να υποτεθούν 
a priori πληροφορίες για της παραμέτρους της μηχανής, ιδίως του εξωτερικού προσα-
νατολισμού της. Για τον λόγο αυτό, η Όραση Υπολογιστών έχει δώσει έμφαση στην α-
νάπτυξη αλγορίθμων που δεν αποιτούν γνώση για την θέση της μηχανής”. 

Πράγματι, λοιπόν, δεν είναι τόσο θέμα θεωρητικής επιλογής όσο κυρίως ανελαστικών 
αναγκών που προέρχονται από την διεύρυνση του πεδίου εφαρμογών. 

Γιά αντίστοιχους όμως λόγους, η χρήση της προβολικής γεωμετρίας δεν περιορίζεται 
στα θέματα προσανατολισμών που προαναφέρθηκαν, αλλά αφορά και τα θέματα της 
3D και 2D ανακατασκευής. Στην συμβατική Φωτογραμμετρία το ζητούμενο είναι σα-
φές: η μετρική (ευκλείδεια) ανακατασκευή του αντικειμένου. ∆εν συμβαίνει όμως κατ’ 
ανάγκην το ίδιο στην Όραση Υπολογιστών, όπου ο Faugeras (1995) έχει διατυπώσει 
την σημαντική έννοια της “επαλληλίας” (stratification) ή “επάλληλης ανακατασκευής” 
(stratified reconstruction). Η έννοια αυτή της “ επάλληλης ανακατασκευής ” (βλ. ενδει-
κτικά και Criminisi et al., 2000, Liebowitz, 2001) αναφέρεται σε μια διαδοχή ιεραρχη-
μένων ανακατασκευών του 3D χώρου: αρχικά προβολική (αποκατάσταση διπλού λό-
γου), κατόπιν αφινική (αποκατάσταση σχετικών αποστάσεων ανά διεύθυνση, παραλ-
ληλίας), εν συνεχεία μετρική (αποκατάσταση γωνιών, σχετικών αποστάσεων) και τε-
λικά ευκλείδεια (αποκατάσταση κλίμακας). Ο Faugeras (1995) επισημαίνει επ’ αυτού: 

“Συνήθως σκεπτόμαστε τον φυσικό χώρο ως ενταγμένο σε έναν 3D ευκλείδειο χώρο, 
όπου η μέτρηση αποστάσεων και γωνιών πράγματι έχει νόημα. Προκύπτει όμως ότι 
για τα τεχνητά συστήματα, όπως τα ρομπότ, αυτή δεν είναι υποχρεωτική αντιμετώπιση 
και ότι ορισμένες φορές αρκεί να σκεφτόμαστε τον φυσικό χώρο ως ενταγμένο σε έναν 
αφινικό ή ακόμα και προβολικό χώρο”. 

Η οπτική αυτή μοιάζει μάλλον αδιανόητη στο πλαίσιο της τρέχουσας φωτογραμμετρι-
κής αντίληψης. Πρέπει όμως να λάβει κανείς υπόψη του δύο πράγματα. Πρώτον, ότι 
και αυτή η λογική (όπως έδειξαν οι Kalisperakis et al., 2006) κάθε άλλο παρά νέα εί-
ναι στην θεωρητική κληρονομιά της Φωτογραμμετρίας – τουλάχιστον από την εποχή 
και πάλι του Finsterwalder (1899), ο οποίος είχε τεκμηριώσει την έννοια της προβολι-
κής ανακατασκευής από μη βαθμονομημένες λήψεις. Και δεύτερον, ότι όντως υπάρ-
χουν ενδιαφέρουσες πρακτικές εφαρμογές που είναι εφικτό να αντιμετωπιστούν στον 
χώρο της “λιγότερο δομημένης και άρα απλούστερης” προβολικής γεωμετρίας (Polle-
feys, 2002), ανάλογα με τις γεωμετρικές ιδιότητες του εκάστοτε “στρώματος” της ανα-

 13



κατασκευής. Μια προβολική ανακατασκευή, για παράδειγμα, επιτρέπει να διαπιστω-
θεί εάν κάποια επίπεδα του χώρου είναι παράλληλα (συντρέχουν στην ευθεία φυγής 
της διεύθυνσης), εάν ένα αντικείμενο βρίσκεται μπροστά από κάποιο άλλο κ.λπ. Από 
την άλλη μεριά, εάν σε μιά 3D προβολική ανακατασκευή είναι γνωστό το επ’ άπειρον 
επίπεδο (ή σε μιά 2D απεικόνιση είναι γνωστή η επ’ άπειρον ευθεία), η προβολική α-
νακατασκευή αναβαθμίζεται σε αφινική. Το 5ο Κεφάλαιο της παρούσας διατριβής εί-
ναι ακριβώς αφιερωμένο στην αφινική ανακατασκευή επιπέδου και την αντιμετώπιση, 
βάσει της ελάχιστης δυνατής εξωτερικής πληροφορίας, ενός αμιγώς μετρητικού προ-
βλήματος με πραγματοποίηση (ευκλείδειων) 1D μετρήσεων σε μεμονωμένες εικόνες. 
 
•  Φωτογραμμετρία και προβολική γεωμετρία 

Από τα προηγηθέντα προκύπτει κατ’ αρχάς ότι υπάρχει ανάγκη για μια πιο συστημα-
τική προσέγγιση Φωτογραμμετρίας και Όρασης Υπολογιστών, έστω και αν – προς το 
παρόν τουλάχιστον – κάθε χώρος διατηρεί κατά βάση τα αποκλειστικά χαρακτηριστι-
κά του. Αυτό ισχύει κατ’ αρχάς για την Όραση Υπολογιστών. Οι ερευνητές του χώρου 
οφείλουν να λάβουν υπόψη επισημάνσεις όπως η προαναφερθείσα του Horn (1999), 
αλλά και την παρατήρηση των Hartley and Mundy (1993) ότι έχει σημασία να κατανο-
ήσουν και να υιοθετήσουν τους υπάρχοντες φωτογραμμετρικούς αλγορίθμους. Γιατί 
όντως, όπως σημειώνει ο Förstner (2002), στην βιβλιογραφία της (γεωμετρικής) Όρα-
σης Υπολογιστών κατά κανόνα εμφανίζονται μάλλον τυπικές αναφορές στην Φωτο-
γραμμετρία, και κυρίως στο Manual of Photogrammetry του 1980 (δηλαδή σε κείμενο 
προ ψηφιακής εποχής). Ακόμη, έχει ήδη επισημανθεί στα προηγούμενα ότι παρουσι-
άζεται κάποια άγνοια σχετικά με την – ιστορικά τουλάχιστον – κατακτημένη γνώση 
της φωτογραμμετρικής θεωρίας, συνεπώς και την γενικότερη σημασία που έχει η φω-
τογραμμετρική προσέγγιση και πρακτική για την Όραση Υπολογιστών. 

Πιο σημαντικό όμως, στο πλαίσιο της παρούσας διατριβής, είναι να υπογραμμιστεί η 
ανάγκη να εμπλουτιστεί η προβληματική της ίδιας της Φωτογραμμετρίας. Αυτό έχει 
δύο, κατά βάση αλληλένδετες, όψεις: αφορά τόσο το πεδίο των εφαρμογών όσο και 
την θεωρητική έρευνα. Όμως αυτά δεν συμβαδίζουν απόλυτα. Γιατί εκείνο που φαίνε-
ται να έχει κατακτηθεί στον χώρο της Όρασης των Υπολογιστών, όμως όχι ακόμα και 
στην Φωτογραμμετρία, είναι ότι μια θεωρητική διερεύνηση έχει αξία από μόνη της:  

– Γιατί χρησιμοποιείτε μη βαθμονομημένες μηχανές; 
– Αρχίζουμε με την γενικότερη περίπτωση: ας υποθέσουμε ότι παίρνουμε μια ή δύο ει-
κόνες, τι μπορούμε να πούμε για τον χώρο του αντικειμένου;  

Ωστόσο αυτή η απάντηση (Förstner, 2002) δεν νοείται ως απλή “πνευματική άσκηση” 
αλλά, τελικά, ως μια προετοιμασία για νέες εφαρμογές. Γιατί η πείρα έχει δείξει ότι, 
στην σημερινή ψηφιακή εποχή των ραγδαίων εξελίξεων, δεν είναι μόνο οι υπαρκτές 
εφαρμογές που καλούν για νέες θεωρητικές προσεγγίσεις αλλά και αντίστροφα: η θε-
ωρητική εμβάθυνση αναδεικνύει δυνατότητες για νέες εφαρμογές. Ποιός φωτογραμ-
μέτρης, για παράδειγμα, θα πίστευε πριν από λίγα χρόνια πως είναι πράγματι κατ’ 
αρχήν δυνατό να κινείται απλώς κανείς με μια βιντεοκάμερα στο χέρι και, χωρίς κανέ-
να απολύτως άλλο δεδομένο πέρα από τις ίδιες τις εικόνες, να ανακατασκευάζει αυ-
τόματα το μοντέλο του 3D χώρου (πχ. Pollefeys and van Gool, 2002, Pollefeys et al., 
2004); Και με αυτή την έννοια η “επιστροφή” σε φωτογραμμέτρες (και σε μαθηματι-
κούς) του παρελθόντος, που επισημάνθηκε στα προηγούμενα, είναι κάτι πολύ περισ-

 14



σότερο από απλή θεωρητική περιέργεια. 

Θα πρέπει πάντως να αναγνωριστεί ότι ήδη από ορισμένες πλευρές υιοθετείται στην 
Φωτογραμμετρία μια διαφοροποιημένη σκοπιά. Έτσι, η πρόσφατη 5η έκδοση του Ma-
nual of Photogrammetry (McGlone, 2004) επανεισάγει σε μεγάλη έκταση έννοιες της 
προβολικής γεωμετρίας, φθάνοντας μάλιστα στο σημείο να ορίζει κάποια θεμελιώδη 
φωτογραμμετρικά προβλήματα σε αυτό το εννοιολογικό πλαίσιο. Κάτι τέτοιο είναι μεν 
ευπρόσδεκτο, ενέχει όμως και κινδύνους σοβαρών παρεξηγήσεων. Τα βασικά φωτο-
γραμμετρικά εγχειρίδια (πχ. Wolf & DeWitt, 2000, Mikhail et al., 2001), για παράδει-
γμα, ορίζουν τυπικά το πρόβλημα του σχετικού προσανατολισμού στερεοζεύγους ως 
την εύρεση των 5 παραμέτρων που ορίζουν την σχετική θέση δύο – ήδη σχηματισμέ-
νων – δεσμών ακτίνων, η οποία αποτελεί προϋπόθεση για τον προσδιορισμό των ε-
πιπολικών γραμμών και επιτρέπει την 3D ανακατασκευή του μοντέλου. Προφανώς, ο 
εσωτερικός προσανατολισμός των εικόνων αποτελεί, σε αυτό το πλαίσιο, αναγκαία a 
priori πληροφορία. Αντίθετα, η προαναφερθείσα νέα έκδοση – αξιοποιώντας τις προ 
150 ετών θεωρητικές επεξεργασίες του M. Chasles – ορίζει ότι “ο σχετικός προσανα-
τολισμός δύο μη βαθμονομημένων μηχανών που διατηρούν τις ευθείες (straight-line-
preserving cameras) χαρακτηρίζεται από 7 ανεξάρτητες παραμέτρους. Μέσω αυτών, 
το αντικείμενο είναι δυνατόν να ανακατασκευαστεί προβολικά” (McGlone, 2004). Σα-
φώς, ο όρος “σχετικός προσανατολισμός” έχει εδώ μια έννοια (γνωστή στον Finster-
walder, 1899) πολύ γενικότερη της συμβατικής αφού δεν ορίζεται μονοσήμαντα ούτε 
η θέση των δεσμών στον χώρο αλλά ούτε καν οι ίδιες οι δέσμες: στην ουσία σημαίνει 
εύρεση των επιπολικών γραμμών, δηλαδή αποκατάσταση της 2D επιπολικής γεωμε-
τρίας μέσω του “επιπολικού πίνακα” (fundamental matrix). Η Φωτογραμμετρία έχει 
λοιπόν ανάγκη να “γεφυρώσει” τις δύο διαφορετικές προσεγγίσεις, εν προκειμένω της 
2D επιπολικής γεωμετρίας (προβολική γεωμετρία) και της 3D επιπολικής γεωμετρίας 
(ευκλείδεια). Ας σημειωθεί ότι το συγκεκριμένο ζήτημα το αντιμετωπίζει ο Η. Καλη-
σπεράκης στην υπό εκπόνηση διδακτορική διατριβή του, όπου μεταξύ άλλων δίδεται 
μια ευκλείδεια ερμηνεία της 2D επιπολικής γεωμετρίας (Kalisperakis et al., 2006). 
 
 
Αντικείμενο και στόχος της διατριβής 

Στο πλαίσιο που σκιαγραφήθηκε στα προηγούμενα, αντικείμενο της διατριβής είναι η 
γεωμετρία της μεμονωμένης εικόνας (single image geometry). Στην συμβατική φωτο-
γραμμετρική πρακτική, η μεμονωμένη εικόνα έχει δύο κυρίως χρήσεις: την βαθμονό-
μηση μηχανής βάσει πεδίου ελέγχου και την αναγωγή επίπεδων αντικειμένων βάσει 
φωτοσταθερών σημείων, ή γενικότερα την απόδοση εφόσον η γεωμετρία του αντικει-
μένου είναι γνωστή, για παράδειγμα από ένα ψηφιακό μοντέλο αναγλύφου (βλ. ενδει-
κτικά, Γραμματικόπουλος, 1999). Όμως η πλούσια πρόσφατη βιβλιογραφία της Όρα-
σης Υπολογιστών – της οποίας αναγκαστικά μέρος μόνο περιλαμβάνει η Βιβλιογρα-
φία της διατριβής – έχει αναδείξει και άλλες δυνατότητες για την αξιοποίηση της γεω-
μετρικής πληροφορίας που είναι εγγεγραμμένη σε μια εικόνα. Στόχος της διατριβής 
ήταν, έτσι, να διερευνήσει περαιτέρω τέτοιες δυνατότητες που – αν και πολύ χρήσι-
μες – παραμένουν εν πολλοίς ανεκμετάλλευτες αν όχι και άγνωστες στην Φωτογραμ-
μετρία. Βασικό στοιχείο της προσέγγισης είναι ότι δεν προϋποτίθεται χρήση εξωτερι-
κού (γεωδαιτικού) ελέγχου. Είναι βέβαια σαφές ότι η μεμονωμένη εικόνα δεν είναι σε 
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θέση να παρέχει γεωμετρική πληροφορία εάν απεικονίζει αντικείμενα τυχαίας μορφο-
λογίας. Προϋπόθεση, λοιπόν, για την παρούσα διατριβή είναι πως οι απεικονιζόμενες 
σκηνές μπορούν να θεωρηθούν “δομημένες”, όπως εκείνες που συναντώνται σε αν-
θρωπογενή περιβάλλοντα, και συνεπώς είναι δυνατόν να γίνουν βάσιμες υποθέσεις 
σχετικά με την γεωμετρική δομή τους. 

Η έρευνα δεν αποσκοπούσε εδώ, κατ’ αρχήν, στην αντιμετώπιση κάποιου συγκεκρι-
μένου προβλήματος όσο σε μια βαθύτερη διερεύνηση της “εσωτερικής λογικής” της 
βασικής οντότητας που αξιοποιεί η Φωτογραμμετρία (της μεμονωμένης εικόνας). Φυ-
σικά, η σχετική θεωρητική γνώση αφορά πλήθος εφαρμογές σε μετρητικά προβλήμα-
τα, τα οποία καλύπτουν ένα ευρύτατο φάσμα – από αμιγώς φωτογραμμετρικά, όπως 
είναι η βαθμονόμηση της μηχανής, έως συγκεκριμένες πρακτικές εφαρμογές (λόγου 
χάρη στην τεκμηρίωση της πολιτιστικής κληρονομιάς, την μελέτη της κυκλοφορίας, 
την εγκληματολογία ή την αυτόματη πλοήγηση και την ρομποτική). Βέβαια, η διατριβή 
προφανώς περιλαμβάνει και πρακτικές εφαρμογές. 

Ειδικότερα, στόχος της διατριβής ήταν η εξαγωγή γεωμετρικής πληροφορίας από με-
μονωμένες εικόνες, κυρίως εσωτερικής (γεωμετρία της μηχανής) αλλά και εξωτερικής 
(ανακατασκευή). Όσον αφορά το πρώτο, η βαθμονόμηση μηχανής συνιστά κεντρικό 
πρόβλημα της Φωτογραμμετρίας όσο και της Όρασης Υπολογιστών, πολύ δε περισ-
σότερο που η ευρύτατη πλέον χρήση κοινών ψηφιακών μηχανών χαμηλού κόστους, 
με δυνατότητες μάλιστα αυτόματης εστίασης και zoom, φέρνει εκ νέου σήμερα στο 
προσκήνιο την ανάγκη για αυτόνομες μεθόδους βαθμονόμησης και για “φρέσκια μα-
τιά” στα σχετικά θέματα (Grün and Huang, 2001, Remondino and Fraser, 2006). Αξι-
οποιώντας σημεία φυγής κάθετων διευθύνσεων του χώρου, η διατριβή αναπτύσσει 
και ελέγχει αλγορίθμους για τον προσδιορισμό της γεωμετρίας μηχανών. Αυτοί βασί-
ζονται, μεταξύ άλλων, στην διατύπωση ενός γεωμετρικού τόπου για το σημείο λήψης 
και ενσωμάτωσή του σε έναν αμιγή αλγόριθμο βαθμονόμησης, ο οποίος δηλαδή δεν 
εμπλέκει καθόλου τα στοιχεία του εξωτερικού προσανατολισμού της εικόνας. Ταυτό-
χρονα, στόχος ήταν η όλη διαδικασία βαθμονόμησης να είναι πλήρως αυτόματη. Με 
τον αλγόριθμο αυτό είναι επίσης δυνατή η βαθμονόμηση μηχανής με τον συνδυασμό 
εικόνων με ελλιπή πληροφορία (μόνο δύο σημεία φυγής). 

Επιλογή, ακόμα, της διατριβής ήταν να μελετήσει από φωτογραμμετρική σκοπιά (η ει-
κόνα ως προοπτική απεικόνιση – κεντρική προβολή) ένα θέμα που ερευνάται κυρίως 
στο πνεύμα της γεωμετρικής Όρασης Υπολογιστών (η εικόνα ως 3D–2D ή και 2D–2D 
προβολική απεικόνιση) και άρα η σχετική βιβλιογραφία προέρχεται κατά βάση από ε-
κείνο τον χώρο. Στο πνεύμα όσων έχουν αναφερθεί σε προηγούμενες ενότητες, ένας 
παράλληλος στόχος της διατριβής ήταν, έτσι, αφενός μεν να εκτίθεται και η αντίστοι-
χη προβολική θεωρία, αφετέρου δε να αποδεικνύεται η ισοδυναμία των γεωμετρικών 
ερμηνειών και των σχετικών αλγορίθμων της διατριβής με αντίστοιχες μεθόδους από 
την Όραση Υπολογιστών, όπως είναι η βαθμονόμηση μέσω της “εικόνας της απόλυ-
της κωνικής” (image of the absolute conic) ή η βαθμονόμηση μέσω επιπέδων (plane-
based calibration). Αντίστροφα, αυτό μπορεί να ειδωθεί και ως μια ευκλείδεια ερμη-
νεία προβολικών μεθόδων. 

Το τελευταίο Κεφάλαιο της διατριβής, αντίθετα, υιοθετεί πλήρως την προβολική λογι-
κή σε ένα πρόβλημα που δεν είναι, κατ’ αρχήν, αντιμετωπίσιμο στον ευκλείδειο χώ-
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ρο, εκείνο της 2D αφινικής ανακατασκευής. ∆είχνεται έτσι ότι, υπό προϋποθέσεις και 
για συγκεκριμένα προβλήματα, είναι πράγματι δυνατόν να πραγματοποιηθούν ακρι-
βείς μετρήσεις και εκτός πλαισίου κεντρικής προβολής. Ένας τελευταίος, λοιπόν, στό-
χος της διατριβής ήταν να δείξει με αυτό το παράδειγμα ότι όσο προβληματική μπο-
ρεί να είναι η προκατάληψη υπέρ της χρήσης της προβολικής γεωμετρίας, άλλο τόσο 
επιζήμια μπορεί να αποβεί η παραγνώριση του ότι οι δύο γεωμετρικές προσεγγίσεις 
τελικά δεν είναι απολύτως ισοδύναμες, και ότι συνεπώς η προβολική γεωμετρία έχει 
να συνεισφέρει όχι μόνο θεωρητικές προσεγγίσεις αλλά και συγκεκριμένες πρακτικές 
λύσεις στην Φωτογραμμετρία. 
 
 
Διάρθρωση της διατριβής 

Το εισαγωγικό Κεφάλαιο 1 παρουσιάζει ορισμένες ιδιότητες του προβολικού χώρου 
(κυρίως του δισδιάστατου), οι οποίες αξιοποιούνται κατά βάση στην γεωμετρική Όρα-
ση Υπολογιστών αλλά αφορούν άμεσα και την Φωτογραμμετρία, και αποτελούν απα-
ραίτητο υπόβαθρο γιά τα επόμενα κεφάλαια της διατριβής. 

Το Κεφάλαιο 2 μελετά την βασική γεωμετρία εικόνων με τρία σημεία φυγής ορθογώ-
νιων διευθύνσεων του χώρου. Μετά από μια εκτενή αναφορά σε μεθόδους βαθμονό-
μησης μηχανής βάσει τριών σημείων φυγής που έχουν διατυπωθεί στην Φωτογραμ-
μετρία όσο και την Όραση Υπολογιστών, περιγράφεται η μέθοδος βαθμονόμησης κα-
τά Gracie, η οποία αποτελεί την πρώτη προσπάθεια να μοντελοποιηθεί μαθηματικά η 
γεωμετρική σχέση ανάμεσα στα τρία σημεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων και τις 
παραμέτρους εσωτερικού προσανατολισμού της μηχανής. Στην συνέχεια, αναλύεται 
και αναπαριστάται ο γεωμετρικός τόπος του προβολικού κέντρου της εικόνας, όπως 
αυτό δεσμεύεται από δεδομένο πίνακα ομογραφίας (αναγωγής) μεταξύ επιπέδου του 
χώρου και απεικόνισής του, καθώς και η σχέση που συνδέει την ομογραφία με την 
θέση των σημείων φυγής. Τέλος, διατυπώνονται και συγκρίνονται πειραματικά (με 
την μέθοδο της δέσμης) τρείς εναλλακτικοί αλγόριθμοι βαθμονόμησης μηχανής από 
σημεία φυγής, ενώ μελετάται και η περίπτωση να προσδιορίζονται οι συντελεστές της 
ακτινικής διαστροφής του φακού ταυτόχρονα με την εκτίμηση των βασικών εσωτερι-
κών παραμέτρων της μηχανής. 

Το επόμενο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζει τις βασικές γεωμετρικές ιδιότητες και διατυπώ-
νει τις εξισώσεις που συνδέουν τις παραμέτρους εσωτερικού προσανατολισμού μιας 
εικόνας με τα σημεία φυγής δύο μεταξύ τους κάθετων διευθύνσεων του χώρου. Εδώ 
εισάγεται η έννοια της “σφαίρας βαθμονόμησης”, η οποία αποτελεί την βασική (γεω-
μετρική και αναλυτική) έκφραση αυτής της σχέσης, και συγκρίνεται με αντίστοιχες εκ-
φράσεις της προβολικής γεωμετρίας που εφαρμόζονται τα τελευταία χρόνια στον χώ-
ρο της Όρασης Υπολογιστών. Τέλος, αναπτύσσεται και αξιολογείται πειραματικά αλ-
γόριθμος βαθμονόμησης, ο οποίος επιτρέπει να συνδυάζει κανείς διαφορετικές εικό-
νες από την ίδια μηχανή που απεικονίζουν δύο ορθογώνιες διευθύνσεις του χώρου. 
 
Στο Κεφάλαιο 4 αναπτύσσεται αλγόριθμος για την αυτόματη βαθμονόμηση μηχανής 
από μία εικόνα με τουλάχιστον τρία σημεία φυγής αμοιβαίως κάθετων διευθύνσεων ή 
και από περισσότερες ανεξάρτητες εικόνες με τουλάχιστον ένα ζεύγος σημείων φυ-
γής κάθετων διευθύνσεων. Η μέθοδος στηρίζεται στον πλήρως αυτόματο εντοπισμό 
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σημείων φυγής σε μία ή και περισσότερες εικόνες μέσω ενός νέου αλγόριθμου, και 
την ταυτόχρονη ελαχιστοτετραγωνική συνόρθωση των παρατηρήσεων από όλες τις 
εικόνες μέσω εξισώσεων παρεμβολής ευθείας και “σφαιρών βαθμονόμησης”. Αναλύ-
ονται, τέλος, τα αποτελέσματα της αυτόματης βαθμονόμησης από πραγματικά δεδο-
μένα και συγκρίνονται με εκείνα από την μέθοδο της συνόρθωσης δέσμης. 
 
Τέλος, το Κεφάλαιο 5 αρχίζει με αναφορά στην μέθοδο προβολικής αναγωγής της 
εικόνας επίπεδου αντικειμένου από δύο σημεία φυγής κάθετων διευθύνσεων του χώ-
ρου. Στην συνέχεια αναπτύσσεται η γεωμετρία και οι εξισώσεις που επιτρέπουν αφι-
νική επανασύσταση της εικόνας μέσω ενός μοναδικού σημείου φυγής, υπό την πα-
ραδοχή συγκεκριμένων γεωμετριών λήψης οι οποίες περιλαμβάνουν τις περιπτώσεις 
εικόνων μετωπικών, πλάγιων με οριζόντια ευθεία φυγής και πλάγιων με τυχαία γεω-
μετρία λήψης. Η μέθοδος εφαρμόζεται εδώ και αξιολογείται στην μέτρηση της ταχύτη-
τας οχημάτων από διαδοχικές εικόνες ψηφιακών λήψεων βίντεο. Μοναδική εξωτερική 
πληροφορία είναι ένα γνωστό μήκος στην διεύθυνση του άξονα του δρόμου. Παράλ-
ληλα, περιγράφεται ένας αλγόριθμος για τον πλήρως αυτόματο εντοπισμό και παρα-
κολούθηση κινούμενων οχημάτων σε αφινικά ανηγμένες εικόνες με στόχο τον υπολο-
γισμό της ταχύτητάς τους. Τα αποτελέσματα των αυτόματων μετρήσεων αξιολογούν-
ται σε σχέση με τα αντίστοιχα από χειρωνακτικές μετρήσεις σε εικόνες προβολικά α-
νηγμένες μέσω φωτοσταθερών. Τέλος, ο αλγόριθμος επεκτείνεται ώστε να συμπερι-
λάβει αυτόματες τεχνικές για την ανίχνευση της σκιάς κινούμενων αντικειμένων. 

Το κείμενο της διατριβής ολοκληρώνει το κεφάλαιο Συμπεράσματα και Προοπτικές. 
Εκεί συγκεντρώνονται τα συμπεράσματα που μπορούν να εξαχθούν από όσα έχουν 
αναφερθεί στα προηγούμενα κεφάλαια. Ακόμα, επισημαίνονται πλευρές του θέματος 
που είναι άξιες περαιτέρω μελέτης. Οι επιστημονικές εργασίες που έχουν αναφερθεί 
στο κείμενο της διατριβής τεκμηριώνονται αναλυτικά στην Βιβλιογραφία. 
 
 



 19

Κεφάλαιο 1 

Στοιχεία προβολικής γεωµετρίας 
 
 
 
Στο εισαγωγικό αυτό κεφάλαιο συγκεντρώνονται ορισµένες ιδιότητες κυρίως του 2D 
προβολικού χώρου, οι οποίες χρησιµοποιούνται κατά βάση στην γεωµετρική Όρα-
ση Υπολογιστών αλλά αφορούν άµεσα και την Φωτογραµµετρία, και αποτελούν α-
παραίτητο υπόβαθρο γιά τα επόµενα κεφάλαια της διατριβής. 

 
 
 
 
Εισαγωγικά 

Η προβολική γεωµετρία συνιστά µία µη µετρική µορφή γεωµετρίας και ασχολείται κα-
τά βάση µε τις ιδιότητες γεωµετρικών σχηµάτων υπό προβολή. Αρχικά αναπτύχθηκε 
από τον G. Desargues (1591-1661) ως εναλλακτικός τρόπος γιά την κατασκευή προ-
οπτικών σχεδίων και εξελίχθηκε στον χώρο των µαθηµατικών από τον J. V. Poncelet 
τον 19ο αιώνα (http://en.wikipedia.org/wiki/Projective_geometry). Η έννοια µη µετρική 
γεωµετρία, σε αντίθεση µε την Ευκλείδεια, έγκειται στο ότι κατά την κεντρική προβολή 
γεωµετρικών σχηµάτων δεν διατηρούνται µεγέθη όπως τα µήκη πλευρών και οι γω-
νίες µεταξύ πλευρών. Αντίστοιχα, ευθείες παράλληλες (µη τεµνόµενες) προβάλλονται 
ως συγκλίνουσες σε συγκεκριµένο σηµείο (σηµείο φυγής). Η προβολική γεωµετρία 
µπορεί, κατά µία έννοια, να θεωρηθεί ως προέκταση της ευκλείδειας εάν η διεύθυνση 
ευθείας θεωρηθεί ως ένα πρόσθετο σηµείο της, οπότε όλες οι διευθύνσεις που αντι-
στοιχούν σε συνεπίπεδες ευθείες σχηµατίζουν µια νέα ευθεία. Συνεπώς, δύο παράλ-
ληλες ευθείες θα τέµνονται επί του ορίζοντα (στο σηµείο του απείρου), δεδοµένου ότι 
έχουν την ίδια διεύθυνση.  

 Η προβολική γεωµετρία αποτελεί βασικό εργαλείο γιά την µοντελοποίηση και α-
νάλυση προβληµάτων που σχετίζονται µε προβολές (πχ. κεντρική προβολή που πα-
ράγεται από φωτογραφική µηχανή). Η χρήση των προβολικών ιδιοτήτων έχει σηµαν-
τικά πλεονεκτήµατα, µεταξύ των οποίων συγκαταλέγεται το γεγονός ότι σηµεία του α-
πείρου σε έναν προβολικό χώρο είναι δυνατόν να αντιµετωπίζονται µε τον ίδιο τρόπο 
όπως και τα υπόλοιπα σηµεία, δηλαδή χωρίς ανάγκη για περιορισµούς και διερεύνη-
ση ειδικών περιπτώσεων. Έτσι η προβολική γεωµετρία συµπεριλαµβάνει µεγαλύτερο 
πλήθος µετασχηµατισµών (προβολικό και αφινικό) από την ευκλείδεια, οι οποίοι είναι 
χρήσιµοι για να περιγραφεί πληρέστερα η διαδικασία απεικόνισης σχηµάτων µέσω 
φωτογραφικής µηχανής. Επίσης, σε αυτήν δεν γίνεται διάκριση σηµείων και ευθειών, 
µε αποτέλεσµα οι τελευταίες να χρησιµοποιούνται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο. 

 Ορισµένα θεµελιώδη αξιώµατα της προβολικής γεωµετρίας είναι τα ακόλουθα:  
• Κάθε ευθεία του επιπέδου θεωρείται πως περιλαµβάνει τουλάχιστον τρία 

σηµεία, όπου το τρίτο σηµείο είναι η διεύθυνσή της, 
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• ∆ύο διακριτά σηµεία του επιπέδου ανήκουν σε µία και µόνο ευθεία 
• ∆ύο τυχαίες ευθείες επιπέδου έχουν τουλάχιστον ένα κοινό σηµείο. 

Στην ενότητα αυτή περιγράφονται βασικές έννοιες της προβολικής γεωµετρίας και α-
ναπτύσσονται αναλυτικά οι δυνατοί µετασχηµατισµοί του 2D όσο και του 3D προβο-
λικού χώρου. Βασική πηγή αποτέλεσαν το βιβλίο των Hartley and Zisserman (2000) 
και οι διδακτορικές διατριβές των Liebowitz (2001) και Criminisi (2001) από το Visual 
Geometry Group (Πανεπιστήµιο Οξφόρδης). Για περισσότερες πληροφορίες όσον α-
φορά έννοιες, ιδιότητες και µετασχηµατισµούς στην προβολική γεωµετρία, µπορεί κα-
νείς να ανατρέξει στο βιβλίο αναφοράς των Semple and Kneebone (1952). 
 
 
1.1  Το δισδιάστατο προβολικό επίπεδο 

Ως γνωστόν, ένα σηµείο επί επιπέδου περιγράφεται στον δισδιάστατο ευκλείδειο χώ-
ρο R2 από ζεύγος συντεταγµένων (x, y). Έτσι, έχει καθιερωθεί να συµβολίζεται το ε-
πίπεδο µε R2. Συνεπώς, αν θεωρηθεί ο R2 ως διανυσµατικός χώρος, τότε ένα σηµείο 
(x, y) αποτελεί διάνυσµά του. Στην συνέχεια θα γίνει αναφορά στον συµβολισµό γεω-
µετρικών οντοτήτων, όπως σηµεία και ευθείες, µέσω οµογενών συντεταγµένων.  
 
 
1.1.1  Οµογενείς συντεταγµένες σηµείων και ευθειών  

Είναι γνωστό πως µία ευθεία του επιπέδου είναι δυνατόν να περιγραφεί από την εξί-
σωση ax + by + c = 0. ∆ιαφορετικές επιλογές των α, b και c αντιπροσωπεύουν διαφο-
ρετικές ευθείες. Έτσι, η ευθεία µπορεί να αναπαρασταθεί από το διάνυσµα (α, b, c)T. 
Παρατηρείται όµως ότι δεν υπάρχει µονοσήµαντη αντιστοιχία µεταξύ των ευθειών και 
διανυσµάτων (a, b, c)T, αφού οι ευθείες ax + by + c = 0 και (ka)x + (kb)y + (kc) = 0 εί-
ναι ίδιες για κάθε µη µηδενική σταθερά k. Έτσι, τα διανύσµατα (α, b, c)T και k(a, b, c)T 
θεωρούνται ισοδύναµα αφού περιγράφουν την ίδια ευθεία και καλούνται οµογενή δια-
νύσµατα. Το σύνολο των οµογενών διανυσµάτων του R3, εξαιρούµενου του διανύ-
σµατος (0, 0, 0)Τ το οποίο δεν αντιστοιχεί σε κάποια ευθεία, σχηµατίζει τον προβολικό 
χώρο P2. 

 Ένα σηµείο x = (x, y)T κείται επ’ ευθείας l = (α, b, c)T µόνο εάν αx + by + c = 0. Η 
εξίσωση αυτή είναι δυνατόν να γραφεί ως το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων 
(x, y, 1)T ⋅ (α, b, c)T = (x, y, 1) ⋅ l = 0. Συνεπώς, το σηµείο (x, y)T του R2 αναπαριστάται 
από ένα διάνυσµα τριών συντεταγµένων µε την µονάδα ως τελευταία συντεταγµένη. 
Όπως και µε τις ευθείες, το σύνολο των διανυσµάτων (kx, ky, k)T για διαφορετικές τι-
µές της σταθεράς k αποτελεί την οµογενή περιγραφή του σηµείου (x, y)T του R2. Κατά 
συνέπεια, ένα οµογενές διάνυσµα της µορφής x = (x1, x2, x3)T αντιστοιχεί στο σηµείο 
x = (x1 / x3, x2 / x3)T στο R2. Τα σηµεία ως οµογενή διανύσµατα αποτελούν επίσης στοι-
χεία του P2. Συµπερασµατικά, ένα σηµείο x ανήκει σε µία ευθεία l εάν το εσωτερικό 
τους γινόµενο ισούται µε µηδέν, δηλαδή ισχύει η ακόλουθη εξίσωση: 
 

T 0⋅ =lx  (1.1)
 
Επίσης, το σηµείο τοµής x δύο ευθειών l = (α, b, c)T και l′ = (α′, b′, c′)T δίδεται από το 



 21

εξωτερικό τους γινόµενο και γράφεται ως: 
 

'×= l lx   (1.2)
 
Αντίστοιχα, η ευθεία που διέρχεται από δύο σηµεία εκφράζεται ως: 
 

= '×l x x  (1.3)
 
Προκειµένου να οριστεί ένα σηµείο απαιτούνται δύο τιµές, οι συντεταγµένες του x και 
y, ενώ ο προσδιορισµός ευθείας εξαρτάται από δύο παραµέτρους, τους δύο ανεξάρ-
τητους λόγους {α : b : c}. Κατά συνέπεια, σηµεία και ευθείες έχουν ίδιους βαθµούς ε-
λευθερίας.  

 Τέλος, αξίζει να σηµειωθεί ότι οι Εξ. (1.2), (1.3) αποτελούν χαρακτηριστικό παρά-
δειγµα γιά τον δυϊσµό που παρατηρείται µεταξύ σηµείων και ευθειών στο προβολικό 
επίπεδο. Ο δυϊσµός αποτελεί βασική ιδιότητα της προβολικής γεωµετρίας, σύµφωνα 
µε την οποία σε κάθε θεώρηµα δισδιάστατης προβολικής γεωµετρίας αντιστοιχεί ένα 
δυϊκό θεώρηµα που µπορεί να προκύψει από αµοιβαία αλλαγή των σηµείων και των 
ευθειών στο αρχικό θεώρηµα.  
 
 
1.1.2  Ιδεατά σηµεία και ευθεία του απείρου 

Τα οµογενή διανύσµατα x = (x1, x2, x3)T µε x3 ≠ 0 αντιστοιχούν σε πεπερασµένα ση-
µεία του R2. Εάν στον R2 προστεθούν και τα σηµεία µε µηδενική τιµή του x3, προκύ-
πτει ο προβολικός χώρος P2, δηλαδή ο χώρος που περιλαµβάνει το σύνολο των οµο-
γενών διανυσµάτων µε τρία στοιχεία. Τα σηµεία µε συντεταγµένες x3 = 0 είναι γνωστά 
ως ιδεατά σηµεία ή σηµεία του απείρου. Το σύνολο όλων των ιδεατών σηµείων µπο-
ρεί να γραφεί ως (x1, x2, 0)T. Ένα τέτοιο ιδεατό σηµείο µπορεί εύκολα να προκύψει α-
πό την τοµή δύο παράλληλων ευθειών l = (α, b, c)T και l′ = (α, b, c′)T µέσω του εξωτε-
ρικού τους γινοµένου (Εξ. 1.2). Το προκύπτον σηµείο x = (b, −α, 0)T, εάν γραφεί µε 
µη οµογενείς συντεταγµένες, δίνει το σηµείο (b / 0 −α / 0)Τ, το οποίο δεν έχει νόηµα πέ-
ραν του να υποδηλώσει πως το σηµείο τοµής βρίσκεται στο άπειρο. 

 Γενικώς, σηµεία µε οµογενείς συντεταγµένες (x, y, 0)T, δηλαδή σηµεία του απεί-
ρου, δεν αντιστοιχούν σε κανένα πεπερασµένο σηµείο του R2. Όλα αυτά τα σηµεία 
κείνται επί µιας ευθείας, της ευθείας του απείρου, η οποία γράφεται ως l∞ = (0, 0, 1)T 
αφού αποδεικνύεται ότι (0, 0, 1)( x1, x2, 0)Τ = 0 (βλ. Εξ. 1.1). Κάθε ευθεία της µορφής 
l = (α, b, c)T τέµνει την ευθεία του απείρου l∞ στο ιδεατό σηµείο (b, −α, 0)T. Μία ευθεία 
l′ = (α, b, c′)T παράλληλη µε την l τέµνει την ευθεία του απείρου στο ίδιο ιδεατό ση-
µείο (b, −α, 0)T ανεξάρτητα από την τιµή του c′. Το διάνυσµα (b, −α)Τ αποτελεί το ε-
φαπτόµενο διάνυσµα της ευθείας δηλαδή εκφράζει την διεύθυνσή της. Καθώς η διεύ-
θυνση της ευθείας αλλάζει, το ιδεατό σηµείο της (b, −α, 0)T κινείται επί της l∞. Κατ’ αυ-
τό τον τρόπο η ευθεία του απείρου µπορεί να θεωρηθεί ως το σύνολο των διευθύν-
σεων των ευθειών ενός επιπέδου. Με βάση τα προηγούµενα, οι παράλληλες ευθείες 
στο προβολικό επίπεδο P2 µπορούν να χρησιµοποιούνται µε ίδιο τρόπο όπως και οι 
υπόλοιπες ευθείες του επιπέδου, πράγµα που δεν ισχύει στην ευκλείδεια γεωµετρία 
του R2 όπου δύο παράλληλες ευθείες αποτελούν ειδική περίπτωση. 
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1.1.3  Κωνικές τοµές 

Η κωνική τοµή αποτελεί καµπύλη η οποία περιγράφεται από εξίσωση δευτέρου βα-
θµού στο επίπεδο. Στην ευκλείδεια γεωµετρία οι κωνικές τοµές διακρίνονται σε υπερ-
βολές, ελλείψεις και παραβολές, µπορούν δε να προκύψουν από την τοµή ενός κώ-
νου µε επίπεδα διαφορετικών προσανατολισµών. Η εξίσωση της κωνικής τοµής µέ-
σω µη οµογενών συντεταγµένων δίδεται ως: 
 

2 2x bxy cy dx ey f 0α + + + + + =  (1.4)
 
Θεωρώντας x = x1 / x3 και y = x2 / x3, καταλήγει κανείς στην ακόλουθη εξίσωση: 
 

2 2 2
1 1 2 2 1 3 2 3 3x bx x cx dx x ex x fx 0α + + + + + =  (1.5)

 
η οποία σε µορφή πινάκων δίδεται ως:  
 

T 0=x Cx  (1.6)
 
όπου C o πίνακας των συντελεστών της κωνικής τοµής που είναι: 
 

b/2 d/2
b/2 c e/2
d/2 e/2 f

α 
 =  
  

C  (1.7)

 
Από την Εξ. (1.7) παρατηρεί κανείς ότι ο πίνακας συντελεστών της κωνικής τοµής εί-
ναι συµµετρικός. Όπως και στην περίπτωση οµογενούς απεικόνισης σηµείων και ευ-
θειών, σηµαντικοί είναι µόνο οι λόγοι των στοιχείων του πίνακα εφόσον ο πολλαπλα-
σιασµός του C µε µη µηδενική σταθερά δεν επηρεάζει τις παραπάνω εξισώσεις. Έτσι 
ο πίνακας C συνιστά µια οµογενή έκφραση της κωνικής τοµής. Η κωνική έχει πέντε 
βαθµούς ελευθερίας, οι οποίοι εκφράζονται από τους λόγους {α : b : c : d : e : f} ή, 
ισοδύναµα, από τα έξι στοιχεία του συµµετρικού πίνακα 3×3 µείον ένα για την κλίµα-
κα. Βάσει των προηγηθέντων, για να οριστεί κωνική τοµή διερχόµενη από σηµεία του 
επιπέδου απαιτείται η γνώση πέντε διακριτών σηµείων, οπότε ο πίνακας C της κωνι-
κής τοµής προκύπτει από την λύση των πέντε εξισώσεων της µορφής (Εξ. 1.4) που 
σχηµατίζονται για κάθε σηµείο. Τέλος, µπορεί εύκολα να δειχθεί ότι η εξίσωση της ευ-
θείας που εφάπτεται στο σηµείο x κωνικής τοµής C δίδεται από την σχέση l = C×x. 

 
 
1.1.4  Προβολικοί µετασχηµατισµοί 

Στην ενότητα αυτή µελετώνται οι ιδιότητες του προβολικού επιπέδου P2 που παραµέ-
νουν αµετάβλητες κατά την εφαρµογή ενός συνόλου µετασχηµατισµών γνωστών ως 
προβολικότητες (projectivities). Προβολικότητα ονοµάζεται η αντιστρέψιµη απεικόνι-
ση h από το προβολικό επίπεδο P2 στον εαυτό του, τέτοια ώστε τρία σηµεία x1, x2 και 
x3 να κείνται επ’ ευθείας εάν και µόνον εάν συµβαίνει το ίδιο και για τα h(x1), h(x2) και 
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h(x3). Η αντιστροφή µιας προβολικότητας καθώς και ο συνδυασµός δύο προβολικο-
τήτων αποτελούν επίσης νέες προβολικότητες. Όροι συνώνυµοι µε την προβολικότη-
τα είναι ο προβολικός µετασχηµατισµός, ο συγγραµµισµός (collineation) και ακόµα η 
οµογραφία (homography). Μία απεικόνιση h από τον P2 στον εαυτό του (P2 → P2) συ-
νιστά προβολικότητα εάν και µόνον εάν υφίσταται ένας πίνακας H 3×3 τέτοιος ώστε 
για κάθε σηµείο x του P2 να ισχύει h(x) = Hx. 

 Ο επίπεδος προβολικός µετασχηµατισµός είναι γραµµικός µετασχηµατισµός που 
εφαρµόζεται σε οµογενή διανύσµατα τριών στοιχείων και εκφράζεται από έναν πίνα-
κα 3×3 σύµφωνα µε την σχέση: 
 

1 11 12 13 1

2 21 22 23 2

3 31 32 33 3

x ' h h h x
x ' h h h x '
x ' h h h x

     
    = ⋅ ⇔ =    
         

x Hx  (1.8)

 
Εάν στην παραπάνω εξίσωση ο πίνακας Η πολλαπλασιαστεί µε τυχαία µη µηδενική 
σταθερά, ο προβολικός µετασχηµατισµός παραµένει ανεπηρέαστος. Συνεπώς ο Η α-
ποτελεί έναν οµογενή πίνακα εφόσον σηµασία έχει µόνο ο λόγος των στοιχείων του 
πίνακα. Στον προβολικό µετασχηµατισµό υπάρχουν οκτώ βαθµοί ελευθερίας, καθώς 
µεταξύ των εννέα στοιχείων του µπορούν να σχηµατιστούν οκτώ διαφορετικοί λόγοι. 
Ο προβολικός µετασχηµατισµός µετατρέπει κάθε σχήµα σε ένα προβολικά ισοδύνα-
µο σχήµα, αφήνοντας όλες τις προβολικές ιδιότητές του αµετάβλητες. 

 Συνηθέστερη εφαρµογή του προβολικού µετασχηµατισµού είναι η διόρθωση της 
προβολικότητας που εµφανίζουν οι προοπτικές εικόνες επίπεδων αντικειµένων. Είναι 
γνωστό πως η κεντρική προβολή ενός επίπεδου αντικειµένου στην εικόνα συνδέεται 
µε το επίπεδο του χώρου µέσω ενός προβολικού µετασχηµατισµού. Η εξάλειψη των 
προοπτικών παραµορφώσεων (αποκατάσταση µετρικών ιδιοτήτων) της εικόνας µπο-
ρεί να πραγµατοποιηθεί µέσω του προσδιορισµού του αντίστροφου προβολικού µε-
τασχηµατισµού που συνδέει το επίπεδο του χώρου µε το επίπεδο της εικόνας, διαδι-
κασία γνωστή στην φωτογραµµετρική βιβλιογραφία ως αναγωγή. Αποτέλεσµα της α-
ναγωγής είναι η επανασύσταση µιας νέας εικόνας στην οποία τα αντικείµενα του επι-
πέδου εµφανίζονται µε το σωστό τους γεωµετρικό σχήµα (και υπό σωστή κλίµακα 
εάν η ανακατασκευή είναι πλήρης). Ο υπολογισµός του προβολικού µετασχηµατι-
σµού στηρίζεται γενικά στις οµολογίες τεσσάρων τουλάχιστον σηµείων της εικόνας µε 
τέσσερα γνωστά σηµεία του επιπέδου. Για κάθε ζεύγος οµόλογων σηµείων γράφον-
ται δύο εξισώσεις της µορφής: 
 

11 12 13 21 22 23

31 32 33 31 32 33

h x+h y+h h x+h y+hx' y'
h x+h y+h h x+h y+h

= =   (1.9)

 
Οι Εξ. (1.9) αποτελούν την µη οµογενή έκφραση της Εξ. (1.8) και προκύπτουν από 
αυτήν εάν θεωρηθεί ότι: 
 

1 2 1 2

3 33 3

x x x xx' y' x yx xx x
και

′ ′
= = = =′ ′  (1.10)
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Μετά από πολλαπλασιασµό µε τους παρονοµαστές οι Εξ. (1.9) είναι πλέον γραµµικές 
ως προς τα στοιχεία της οµογραφίας Η. Τέσσερα οµόλογα σηµεία δίνουν οκτώ τέ-
τοιες εξισώσεις, οι οποίες επαρκούν για να υπολογιστεί ο πίνακας Η (εννέα στοιχεία 
µείον έναν λόγο κλίµακας του οµογενούς πίνακα).  

 Στο Σχ. 1.1a φαίνεται η προοπτικά παραµορφωµένη εικόνα τµήµατος ενός αρ-
χαίου τοίχου. Η αναγωγή της εικόνας µέσω υπολογισµού του Η από τέσσερα σηµεία 
γνωστών συντεταγµένων αποκαθιστά τις µετρικές ιδιότητες του επιπέδου και δίνει µια 
νέα εικόνα (Σχ. 1.1b) µε ενιαία κλίµακα. Αν οι συντεταγµένες των σηµείων του χώρου 
δοθούν σε άγνωστη κλίµακα, η ανηγµένη εικόνα προφανώς θα έχει άγνωστη αλλά ε-
νιαία κλίµακα. 
 

  
Σχήµα 1.1. Αρχική (a) και προβολικά ανηγµένη (b) εικόνα επίπεδου αντικειµένου. 
 
Στην Φωτογραµµετρία είθισται, κατά την επίλυση των Εξ. (1.9), το ένατο στοιχείο του 
πίνακα Η να τίθεται εκ των προτέρων ίσο µε την µονάδα (h33 = 1). Αυτή η θεώρηση ο-
δηγεί σε εσφαλµένα αποτελέσµατα όταν η αρχή του συστήµατος αναφοράς της εικό-
νας απεικονίζεται µέσω του Η στο άπειρο, όπως σε περίπτωση εικόνας όπου ο ορί-
ζοντας του απεικονιζόµενου επιπέδου (ευθεία φυγής) διέρχεται από το κέντρο της.  

 Αυτή η διαδικασία υπολογισµού του πίνακα Η από τέσσερα τουλάχιστον γνωστά 
σηµεία (φωτοσταθερά) αξιοποιείται στο Κεφάλαιο 5 της διατριβής, όπου η προβολική 
επανασύσταση εικόνων βίντεο ενός αυτοκινητόδροµου χρησιµεύει προκειµένου να ε-
λεγχθεί άλλη απλούστερη µέθοδος για τον προσδιορισµό της ταχύτητας οχηµάτων.   

Αξίζει να σηµειωθεί, τέλος, ότι ενώ τα σηµεία µετασχηµατίζονται µέσω της οµογρα-
φίας Η σύµφωνα µε την Εξ. (1.9), οι ευθείες του επιπέδου µετασχηµατίζονται µέσω 
της αντίστροφης οµογραφίας, ισχύει δηλαδή η σχέση: 
 

T' −= ⋅l H l  (1.11)
 
ενώ οι κωνικές τοµές µετασχηµατίζονται ως εξής: 
 

T 1' − −= ⋅ ⋅C H C H  (1.12)
 
 
1.1.5  Η ιεραρχία µετασχηµατισµών 

Στην ενότητα αυτή περιγράφονται οι βασικοί προβολικοί µετασχηµατισµοί και οι ιδιό-
τητες τους. Παράλληλα θα αναφερθούν οι διαφορετικές παραµορφώσεις που προκα-
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λεί ο κάθε µετασχηµατισµός, καθώς και τα στοιχεία που διατηρούνται αµετάβλητα.  

 
1.1.5.1  Ισοµετρικός µετασχηµατισµός 

Οι ισοµετρίες είναι µετασχηµατισµοί του επιπέδου R2 οι οποίες διατηρούν την ευκλεί-
δεια απόσταση και αναπαριστώνται από την σχέση: 
 

x ' cos sin t x
y ' sin cos t y
1 0 0 1 1

x

y

ε θ − θ     
    = ε θ θ ⋅    
         

 (1.13)

 
όπου ε = ± 1. Εάν ε = 1 η ισοµετρία διατηρεί τον προσανατολισµό του σχήµατος και 
καλείται ευκλείδειος µετασχηµατισµός (συµπεριλαµβάνει µόνο µετάθεση και στροφή), 
ενώ στην αντίθετη περίπτωση ο προσανατολισµός αντιστρέφεται.  

 Ο επίπεδος ευκλείδειος µετασχηµατισµός δίδεται µε µορφή πινάκων ως εξής:  
 

T' = =
1

ε
 
 
 

R t
x H x x

0
  (1.14)

 
όπου R πίνακας στροφής διαστάσεων 2×2, t διάνυσµα µετάθεσης δύο στοιχείων και 
0 µηδενικό διάνυσµα δύο στοιχείων. Επίσης, διακρίνονται οι ειδικές περιπτώσεις ό-
που εφαρµόζεται µόνο στροφή (t = 0) και µόνο µετάθεση (R = Ι). 

 Ο ευκλείδειος µετασχηµατισµός στο επίπεδο έχει τρεις βαθµούς ελευθερίας (έ-
ναν για την στροφή και δύο για την µετάθεση) και µπορεί να υπολογιστεί από µετρή-
σεις σε δύο σηµεία. Κατά την πραγµατοποίησή του παραµένουν αµετάβλητες οι γω-
νίες µεταξύ ευθειών, τα µήκη (απόσταση µεταξύ δύο σηµείων) και τα εµβαδά. 

 
1.1.5.2  Μετασχηµατισµός οµοιότητας 

Ο µετασχηµατισµός οµοιότητας συντίθεται από έναν µετασχηµατισµό ισοµετρίας συν 
µία πρόσθετη παράµετρο ισοτροπικής κλίµακας και δίδεται από την ακόλουθη σχέση: 
 

x ' s cos s sin t x
y ' s sin s cos t y
1 0 0 1 1

x

y

θ − θ     
    = θ θ ⋅    
         

  (1.15)

 
ή αντίστοιχα σε µορφή πινάκων: 
 

s T

s
' =H =

1
R t

x x x
0

 
 
 

 (1.16)

 
όπου η σταθερά s αντιπροσωπεύει την ισοτροπική κλίµακα. Βασικό χαρακτηριστικό 
του µετασχηµατισµού οµοιότητας είναι ότι κατά την εφαρµογή του τα σχήµατα παρα-
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µένουν ανεπηρέαστα. Κάθε µετασχηµατισµός οµοιότητας στο επίπεδο έχει τέσσερις 
βαθµούς ελευθερίας, έναν περισσότερο (κλίµακα) από τον ευκλείδειο µετασχηµατι-
σµό και µπορεί να υπολογιστεί από την αντιστοιχία δύο σηµείων.   

Τα στοιχεία που διατηρούνται υπό µετασχηµατισµό οµοιότητας είναι οι γωνίες µε-
ταξύ των ευθειών, οι λόγοι των µηκών και οι λόγοι των εµβαδών. Ο όρος µετρική α-
νακατασκευή που συναντάται σε επόµενα σηµεία της διατριβής (πχ. Κεφάλαιο 5) έχει 
τους βαθµούς ελευθερίας του µετασχηµατισµό οµοιότητας. 

 
1.1.5.3  Αφινικός µετασχηµατισµός 

Ο αφινικός (οµοπαράλληλος) µετασχηµατισµός σε µορφή πινάκων εκφράζεται ως: 
 

11 12

21 22

x ' α α t x
y ' α α t y
1 0 0 1 1

x

y

     
    = ⋅    
         

  (1.17)

 
ή ισοδύναµα: 
 

T' = =      
1Α

 
 
 

A t
x H x x

0
  (1.18)

 
όπου Α αντιστρέψιµος πίνακας. Κάθε αφινικός µετασχηµατισµός επιπέδου διαθέτει έ-
ξι βαθµούς ελευθερίας, που αντιστοιχούν στα έξι στοιχεία του πίνακα ΗΑ και µπορεί 
να υπολογιστεί από τις αντιστοιχίες τριών σηµείων. Από τις έξι παραµέτρους, δύο α-
φορούν την µετάθεση, µία την στροφή στο επίπεδο, ενώ, σε αντίθεση προς τον µετα-
σχηµατισµό οµοιότητας όπου υπάρχει µία ενιαία κλίµακα, ο αφινικός εισάγει δύο δια-
φορετικές κλίµακες λ1 και λ2 για τους άξονες x και y, αντίστοιχα, καθώς και µια επι-
πλέον στροφή που αναφέρεται στην γωνία που σχηµατίζουν οι άξονες µεταξύ τους.  

 Σε αυτήν την περίπτωση δεν διατηρούνται οι λόγοι µηκών και οι γωνίες µεταξύ 
ευθειών, όπως συµβαίνει κατά την εφαρµογή µετασχηµατισµού οµοιότητας. Οι ιδιότη-
τες των σχηµάτων που παραµένουν αµετάβλητες είναι η παραλληλία των ευθειών, οι 
λόγοι µηκών σε παράλληλες ευθείες, αλλά και οι λόγοι εµβαδών. 

 
1.1.5.4  Προβολικός µετασχηµατισµός 

Η έννοια του προβολικού µετασχηµατισµού, που αναπτύχθηκε στην ενότητα 1.1.4, α-
ναφέρεται σε έναν γενικό αντιστρέψιµο γραµµικό µετασχηµατισµών οµογενών συντε-
ταγµένων. Αποτελεί γενίκευση της έννοιας του αφινικού µετασχηµατισµού, ο οποίος 
προκύπτει από την σύνθεση ενός αντιστρέψιµου γραµµικού µετασχηµατισµού µη ο-
µογενών συντεταγµένων και µιας µετάθεσης. Εναλλακτικό τρόπο έκφρασης του προ-
βολικού µετασχηµατισµού αποτελεί η παρακάτω σχέση: 

 

P T' = =      
u

A t
x H x x

v
 
 
 

 (1.19)
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όπου v διάνυσµα δύο στοιχείων της µορφής v = (v1, v2)T. Όπως αναφέρθηκε και προ-
ηγουµένως, ο πίνακας έχει εννέα στοιχεία, όπου σηµαντικοί είναι µόνο οι λόγοι τους, 
µε συνέπεια ο µετασχηµατισµός να ορίζεται από οκτώ παραµέτρους. 

 Η σηµαντικότερη ιδιότητα που παραµένει αµετάβλητη υπό έναν προβολικό µετα-
σχηµατισµό είναι ο διπλός λόγος τεσσάρων συνευθειακών σηµείων (βλ. ενότητα 1.2). 
Ο λόγος µηκών επί µιας ευθείας παραµένει ανεπηρέαστος κατά τον αφινικό µετασχη-
µατισµό αλλά όχι και κατά τον προβολικό. 

 Η πιο σοβαρή διαφορά µεταξύ προβολικού και αφινικού µετασχηµατισµού είναι 
ότι το διάνυσµα v δεν είναι µηδενικό στον προβολικό µετασχηµατισµό. Χάρη σε αυτή 
την ιδιαιτερότητα, ο προβολικός µετασχηµατισµός µπορεί να µετατρέψει σηµεία του 
απείρου σε πεπερασµένα, ενώ στον αφινικό τα ιδεατά σηµεία παραµένουν ιδεατά.  

 Τέλος, ο προβολικός µετασχηµατισµός µπορεί να αποσυντεθεί σε µια αλληλου-
χία διαδοχικών µετασχηµατισµών, όπου κάθε πίνακας της αλληλουχίας αντιπροσω-
πεύει ένα µετασχηµατισµό ιεραρχικά ανώτερο από τον προηγούµενο: 
 

 

S A P T T T T

s
= = =

1 1 u u
       
       
       

R t K 0 I 0 A t
H H H H

0 0 v v
 

  

(1.20)

 
όπου Α αντιστρέψιµος πίνακας που δίδεται ως Α = sRK + tvT και Κ άνω τριγωνικός 
πίνακας µε ορίζουσα ίση µε τη µονάδα. Έτσι, κατά την εφαρµογή ενός προβολικού 
µετασχηµατισµού σε µια προοπτική εικόνα, πρώτα µεταφέρεται η ευθεία του απείρου 
στο άπειρο (HP µε δύο βαθµούς ελευθερίας), στην συνέχεια διορθώνονται οι αφινικές 
παραµορφώσεις (ΗΑ µε δύο βαθµούς ελευθερίας) χωρίς να επηρεάζεται η θέση της 
ευθείας του απείρου και, τέλος, αποκαθίσταται η γεωµετρία του σχήµατος µε έναν µε-
τασχηµατισµό οµοιότητας (ΗS µε τέσσερις βαθµούς ελευθερίας), αφήνοντας ανεπη-
ρέαστες τις αποκατεστηµένες αφινικές και προβολικές ιδιότητες.  

 Η Εξ. (1.20) µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε περιπτώσεις όπου τα δεδοµένα δεν ε-
παρκούν για πλήρη προσδιορισµό του προβολικού µετασχηµατισµού και η γεωµε-
τρία αποκαθίσταται µερικώς (στο πλαίσιο της “επάλληλης ανακατασκευής” που έχει 
αναφερθεί στην Εισαγωγή). Η δυνατότητα αυτή βρίσκει εφαρµογή στο Κεφάλαιο 5, ό-
που πραγµατοποιείται αφινική επανασύσταση εικόνων από ένα σηµείο φυγής. 
 
 
1.2  Προβολική γεωµετρία µίας διάστασης και διπλός λόγος 

Ένα σηµείο x σε µία ευθεία αναπαρίσταται από τις οµογενείς συντεταγµένες (x1, x2)T, 
ενώ ένα σηµείο µε x2 = 0 αποτελεί ιδεατό σηµείο της ευθείας. Ο µονοδιάστατος προ-
βολικός µετασχηµατισµός εκφράζεται µε έναν οµογενή πίνακα 2×2 
 

2 2'x H x×=  (1.21)
 
τριών βαθµών ελευθερίας, που αντιστοιχούν στα τέσσερα στοιχεία του πίνακα µείον 
ένα για την κλίµακά του. Σε αυτήν την περίπτωση, ο προβολικός µετασχηµατισµός εί-
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ναι δυνατόν να προσδιοριστεί από την αντιστοιχία τριών σηµείων. 

 Ο διπλός λόγος είναι µια βασική ιδιότητα του µονοδιάστατου προβολικού χώρου 
(P1) που παραµένει αµετάβλητη κατά την εφαρµογή προβολικού µετασχηµατισµού. Ο 
διπλός λόγος ορίζεται για τέσσερα  συνευθειακά σηµεία xi (i = 1,4) ως εξής: 

 
i1 j11 2 3 4

1 2 3 4 i j
i2 j21 3 2 4

x x
Cross( , , , )= =det

x x
µε

 
 
 

x x x x
x x x x x x

x x x x
 (1.22)

 
Σηµαντική ιδιότητα του διπλού λόγου αποτελεί το γεγονός ότι µπορεί να γραφεί ακό-
µα και σε περίπτωση όπου ένα εκ των τεσσάρων σηµείων βρίσκεται στο άπειρο. Τέ-
λος, η τιµή του διπλού λόγου µένει ανεπηρέαστη υπό οποιονδήποτε προβολικό µετα-
σχηµατισµό της ευθείας.  
 

 
Σχήµα 1.2. Προβολικός µετασχηµατισµός µεταξύ ευθειών. 
 
Το Σχ. 1.2 αποτελεί ένα παράδειγµα προβολικών µετασχηµατισµών ευθειών µε κοινό 
διπλό λόγο. Οι τρεις τετράδες των συνευθειακών σηµείων συνδέονται µεταξύ τους µε 
προβολικό µετασχηµατισµό ευθείας. Εφόσον ο διπλός λόγος µένει ανεπηρέαστος υ-
πό κάθε προβολικότητα, έχει την ίδια τιµή και στις τρεις περιπτώσεις. 
 
 
1.3  Σηµεία φυγής και ευθεία φυγής 

Στην ενότητα 1.1.2 παρουσιάστηκε η δυνατότητα που έχει η προβολική γεωµετρία να 
εκφράζει µέσω οµογενών συντεταγµένων σηµεία του απείρου (ιδεατά σηµεία), όπως 
σηµεία που προκύπτουν από την τοµή παράλληλων ευθειών του επιπέδου. Το σύνο-
λο των ιδεατών σηµείων ενός επιπέδου µπορεί να γραφεί µε οµογενείς συντεταγµέ-
νες ως x = (x1, x2, 0)T, όπου δηλαδή το τρίτο στοιχείο των συντεταγµένων είναι µηδε-
νικό. Όλα αυτά τα σηµεία ανήκουν στην ευθεία του απείρου για το συγκεκριµένο επί-
πεδο, η οποία δίδεται από την σχέση l∞ = (0, 0, 1)T. 

 Η κεντρική προβολή δύο τέτοιων παράλληλων ευθειών µέσω φωτογραφικής µη-
χανής απεικονίζει συνήθως τις δύο αυτές ευθείες του χώρου στην εικόνα ως τεµνόµε-
νες. Το σηµείο τοµής τους, που καλείται σηµείο φυγής της διεύθυνσης, αποτελεί την 
προβολή του ιδεατού σηµείου τοµής των δύο ευθειών στο επίπεδο της εικόνας. Ουσι-
αστικά, έτσι, το σηµείο φυγής αποτελεί την απεικόνιση της κοινής διεύθυνσης των ευ-
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θειών αυτών. Πιο εποπτικά, σηµείο φυγής µιας διεύθυνσης του χώρου είναι το εικο-
νοσηµείο στο οποίο η ευθεία που διέρχεται από το κέντρο προβολής και είναι παράλ-
ληλη στη συγκεκριµένη διεύθυνση, τέµνει το επίπεδο της εικόνας (Πατιάς και Καρράς, 
1995). Τα σηµεία φυγής που αντιστοιχούν σε συνεπίπεδες διευθύνσεις – διευθύνσεις 
που εφαρµοζόµενες σε σηµείο ορίζουν επίπεδο – ανήκουν σε µια ευθεία, η οποία κα-
λείται ευθεία φυγής του συγκεκριµένου επιπέδου του χώρου. Πρακτικά, η ευθεία φυ-
γής επιπέδου είναι η απεικόνιση της αντίστοιχης ευθείας του απείρου l∞ = (0, 0, 1)T, 
και, συνεπώς, η προβολή όλων των διευθύνσεων του επιπέδου στην εικόνα. Επίπε-
δα παράλληλα στο χώρο µοιράζονται την ίδια ευθεία απείρου l∞, µε συνέπεια να χα-
ρακτηρίζονται από κοινή ευθεία φυγής. Τα σηµεία αλλά και οι ευθείες φυγής µπορούν 
να είναι πεπερασµένα όπως επίσης και ιδεατά. Χαρακτηριστικό παράδειγµα απειρι-
κού σηµείου φυγής αποτελεί η περίπτωση απεικόνισης παράλληλων ευθειών του χώ-
ρου που είναι και παράλληλες µε το επίπεδο της εικόνας. Οι προβολές των ευθειών 
εξακολουθούν να είναι παράλληλες και στο επίπεδο της εικόνας, οπότε το σηµείο φυ-
γής που ορίζουν ανήκει στο άπειρο. Κατ’ αντιστοιχία, όταν το επίπεδο της εικόνας εί-
ναι παράλληλο µε επίπεδο του χώρου, τότε από την απεικόνιση l∞ της ευθείας του α-
πείρου προκύπτει ιδεατή ευθεία φυγής. 

 Στο Σχ. 1.3 απεικονίζονται δύο σηµεία φυγής V1 και V2 κάθετων διευθύνσεων, τα 
οποία ορίζονται από την τοµή παράλληλων ευθειών του επιπέδου. Κάθε διεύθυνση 
του επιπέδου ορίζει και ένα διαφορετικό σηµείο φυγής επί της ευθείας φυγής l. 
 

l
V1 V2

 
Σχήµα 1.3. ∆ύο σηµεία φυγής V1 και V2 κάθετων διευθύνσεων και η ευθεία φυγής l επί-
πεδου αντικειµένου. 
 
Γενικά, ο προσδιορισµός σηµείων φυγής µέσω του εντοπισµού παράλληλων ευθειών 
του χώρου αποτελεί την επικρατέστερη µέθοδο προσδιορισµού σηµείων φυγής σε ει-
κόνες. Εντοπισµός ευθύγραµµων τµηµάτων µπορεί να πραγµατοποιηθεί είτε χειρω-
νακτικά (όπως γίνεται στο Κεφάλαιο 2) είτε µε αυτόµατες µεθόδους, στις οποίες αξιο-
ποιούνται φίλτρα αυτόµατης εξαγωγής ακµών (όπως ο ανιχνευτής ακµών Canny που 
εφαρµόστηκε στα Κεφάλαια 4 και 5). Οι εξαχθείσες ακµές µπορούν έπειτα να οµαδο-
ποιηθούν αυτόµατα ως προς βασικές διευθύνσεις του χώρου, γεγονός που αυτοµα-
τοποιεί πλήρως τη διαδικασία εύρεσης σηµείων φυγής. Ένας τέτοιος αλγόριθµος αυ-
τόµατου εντοπισµού σηµείων φυγής αναπτύσσεται στο Κεφάλαιο 4, εφαρµόζεται δε 
τόσο για την αυτόµατη βαθµονόµηση ερασιτεχνικών λήψεων (στο ίδιο κεφάλαιο) όσο 
και για την αφινική ανακατασκευή αυτοκινητόδροµου από διαδοχικές εικόνες βίντεο 
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(Κεφάλαιο 5). Στο Σχ. 1.4 φαίνονται ευθύγραµµα τµήµατα της εικόνας οµαδοποιηµέ-
να αυτόµατα ως προς τις τρεις κύριες διευθύνσεις X, Y, Z του χώρου, από τα οποία 
µπορούν να προκύψουν (µε ελαχιστοτετραγωνική συνόρθωση) τρία αντίστοιχα ση-
µεία φυγής. Τα σηµεία αυτά (πρωτεύοντα σηµεία φυγής) επιτρέπουν να προσδιορί-
ζονται οι εσωτερικές παράµετροι µη βαθµονοµηµένων εικόνων (Κεφάλαιο 2). 
 

 

Σχήµα 1.4. Αυτόµατη οµαδοποίηση ακµών κατά τις τρεις κύριες διευθύνσεις του χώρου. 
 
Ένας εναλλακτικός τρόπος εντοπισµού σηµείων φυγής βασίζεται στην εφαρµογή της 
ιδιότητας του διπλού λόγου. Γνώση δύο ευκλείδειων αποστάσεων µεταξύ τριών απει-
κονιζόµενων σηµείων επ’ ευθείας, ή ισοδύναµα γνώση του λόγου των µηκών µεταξύ 
αυτών των σηµείων, µπορεί να επιτρέψει να προσδιοριστεί το σηµείο του απείρου για 
την συγκεκριµένη ευθεία. Η µέθοδος αυτή περιγράφεται γεωµετρικά από το Σχ. 1.5. 
 

a

a′

b′

c′

v′

α βb c

O

l  

Σχήµα 1.5. Γεωµετρική εύρεση σηµείου φυγής ευθείας l από γνωστό λόγο µηκών. 
 
Τα συνευθειακά σηµεία a′, b′ και c′ της εικόνας αντιστοιχούν σε συνευθειακά σηµεία 
του χώρου µε γνωστό λόγο µηκών α : β. Από το a′ σχεδιάζεται ευθεία επί της οποίας 
ορίζονται σηµεία a ≡ a′, b και c τέτοια ώστε τα ευθύγραµµα τµήµατα ab και bc να έ-
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χουν λόγο µηκών α : β. Το σηµείο Ο ορίζεται ως η τοµή των τµηµάτων bb′ και cc′. Η 
ευθεία που διέρχεται από το Ο και είναι παράλληλη στην l συναντά την ευθεία a′c′ 
στο σηµείο φυγής v′. Ένας παρόµοιος τρόπος κατασκευής σηµείου φυγής περιγρά-
φεται στο Κεφάλαιο 5, όπου χρησιµοποιούνται δύο γνωστά µήκη σε δύο παράλληλες 
ευθείες του δρόµου. Αντίστοιχα, η ευθεία φυγής επιπέδου είναι δυνατόν να υπολογι-
στεί από δύο σηµεία φυγής του επιπέδου αυτού είτε εναλλακτικά από την απεικόνιση 
τριών συνεπίπεδων ισαπεχουσών ευθειών του χώρου (Hartley και Zisserman, 2000). 

 Αξίζει, τέλος, να σηµειωθεί η σχέση που συνδέει τα στοιχεία οµογραφίας Η µε τα 
σηµεία φυγής των κύριων διευθύνσεων Χ, Υ ενός επιπέδου. Ο µετασχηµατισµός των 
ιδεατών σηµείων (1, 0, 0)T και (1, 0, 0)T, που αφορούν τα σηµεία του απείρου των δι-
ευθύνσεων Χ και Υ, µέσω προβολικού πίνακα Η δίνει δύο σηµεία φυγής µε συντετα-
γµένες (h11, h21, h31)T και (h12, h22, h32)T, αντίστοιχα. Εποµένως, οι πρώτες δύο στήλες 
κάθε πίνακα οµογραφίας από το χώρο στην εικόνα αποτελούν τις οµογενείς συντετα-
γµένες των σηµείων φυγής των κύριων διευθύνσεων Χ και Υ. 
 
 
1.4  Κυκλικά σηµεία 

Κυκλικά σηµεία ονοµάζονται δύο σηµεία της ευθείας του απείρου l∞ τα οποία παρα-
µένουν ανεπηρέαστα κατά τον σχηµατισµό οµοιότητας. Συµβολίζονται µε τα γράµµα-
τα I και J, οι δε συντεταγµένες τους δίδονται ως εξής: 
 

1 1
= i = i

0 0
I J -

   
   
   
   
   

 (1.23)

 
Τα κυκλικά σηµεία αποτελούν ένα ζεύγος µιγαδικών συζυγών σηµείων του απείρου. 
Εάν η θέση των κυκλικών σηµείων I, J παραµείνει σταθερή µετά από την εφαρµογή 
προβολικού µετασχηµατισµού Η, τότε ο Η αντιπροσωπεύει µετασχηµατισµό οµοιότη-
τας. Γενικά ισχύει ότι κάθε κύκλος ενός επιπέδου τέµνει την ευθεία του απείρου του ε-
πιπέδου στα δύο αυτά σηµεία. Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 1.1.3, ο κύκλος ως 
κωνική τοµή ορίζεται από πέντε σηµεία. Αυτά είναι τρία πεπερασµένα σηµεία (ευκλεί-
δεια γεωµετρία) συν δύο κυκλικά σηµεία. Ο προσδιορισµός των σηµείων αυτών επι-
τρέπει να αποκατασταθούν µετρικές ιδιότητες όπως γωνίες και λόγοι µηκών (βλ. ενό-
τητα 5.1).  
 

1.5  Προβολική γεωµετρία του τρισδιάστατου χώρου 

Στην ενότητα αυτή αναφέρονται επιγραµµατικά ορισµένες ιδιότητες και οντότητες του 
τρισδιάστατου προβολικού χώρου P3, καθώς αυτός δεν αποτελεί βασικό αντικείµενο 
µελέτης της παρούσας διατριβής. Πολλές από τις ιδιότητες του τρισδιάστατου προβο-
λικού χώρου αποτελούν γενίκευση εκείνων του δισδιάστατου. 

 Έτσι, ένα σηµείο Χ στον 3D χώρο γράφεται µέσω οµογενών συντεταγµένων από 
διάνυσµα τεσσάρων στοιχείων Χ = (Χ1, Χ2, Χ3, Χ4)Τ. Το σηµείο αυτό στην µη οµογενή 
µορφή του δίδεται από την σχέση Χ = (Χ1 / Χ4, Χ2 / Χ4, Χ3 / Χ4, 1)Τ µε Χ4 ≠ 0. Ο προβολι-
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κός µετασχηµατισµός του P3 εκφράζεται µέσω ενός αντιστρέψιµου πίνακα 4×4 και ε-
φαρµόζεται στα σηµεία βάσει της σχέσης: 
 

'=X HX  (1.24)
 
Ο πίνακας Η έχει 15 βαθµούς ελευθερίας, οι οποίοι προκύπτουν από τα 16 στοιχεία 
του µείον ένα λόγω κλίµακας του πίνακα.  

 Η εξίσωση του επιπέδου στον τρισδιάστατο χώρο γράφεται ως εξής: 
 

1 1 2 2 3 3 4 4 = 0

= 0
ή 

Τ

π Χ + π Χ + π Χ + π Χ

π X
 (1.25)

 
το οποίο εκφράζει ότι το σηµείο Χ ανήκει στο επίπεδο π = (π1, π2, π3, π4). Στον χώρο 
P3 τα σηµεία και τα επίπεδα είναι δυϊκά, όπως συµβαίνει µε τα σηµεία και τις ευθείες 
στον P2. 

 Το επίπεδο που διέρχεται από τρία σηµεία Χ1, Χ2, Χ3 του χώρου ορίζεται µέσω 
της ακόλουθης εξίσωσης: 
 

1

2

3

0

T

T

T

X
X
X

 
  π = 
  

 (1.26)

 
Οι ευθείες του χώρου ορίζονται ως η σύνδεση δύο σηµείων ή εναλλακτικά ως η τοµή 
δύο επιπέδων, και διακρίνονται από 4 βαθµούς ελευθερίας. Μία ευθεία L γράφεται 
µέσω συντεταγµένων Plücker σύµφωνα µε την σχέση: 
 

 
T TL AB BA= −  

  
(1.27)

 
Σε αντιστοιχία µε το 2D προβολικό επίπεδο, στον τρισδιάστατο χώρο διακρίνονται οι 
εξής προβολικοί µετασχηµατισµοί: ευκλείδειος µετασχηµατισµός (6 βαθµοί ελευθε-
ρίας), µετασχηµατισµός οµοιότητας (7 βαθµοί ελευθερίας), αφινικός µετασχηµατισµός 
(12 βαθµοί ελευθερίας) και προβολικός (15 βαθµοί ελευθερίας). 

 Σηµαντικές οντότητες του τρισδιάστατου προβολικού χώρου συνιστούν το επίπε-
δο του απείρου π∞ = (0,0,0,1)Τ, το οποίο αντιστοιχεί στην ευθεία του απείρου Ι∞, και η 
απόλυτη κωνική Ω∞, η οποία αντιστοιχεί στα κυκλικά σηµεία. Το επίπεδο του απείρου 
περιλαµβάνει όλα τα ιδεατά σηµεία Χ = (Χ1, Χ2, Χ3, 0)Τ του χώρου, συνεπώς και όλες 
τις ευθείες του απείρου. Ο προσδιορισµός του επιτρέπει να αποκατασταθούν οι αφι-
νικές ιδιότητες καθώς ο π∞ παραµένει αµετάβλητος κατά την εφαρµογή αφινικού µε-
τασχηµατισµού.  

 Η απόλυτη κωνική Ω∞ είναι κωνική τοµή η οποία ανήκει στο π∞ και τα σηµεία που 
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κείνται επ’ αυτής ικανοποιούν την σχέση: 
 

2 2 2
1 2 3

4

0
Χ + Χ + Χ

=
Χ 

 (1.28)

 
Η απόλυτη κωνική έχει πέντε βαθµούς ελευθερίας και παραµένει αµετάβλητη κατά 
την εφαρµογή κάθε µετασχηµατισµού οµοιότητας. Γενικά ισχύει ότι όλες οι σφαίρες 
του χώρου τέµνουν το π∞ στην απόλυτη κωνική.  
 
 
1.6  Κεντρική προβολή βάσει οµογενών συντεταγµένων 

Η απεικόνιση ενός σηµείου Χ = (Χ, Y, Z, 1)T του χώρου στο επίπεδο της εικόνας µέ-
σω κεντρικής προβολής γράφεται ως: 
 

x PX=  (1.29)
 
όπου x εικονοσηµείο τριών οµογενών συντεταγµένων και P οµογενής πίνακας 3×4, ο 
οποίος καλείται προβολικός πίνακας µηχανής. Η Εξ. (1.29) γράφεται ισοδύναµα ως: 
 

[ ]|x KR I C X= −   (1.30)
 
Ο πίνακας Κ καλείται πίνακας της µηχανής και συµπεριλαµβάνει τις παραµέτρους 
της γεωµετρίας της (εσωτερικός προσανατολισµός), ο πίνακας R εκφράζει τον πίνα-
κα στροφής της µηχανής και ο C την θέση της µηχανής ως προς το 3D σύστηµα του 
χώρου. Οι παράµετροι των πινάκων R και C καλούνται εξωτερικοί παράµετροι της 
µηχανής (εξωτερικός προσανατολισµός). Στην γενική περίπτωση ο πίνακας Κ παίρ-
νει την ακόλουθη µορφή: 
 

o

o

αc s x
0 c y
0 0 1

 
 =  
  

K   (1.31)

 
Με c συµβολίζεται εδώ η σταθερά της µηχανής και µε xο, yο η θέση του πρωτεύοντος 
σηµείου, ενώ οι σταθερές s (skew) και α (aspect ratio) αποτελούν πρόσθετες προβο-
λικές παραµέτρους αναφερόµενες, αντίστοιχα, στην απόκλιση των αξόνων x, y της ει-
κόνας από την καθετότητα και στην σχετική κλίµακα α µεταξύ των δύο αυτών αξό-
νων. Σε πολλές εφαρµογές µπορεί να υιοθετηθεί το µοντέλο της κανονικής µηχανής 
(natural camera) όπου η επίδραση των δύο τελευταίων παραµέτρων θεωρείται αµε-
λητέα (α = 1 και s = 0) καθώς οι εικονοψηφίδες θεωρούνται τετραγωνικές. Υπάρχουν, 
ωστόσο, περιπτώσεις όπου η εσωτερική γεωµετρία της µηχανής δεν είναι δυνατόν να 
περιγραφεί επαρκώς µόνο από τις τρεις βασικές παραµέτρους του Κ (c, xο, yο). Ιδιαί-
τερα στις ψηφιακές µηχανές µε αισθητήρα CCD, όπου οι εικονοψηφίδες δεν µπορούν 
να θεωρηθούν τετραγωνικές, εισάγεται η παράµετρος της σχετικής κλίµακας α (λόγος 
µηκών των δύο πλευρών x και y ορθογώνιας εικονοψηφίδας). Η περίπτωση s ≠ 0 α-
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ναφέρεται σε εικονοψηφίδες µε µη κάθετες πλευρές, γεγονός που απαντάται µάλλον 
σπάνια (Hartley and Zisserman, 2001). 

Τέλος, µπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι η προβολική εξίσωση (Εξ. 1.30) είναι ισο-
δύναµη µε τις εξισώσεις συγγραµµικότητας (βλ. Εξ. 2.1) της Φωτογραµµετρίας, υπό 
την παραδοχή κανονικής µηχανής. 
 
 
1.7  Η εικόνα ω της απόλυτης κωνικής 

Η εικόνα ω της απόλυτης κωνικής (Image of the Absolute Conic) αποτελεί µια φαντα-
στική κωνική, η οποία περιγράφεται από συµµετρικό οµογενή πίνακα 3×3 έξι παρα-
µέτρων µε πέντε βαθµούς ελευθερίας: 
 

1 2 3

2 4 5

3 5 6

ω ω ω
ω ω ω
ω ω ω

 
 =  
  

ω  (1.32)

 
Η ω συνδέεται άµεσα µε τις εσωτερικές παραµέτρους της µηχανής µέσω της σχέσης: 
 

Τ 1ω − −= Κ Κ  (1.33)
 
Για τον λόγο αυτό, άλλωστε, αποτελεί βασικό εργαλείο βαθµονόµησης, ιδίως στην βι-
βλιογραφία της Όρασης Υπολογιστών. Η απόδειξη της παραπάνω σχέσης περιγρά-
φεται αναλυτικά από τους Hartley and Zisserman (2001) και στηρίζεται στην διαπί-
στωση ότι η προβολή σηµείων από το επίπεδο του απείρου στην εικόνα πραγµατο-
ποιείται µέσω ενός δισδιάστατου προβολικού µετασχηµατισµού Η που γράφεται: 
 

=Η ΚR  (1.34)
 
(όπου R ο πίνακας στροφής). Είναι προφανές ότι ο υπολογισµός των στοιχείων της 
εικόνας της απόλυτης κωνικής επιτρέπει να προσδιοριστεί ο εσωτερικός προσανατο-
λισµός µιας µηχανής. Μια τέτοια µέθοδος υπολογισµού της ω µε σκοπό την µονοει-
κονική βαθµονόµηση (Liebowitz, 2001) στηρίζεται στην εξίσωση: 
 

T1 2 0ω =V V  (1.35)
 
όπου V1 και V2  είναι δύο σηµεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων του χώρου σε οµο-
γενείς συντεταγµένες. Πέντε τέτοιες εξισώσεις επαρκούν για να προσδιοριστούν πλή-
ρως τα στοιχεία του πίνακα Κ της µηχανής. Η θεώρηση κανονικής µηχανής (α = 1 και 
s = 0) περιορίζει τις άγνωστες παραµέτρους της ω από πέντε σε τρεις, επιτρέποντας 
να βαθµονοµούνται µηχανές από τρία ζεύγη σηµείων φυγής ορθογώνιων διευθύν-
σεων του χώρου (τα τρία πρωτεύοντα σηµεία φυγής). Αυτό είναι και το αντικείµενο 
του επόµενου κεφαλαίου. 

 



 35

Κεφάλαιο 2 

Βαθµονόµηση από τρία σηµεία φυγής 
 
 
 
Στο κεφάλαιο αυτό µελετάται η βασική γεωµετρία που διέπει την περίπτωση εικόνας 
µε τρία σηµεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων του χώρου. Αρχικά, γίνεται εκτενής 
αναφορά στις µεθόδους βαθµονόµησης µηχανής βάσει τριών σηµείων φυγής, από 
τον χώρο τόσο της φωτογραµµετρίας όσο και εκείνον της όρασης υπολογιστών. Κα-
τόπιν περιγράφεται αναλυτικά η µέθοδος βαθµονόµησης κατά Gracie, η οποία απο-
τελεί την πρώτη προσπάθεια να µοντελοποιηθούν µαθηµατικά οι γεωµετρικές σχέ-
σεις µεταξύ τριών σηµείων φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων και των παραµέτρων ε-
σωτερικού προσανατολισµού της µηχανής. Εν συνεχεία, αναλύεται και αναπαριστά-
ται ο γεωµετρικός τόπος του προβολικού κέντρου της εικόνας (βάσει του θεωρήµα-
τος του Poncelet), όπως αυτό δεσµεύεται από δεδοµένο πίνακα οµογραφίας Η (H 
matrix) µεταξύ επιπέδου του χώρου και της προβολής του στην εικόνα, καθώς και η 
σχέση που συνδέει την οµογραφία (αναγωγή) µε την θέση των σηµείων φυγής. Τέ-
λος, αναπτύσσονται και συγκρίνονται πειραµατικά (µε την µέθοδο της δέσµης) τρεις 
εναλλακτικοί αλγόριθµοι βαθµονόµησης µηχανής από σηµεία φυγής, ενώ µελετάται 
και η περίπτωση προσδιορισµού των συντελεστών της ακτινικής διαστροφής ταυτό-
χρονα µε την εκτίµηση των βασικών εσωτερικών παραµέτρων της µηχανής. 

 
 
 
 
2.1  Μέθοδοι βαθµονόµησης µηχανής από τρία σηµεία φυγής 

Με τον όρο “βαθµονόµηση µηχανής” εννοείται ο προσδιορισµός των εσωτερικών πα-
ραµέτρων της, µε αποτέλεσµα την αποκατάσταση της γεωµετρίας της δέσµης (νοού-
µενης ως κεντρικής προβολής) που σχηµατίζεται, κατά τη στιγµή της λήψης, από το 
προβολικό κέντρο του φακού και τα προβαλλόµενα στην εικόνα σηµεία. Η εκτίµηση 
αυτών των παραµέτρων, που είναι γνωστές στην φωτογραµµετρική βιβλιογραφία ως 
παράµετροι του εσωτερικού προσανατολισµού της µηχανής, συνιστά βασικό αντικεί-
µενο µελέτης στην φωτογραµµετρία όσο και την όραση υπολογιστών, αφού – σε συν-
δυασµό µε τον εξωτερικό προσανατολισµό της εικόνας – επιτρέπουν να µοντελοποι-
ηθεί µαθηµατικά η σχέση που συνδέει τις 3D συντεταγµένες ενός αντικειµένου του 
χώρου µε τις 2D συντεταγµένες του στην εικόνα. 

 Οι µέθοδοι βαθµονόµησης µπορούν να χωριστούν σε επιµέρους κατηγορίες ανά-
λογα µε τον αριθµό των απαιτούµενων εικόνων (µονοεικονικές, διεικονικές ή και πο-
λυεικονικές µέθοδοι), µε το επίπεδο της προαπαιτούµενης γνώσης σχετικά µε την δο-
µή του απεικονιζόµενου αντικειµένου (αντικείµενα µε γνωστή, εν µέρει γνωστή ή και 
εντελώς άγνωστη γεωµετρία) και, τέλος, ανάλογα µε τον τύπο των αντικειµένων, πχ. 
πλήρως τρισδιάστατα, επίπεδα ή ακόµα και µονοδιάστατα αντικείµενα (Zhang, 2000, 
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Gurdjos et al., 2002, Gurdjos and Sturm, 2003).  

 Από την άλλη µεριά, τεχνικές βαθµονόµησης µηχανής βασιζόµενες στην ύπαρξη 
σηµείων φυγής στην εικόνα (που είναι ένα από τα κύρια αντικείµενα αυτής της διατρι-
βής) εµφανίζονται τόσο στην φωτογραµµετρική βιβλιογραφία όσο και σε εκείνη της Ό-
ρασης Υπολογιστών. Στα βασικά πλεονεκτήµατά τους συγκαταλέγονται το κατ’ αρχήν 
σχετικά απλό γεωµετρικό και µαθηµατικό µοντέλο που χρησιµοποιείται, η δυνατότητα 
εφαρµογής τους µε µονοεικονικό ή και πολυεικονικό τρόπο, η απουσία ανάγκης γιά 
µετρητική πληροφορία σχετικά µε τα απεικονιζόµενα αντικείµενα, η δυνατότητα αυτο-
µατοποίησής τους και, τέλος, το µεγάλο πλήθος εφαρµογών όπου µπορούν να χρη-
σιµοποιηθούν. Πρόκειται βέβαια για µεθόδους που αξιοποιούν, πρωτίστως, την πα-
ραλληλία και την καθετότητα µεταξύ των στοιχείων (ευθειών ή/και επιπέδων) του ει-
κονιζόµενου χώρου, γεγονός που προφανώς περιορίζει την εφαρµογή τους σε αν-
θρωπογενή περιβάλλοντα.  

 Η πρώτη καταγεγραµµένη προσπάθεια γιά την αξιοποίηση τριών σηµείων φυγής 
ορθογώνιων διευθύνσεων του χώρου µε σκοπό την βαθµονόµηση µηχανής χρονολο-
γείται τον 18ο αιώνα. Ο B. Taylor, στο βιβλίο του New Principles of Linear Perspective 
(Λονδίνο, 1719), περιγράφει την µέθοδο µε την οποία µπορεί να προσδιοριστεί η θέ-
ση του οφθαλµού του καλλιτέχνη – αντίστροφο πρόβληµα – από έναν πίνακα ζωγρα-
φικής (αναφέρεται από τους Jones, 1951, και Bénallal and Meunier, 2003). Η γεωµε-
τρική αυτή µέθοδος παρουσιάζεται στο Σχ. 2.1. 

 Προσδιορίζοντας τα τρία σηµεία φυγής Ι, Η και Κ από τις παράλληλες πλευρές 
τού παραλληλεπιπέδου που απεικονίζεται στο επίπεδο e της εικόνας και φέροντας τα 
ύψη του τριγώνου ΙΗΚ, µπορεί κανείς να υπολογίσει την θέση του πρωτεύοντος ση-
µείου Ρ της εικόνας ως το σηµείο τοµής των τριών υψών ΙΝ, ΗΜ και ΚL του τριγώνου 
(ορθόκεντρο τριγώνου). Η σταθερά c της µηχανής είναι ίση µε το µήκος του τµήµατος 
ΟΡ, όπου Ο το σηµείο τοµής του κύκλου µε διάµετρο ένα εκ των υψών του τριγώνου 
(εδώ έστω το KL) µε την ευθεία δια του Ρ που είναι κάθετη στο αντίστοιχο ύψος του 
τριγώνου (εν προκειµένω το KL). 

 Η γεωµετρική αυτή µέθοδος, όπως αναφέρει ο Jones (1951), επεκτάθηκε µερικές 
δεκαετίες αργότερα από τον J.H. Lambert (La Perspective Affranchie de l' Embaras 
du Plan Géometral, Ζυρίχη, 1759), ο οποίος άλλωστε θεωρείται, υπό µία έννοια, και 
ως ο ιδρυτής του επιστηµονικού κλάδου της φωτογραµµετρίας. Χρειάστηκε να περά-
σουν δύο αιώνες µέχρι να υιοθετηθεί η προσέγγιση αυτή, µε αναλυτικούς όρους, από 
τους Merritt (1958) και Gracie (1968). Ιδιαίτερα ο τελευταίος, ανέπτυξε το µαθηµατικό 
µοντέλο για τον προσδιορισµό του εσωτερικού προσανατολισµού και των στροφών 
της εικόνας από τρία σηµεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων του χώρου. Έκτοτε αρ-
κετοί ερευνητές από τον χώρο της φωτογραµµετρίας έχουν ασχοληθεί µε την βαθµο-
νόµηση µηχανής από σηµεία φυγής, όπως φαίνεται στις επόµενες ενδεικτικές αναφο-
ρές. Στην πιό απλή περίπτωση, οι Καρράς και Πέτσα (1992) και Petsa et al. (1993), 
υποθέτοντας δεδοµένη θέση πρωτεύοντος σηµείου, αξιοποίησαν δύο σηµεία φυγής 
στην εικόνα για την βαθµονόµηση και την εν συνεχεία αναγωγή ιστορικών φωτογρα-
φιών, τεχνική την οποία υιοθέτησαν και οι Stefanidis et al. (2006), ενώ αργότερα ερ-
γάστηκαν αντίστοιχα και µε τρία σηµεία φυγής (Karras and Petsa, 1999). Με την ανα-
γωγή ιστορικών εικόνων µέσω τριών σηµείων φυγής ασχολήθηκαν επίσης οι Bräuer-
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Burchardt (2001) και Bräuer-Burchardt και Voss (2001a, 2001b) οι οποίοι, εκτός των 
άλλων, αντιµετώπισαν περιπτώσεις όπου ένα σηµείο φυγής της εικόνας τείνει στο ά-
πειρο, χρησιµοποιώντας γνωστή αναλογία διαστάσεων του αντικειµένου. Αντίστοιχα, 
ο van den Heuvel (1999, 2001) αξιοποίησε δεσµεύσεις παραλληλίας και καθετότητας 
µεταξύ ευθύγραµµων τµηµάτων του αντικειµένου για να εκτιµήσει τα στοιχεία του ε-
σωτερικού προσανατολισµού της µηχανής. Ακόµα, οι Aguillera et al. (2005) πραγµα-
τοποίησαν µονοεικονική βαθµονόµηση από τρία σηµεία φυγής µε σκοπό την τρισδιά-
στατη ανακατασκευή αντικειµένων και την οπτικοποίησή τους σε κατάλληλο περιβάλ-
λον γραφικών. 

 Τέλος, αξιοσηµείωτες είναι ορισµένες παλαιότερες εργασίες για την µονοεικονική 
βαθµονόµηση µηχανής (Rawiel, 1980, Ethrog, 1984, Novak, 1986), όπου όµως δεν 
υπεισέρχονται ρητά τα σηµεία φυγής αλλά τα ελάχιστα δεδοµένα (ανά δύο εικονοση-
µεία σε τρία ορθογωνικά ζεύγη ευθειών του χώρου). Γενικότερο ενδιαφέρον έχουν και 
οι γραφικές λύσεις των Busby (1981), Brill and Williamson (1987). Μάλιστα οι τελευ-
ταίοι έχουν συγγράψει χρήσιµο εγχειρίδιο µε γραφικές και αναλυτικές λύσεις γιά την 
µετρητική χρήση της προοπτικής (Williamson and Brill, 1990). 
 

 

Σχήµα 2.1. Η γεωµετρική µέθοδος του Taylor για την βαθµονόµηση µηχανής από τρία 
σηµεία φυγής (κατά Bénallal and Meunier, 2003). 



 38

Παράλληλα, σηµαντικός αριθµός ερευνητών από τον χώρο της όρασης υπολογιστών 
έχει επίσης ασχοληθεί µε βαθµονόµηση µηχανής από τρία σηµεία φυγής ορθογώνι-
ων διευθύνσεων του χώρου, ενίοτε δε σε συνδυασµό µε την µονοεικονική ανακατα-
σκευή του αντικειµένου (βλ. ενδεικτικά: Becker and Bove, 1995, Antone and Teller, 
2000, Guillou et al., 2000, Qing et al., 2001, Alvarez et al., 2002,  Deutscher et al., 
2002, Grossmann et al., 2002, Lee et al., 2002, Nevatia et al., 2002, Wilczkowiak et 
al., 2002, Wang et al., 2005). Ειδικότερα, η εργασία των Caprile and Torre (1990) γιά 
την βαθµονόµηση µηχανής από τρία σηµεία φυγής συνιστά µέχρι και σήµερα σηµείο 
αναφοράς για αρκετούς ερευνητές του εν λόγω κλάδου. Η προσεκτική ανάγνωση της 
εργασίας τους καταλήγει στο συµπέρασµα ότι το µαθηµατικό µοντέλο βαθµονόµησης 
που χρησιµοποιούν βρίσκεται σε πλήρη συµφωνία µε την µέθοδο του Gracie (1968). 

 Ιδιαίτερης αναφοράς χρήζουν ακόµα οι εργασίες των Liebowitz et al. (1999) – βλ. 
επίσης και Liebowitz (2001) – και Sturm and Maybank (1999a), στις οποίες χρησιµο-
ποιούνται οι συντεταγµένες τριών σηµείων φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων προκει-
µένου να υπολογιστεί η εικόνα ω της απόλυτης κωνικής (IAC: image of the absolute 
conic) και εν συνεχεία να εξαχθούν οι εσωτερικές παράµετροι της µηχανής, οι οποίες 
στην ορολογία της όρασης υπολογιστών περιγράφονται µε τον όρο πίνακας βαθµο-
νόµησης (βλ. Κεφάλαιο 1). Αντίστοιχα, οι Cipolla et al. (1999a και 1999b) οδηγήθη-
καν στο ίδιο αποτέλεσµα εκµεταλλευόµενοι τις ιδιότητες του πίνακα στροφής R της ει-
κόνας. Ξεκινώντας από τις έξι προβολικές εξισώσεις που συνδέουν τις συντεταγµένες 
τριών σηµείων φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων µε τις παραµέτρους του εσωτερικού 
προσανατολισµού και τον πίνακα στροφής, περιέγραψαν µια εναλλακτική µέθοδο βα-
θµονόµησης µε τελικό στόχο την 3D αποτύπωση πολυεπίπεδων αντικειµένων. Καίτοι 
υπάρχουν βασικές διαφορές στο εκάστοτε χρησιµοποιούµενο γεωµετρικό και µαθη-
µατικό υπόβαθρο, µπορεί να αποδειχθεί ότι όλες οι προαναφερθείσες µέθοδοι ουσι-
αστικά ισοδυναµούν µε το αναλυτικό φωτογραµµετρικό µοντέλο του Gracie. 
 
 
2.2  Βαθµονόµηση κατά Gracie 

Ο Gracie (1968), όπως έχει ήδη σηµειωθεί, ήταν ο πρώτος που έδωσε τις µαθηµατι-
κές σχέσεις που συνδέουν τις τρεις βασικές παραµέτρους του εσωτερικού προσανα-
τολισµού – σταθερά c της µηχανής, θέση (x0, y0) του πρωτεύοντος σηµείου – και τις 
τρεις στροφές ω, φ, κ µιας εικόνας µε τις εικονοσυντεταγµένες τριών σηµείων φυγής 
ορθογώνιων διευθύνσεων του χώρου. 

 Έστω λοιπόν η λήψη του Σχ. 2.2 µε εσωτερικό προσανατολισµό [c, P(x0, y0)] και 
εξωτερικό προσανατολισµό [Xο, Yο, Zο, ω, φ, κ]. Με Ο συµβολίζεται το κέντρο προβο-
λής και µε VΧ (x1, y1), VΥ (x2, y2), VΖ (x3, y3) οι εικονοσυντεταγµένες τριών σηµείων φυ-
γής που αντιστοιχούν στις ορθογώνιες διευθύνσεις X, Y, Z του χώρου. Ξεκινώντας α-
πό τις εξισώσεις συγγραµµικότητας (2.1), δια των οποίων εκφράζονται οι εικονοσυν-
τεταγµένες xi, yi γνωστού σηµείου (Xi, Yi, Zi) του χώρου, 
 

11 12 13

31 32 33

i o i o i o
i o

i o i o i o

r (X X ) r (Y Y ) r (Z Z )x x c
r (X X ) r (Y Y ) r (Z Z )

− + − + −
− = −

− + − + −
 

 
(2.1)
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21 22 23

31 32 33

i o i o i o
i o

i o i o i o

r (X X ) r (Y Y ) r (Z Z )y y c
r (X X ) r (Y Y ) r (Z Z )

− + − + −
− = −

− + − + −
 

 
(όπου rij τα στοιχεία του πίνακα στροφής R) και θέτοντας διαδοχικά Yi = Yο, Zi = Zο 
για την διεύθυνση X, Χi = Χο, Zi = Zο για την διεύθυνση Υ και Χi = Χο, Ζi = Ζο για την 
διεύθυνση Ζ του χώρου, ο Gracie κατέληξε στις Εξ. (2.2) που συνδέουν τα στοιχεία 
του εσωτερικού προσανατολισµού και τις στροφές τις εικόνας (πίνακας στροφής R) 
µε τις εικονοσυντεταγµένες των σηµείων φυγής VΧ (x1, y1), VΥ (x2, y2), VΖ (x3, y3): 
 

11
1

31
o

rx x c
r

= − ,  21
1

31
o

ry y c
r

= −  

12
2

32
o

rx x c
r

= − ,  22
2

32
o

ry y c
r

= −  

13
3

33
o

rx x c
r

= − ,  23
3

33
o

ry y c
r

= −  

(2.2)

 

 
Σχήµα 2.2. Γεωµετρία λήψης µε τρία σηµεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων του χώρου. 
 
Η επίλυση των Εξ. (2.2) ως προς τις παραµέτρους του εσωτερικού προσανατολισµού 
και τις στροφές είναι αρκετά σύνθετη, γι' αυτό και ο Gracie εκµεταλλεύτηκε την ιδιότη-
τα ότι τα διανύσµατα ΟVX, ΟVY, ΟVΖ που συνδέουν το προβολικό κέντρο µε τα ση-
µεία φυγής, όντας παράλληλα στους άξονες X, Y, Z του χώρου, είναι ανά δύο κάθετα 
µεταξύ τους. Αναπτύσσοντας τα εσωτερικά τους γινόµενα, κατέληξε στις Εξ. (2.3): 
 

1 2 1 2 2o o o o(x x )(x x ) (y y )(y y ) c 0− − + − − + =  
 

1 3 1 3 2o o o o(x x )(x x ) (y y )(y y ) c 0− − + − − + =  
 

2 3 2 3 2o o o o(x x )(x x ) (y y )(y y ) c 0− − + − − + =  

(2.3)

 
Από αυτές προκύπτουν οι συντεταγµένες του πρωτεύοντος σηµείου P: 
 

1 3 2 3

1 3 2 3 2 3 1 3
o

A(y y ) B(y y )x
(y y )(x x ) (y y )(x x )

− − −
=

− − − − −
 (2.4)
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1 3 2 3

1 3 2 3 2 3 1 3
o

A(x x ) B(x x )y
(y y )(x x ) (y y )(x x )

− − −
= −

− − − − −
 

 
όπου 
 

    1 2 3 1 2 3A y (y y ) y (x x )= − − −      2 1 3 2 1 3B y (y y ) x (x x )= − − −  
 
και η σταθερά c της µηχανής: 
 

1 o 2 o 1 o 2 oc (x x )(x x ) (y y )(y y )= − − − − − −  
 

1 o 3 o 1 o 3 oc (x x )(x x ) (y y )(y y )= − − − − − −  
 

2 o 3 o 2 o 3 oc (x x )(x x ) (y y )(y y )= − − − − − −  

(2.5)

 
Οι τρεις διαφορετικές Εξ. (2.5) για τον υπολογισµό της σταθεράς της µηχανής είναι 
ισοδύναµες, γεγονός που αποδεικνύεται αν αντικατασταθούν σε αυτές οι συντεταγµέ-
νες του πρωτεύοντος σηµείου από τις Εξ. (2.4) [πρβλ. τις τρεις δυνατές κατασκευές 
κατά Taylor της προηγούµενη ενότητας, βλ. και Σχ. 2.1]. 

 Αφού έχουν προσδιοριστεί τα στοιχεία του εσωτερικού προσανατολισµού, υπο-
λογίζεται πλέον άµεσα ο πίνακας στροφής R της εικόνας. Τα διευθύνοντα συνηµίτονα 
των τριών διανυσµάτων ΟVX, ΟVY και ΟVΖ είναι, αντίστοιχα, [(x1 − xo)/lx, (y1 − yo)/lx, 
−c/lx] [(x2 -xo)/ly, (y2 - yo)/ly, -c/ly] και [(x3 - xo)/lz, (y3 - yo)/lz, -c/lz], όπου li το µέτρο του 
αντίστοιχου διανύσµατος, και ο πίνακας στροφής R δίδεται από τη σχέση: 
 

1 2 3

Χ Y Z

1 2 3

Χ Y Z

Χ Y Z

o o o

o o o

x x x x x x
l l l

y y y y y y
l l l

c c c
l l l

− − − 
 
 

− − − =  
 

− − − 
  

R  (2.6)

 
Η Εξ. (2.6) ισχύει σε περίπτωση κατά την οποία ο άξονας της λήψης είναι οµόρρο-
πος και µε τις τρεις διευθύνσεις του χώρου X, Y, Z. Σε αντίθετη περίπτωση τα διευθύ-
νοντα συνηµίτονα των αντίστοιχων διανυσµάτων πολλαπλασιάζονται στην Εξ. (2.6) 
µε −1. Αξίζει να σηµειωθεί ότι κατά την εξαγωγή των γωνιών ω, φ, κ από τον πίνακα 
στροφής R προκύπτουν δύο λύσεις (ω, φ, κ και ω + π, π − φ, π + κ), που όµως είναι 
ισοδύναµες αφού περιγράφουν τον ίδιο προσανατολισµό του επιπέδου της εικόνας. 

 Τέλος, σηµειώνεται ότι η προσέγγιση του Gracie, η οποία είναι άµεση και σχετικά 
απλή στην εφαρµογή της (σύστηµα εξισώσεων χωρίς περίσσεια), έχει χρησιµοποιη-
θεί σε διπλωµατικές εργασίες που εκπονήθηκαν στο Εργαστήριο Φωτογραµµετρίας 
του ΕΜΠ για την βαθµονόµηση µηχανής όσο και για την ψηφιακή αναγωγή επίπεδων 
αντικειµένων χωρίς φωτοσταθερά (Σκιαδάς, 2000, Χρυσαφίνος, 2004). 
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2.3  Σηµεία φυγής και αναγωγή επίπεδων αντικειµένων 

Στο Κεφάλαιο 1 περιγράφηκε η σχέση που συνδέει τα στοιχεία του πίνακα H της ανα-
γωγής ή οµογραφίας (homography) µε τις εικονοσυντεταγµένες των σηµείων φυγής 
VX, VY δύο κάθετων διευθύνσεων του χώρου. Έτσι, ο υπολογισµός της προβολικής 
σχέσης (πίνακας H) µεταξύ ενός επίπεδου σχήµατος και της κεντρικής προβολής του 
επί του επιπέδου της εικόνας επιτρέπει ταυτόχρονα, συν τοις άλλοις, να προσδιορι-
στεί η θέση των σηµείων φυγής των δύο κάθετων αξόνων του επιπέδου του χώρου 
στην εικόνα. Παράλληλα µε τον προσδιορισµό των σηµείων φυγής, ο πίνακας H ορί-
ζει και όλες τις δυνατές θέσεις του πρωτεύοντος σηµείου P που είναι συµβατές µε την 
συγκεκριµένη αναγωγή. Σε αυτό το συµπέρασµα κατέληξε ο Gurdjos (2002) στηριζό-
µενος σε ένα θεώρηµα του J.V. Poncelet (Traité des Propriétés Projectives des Figu-
res, Παρίσι, 1862), το οποίο και αναδιατύπωσε ως εξής:  

“Εάν ένα επίπεδο σχήµα αποτελεί κεντρική προβολή ενός άλλου επίπεδου σχή-
µατος, τότε τα δύο σχήµατα διατηρούν την προοπτική αντιστοιχία τους (πίνακας 
οµογραφίας Η) για κάθε νέα θέση που προκύπτει από την περιστροφή του επι-
πέδου του πρώτου περί την τοµή του µε το επίπεδο του δεύτερου σχήµατος”. 

Σε αυτήν την περίπτωση οι πιθανές θέσεις του κέντρου προβολής ορίζουν κύκλο σε 
επίπεδο κάθετο προς την ευθεία τοµής. Το κάθετο ίχνος του κύκλου επί του πρώτου 
επιπέδου (επίπεδο της εικόνας) σχηµατίζει ευθεία, καλούµενη πρωτεύουσα ευθεία, η 
οποία αποτελεί τον γεωµετρικό τόπο του πρωτεύοντος σηµείου P.  

 Στο Σχ. 2.3 το τετράπλευρο q αποτελεί την κεντρική προβολή του τετραπλεύρου 
Q του χώρου (επίπεδο Ε) πάνω στο επίπεδο της εικόνας (επίπεδο e). Τα τετράπλευ-
ρα q και Q διατηρούν την προοπτική τους αντιστοιχία (κοινός πίνακας αναγωγής Η)  
καθώς το επίπεδο e της εικόνας περιστρέφεται περί την ευθεία τοµής L των δύο επι-
πέδων. Για διαφορετικές γωνίες στροφής t (γωνίες κλίσης) του επιπέδου της εικόνας 
προκύπτουν διαφορετικά κέντρα προβολής O, τα οποία σχηµατίζουν κύκλο σταθερής 
ακτίνας, κάθετον στο επίπεδο e αλλά και στην ευθεία φυγής vl. Σε κάθε νέα θέση του 
Ο επί του κύκλου αυτού αντιστοιχεί διαφορετική σταθερά c της µηχανής (απόσταση 
του Ο από την εικόνα) και διαφορετική θέση πρωτεύοντος σηµείου P (ορθή προβολή 
του Ο επί της εικόνας). Οι πιθανές θέσεις του πρωτεύοντος σηµείου σχηµατίζουν την 
πρωτεύουσα ευθεία pl (“center line” κατά τον Gurdjos). 

 Βάσει των προηγηθέντων, ο Gurdjos εξέφρασε την εξίσωση του κύκλου (κέντρο 
και ακτίνα του κύκλου), καθώς και την εξίσωση της πρωτεύουσας ευθείας στο επίπε-
δο της εικόνας, ως προς τους οκτώ συντελεστές της οµογραφίας (αναγωγής) Η. Τις 
σχέσεις αυτές τις αξιοποίησε ώστε να βελτιστοποιήσει την συνόρθωση κατά την δια-
δικασία βαθµονόµησης βάσει επιπέδων (“plane-based calibration”). Στην ουσία, αντι-
κατέστησε το αλγεβρικό µέγεθος που ελαχιστοποιείται στην διαδικασία της συνόρθω-
σης (Zhang, 2000, Sturm and Maybank, 1999b) µε ένα νέο γεωµετρικό µέγεθος που 
στηρίζεται στην εξίσωση της πρωτεύουσας ευθείας, επιτυγχάνοντας έτσι ανώτερη α-
κρίβεια στην βαθµονόµηση της µηχανής. 

 Συµπερασµατικά, η γνώση του προβολικού µετασχηµατισµού (οµογραφία Η) µε-
ταξύ δύο επιπέδων καθορίζει την θέση των σηµείων φυγής των δύο κάθετων αξόνων 
του χώρου (και συνεπώς την ευθεία φυγής), και δεσµεύει τόσο τον εξωτερικό όσο και 
τον εσωτερικό προσανατολισµό της µηχανής (πρωτεύουσα ευθεία). 
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Σχήµα 2.3. Γεωµετρική απεικόνιση του θεωρήµατος του Poncelet. 
 
Πρέπει, τέλος, να αναφερθεί ότι η πρωτεύουσα ευθεία αποτελεί επίσης τον γεωµετρι-
κό τόπο και για το τρίτο σηµείο φυγής VZ της κατακόρυφης διεύθυνσης. Συνεπώς, αν 
είναι γνωστή µια διεύθυνση προς το τρίτο σηµείο φυγής – πχ. ένα ευθύγραµµο τµήµα 
στην εικόνα που απεικονίζει διεύθυνση του χώρου κάθετη στο επίπεδο XY – τότε αυ-
τό µπορεί να εντοπιστεί ως η τοµή της ευθείας αυτής µε την πρωτεύουσα ευθεία, επι-
τρέποντας έτσι πλήρη βαθµονόµηση µηχανής από τα τρία διαθέσιµα σηµεία φυγής. 
 
 
2.4  Σηµεία φυγής και γωνίες στροφής της µηχανής  

Στην ενότητα 2.2 αναπτύχθηκε ο τρόπος προσδιορισµού των τριών στροφών ω, φ, κ 
της µηχανής από τρία σηµεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων του χώρου. Στην πα-
ρούσα ενότητα περιγράφεται η γεωµετρική σχέση των γωνιών αζιµούθιο a (azimuth), 
κλίση t (tilt) και στροφή s (swing) µε την θέση των σηµείων φυγής στο επίπεδο της 
εικόνας. Οι γωνίες αυτές, οι οποίες εµφανίζονται στο Σχ. 2.4, αποτελούν εναλλακτική 
έκφραση των γωνιών ω, φ, κ (Μπαντέκας, 1975). 

 Έστω ότι είναι γνωστές οι θέσεις δύο σηµείων φυγής (VX, VY) των κάθετων διευ-
θύνσεων X, Y του χώρου, όπως αυτές φαίνονται στο Σχ. 2.5. Η κλίση της ευθείας φυ-
γής VXVY ως προς τον άξονα x της εικόνας είναι ίση µε την στροφή της µηχανής περί 
τον άξονα λήψης, άρα και µε την γωνία s (στροφή). Εποµένως, γνωρίζοντας απλώς 
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την εξίσωση της ευθείας φυγής µπορεί κανείς να προσδιορίσει άµεσα την στροφή s.  
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t
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Σχήµα 2.4. Αζιµούθιο (a), κλίση (t) και στροφή (s) της εικόνας. 
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Σχήµα 2.5: Υπολογισµός γωνιών a και s από την ευθεία φυγής VXVY και την πρωτεύουσα 
ευθεία  pl. 
 
Εάν επιπλέον είναι γνωστή η εξίσωση της πρωτεύουσας ευθείας pl (γεωµετρικός τό-
πος του πρωτεύοντος σηµείου P) στην εικόνα, τότε µαζί µε την στροφή s είναι δυνατή 
ταυτόχρονα και η εκτίµηση του αζιµουθίου a. Όπως φαίνεται από το Σχ. 2.5, το ση-
µείο τοµής της πρωτεύουσας ευθείας pl και του κύκλου µε διάµετρο VXVY αντιπροσω-
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πεύει το ισόκεντρο Ι της µηχανής, το οποίο φωτογραµµετρικά ορίζεται ως το σηµείο 
τοµής της διχοτόµου της γωνίας POVZ – όπου P το πρωτεύον σηµείο, O το προβολι-
κό κέντρο και VZ το σηµείο φυγής της τρίτης ορθογώνιας διεύθυνσης του χώρου – µε 
το επίπεδο της εικόνας (Church and Quinn, 1948). Το ισόκεντρο Ι, το οποίο ουσιαστι-
κά υλοποιείται από την κατάκλιση του προβολικού κέντρου Ο επί του επιπέδου της 
εικόνας περί την ευθεία φυγής VXVY, παρέχει την δυνατότητα για την άµεση µέτρηση 
της αληθούς γωνίας που σχηµατίζουν δύο ευθείες του χώρου, εφόσον αυτές να προ-
εκταθούν στην εικόνα µέχρι να συναντήσουν την VXVY και τα δύο σηµεία τοµής συν-
δεθούν µε το ισόκεντρο. Σηµειώνεται ότι η ιδιότητα αυτή έχει αξιοποιηθεί στις παλαιές 
γραφικές µεθόδους του ακτινοτριγωνισµού (Hallert, 1960). Το ευθύγραµµο τµήµα ΙΙ΄ 
(η πρωτεύουσα ευθεία pl) αντιπροσωπεύει, στην ουσία, την διεύθυνση του άξονα λή-
ψης. Αντίστοιχα, η ευθεία ΙVX εκφράζει την διεύθυνση του άξονα X του χώρου. Συνε-
πώς, η γωνία a του Σχ. 2.5 ισούται µε την γωνία που σχηµατίζει ο άξονας της µηχα-
νής µε τον άξονα X του χώρου, δηλαδή το αζιµούθιο a. 

 Στην γενική περίπτωση όπου είναι γνωστές µόνον οι συντεταγµένες των σηµείων 
φυγής VX, VY δύο ορθογώνιων διευθύνσεων, ως πρωτεύουσα ευθεία pl µπορεί να θε-
ωρηθεί οποιαδήποτε ευθεία κάθετη στον ορίζοντα µεταξύ των VX και VY, ορίζοντας έ-
τσι διαφορετική, κάθε φορά, γωνία a. Το πλήθος των διαφορετικών ευθειών pl ορίζει 
και το πλήθος των διαφορετικών πινάκων αναγωγής Η που προβάλλουν τα δύο ση-
µεία φυγής VX και VY στις ίδιες ακριβώς θέσεις της εικόνας.  
 
 
2.5  Εναλλακτικές µέθοδοι βαθµονόµησης 

Στην συνέχεια περιγράφονται αναλυτικά και αξιολογούνται πειραµατικά τρεις διαφο-
ρετικοί αλγόριθµοι µονοεικονικής βαθµονόµησης µηχανής από τρία σηµεία φυγής ορ-
θογώνιων διευθύνσεων του χώρου, µε στόχο την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων τα 
οποία προκύπτουν από µεθόδους που δεν στηρίζονται σε συµβατικές πληροφορίες 
ελέγχου (όπως φωτοσταθερά σηµεία ή άλλες µετρήσεις επί του αντικειµένου), αλλά 
αποκλειστικά σε γεωµετρικές ιδιότητες του χώρου (παραλληλίες και καθετότητες µε-
ταξύ ευθειών του αντικειµένου). Επίσης, µελετάται η εισαγωγή της ακτινικής διαστρο-
φής του φακού (οι δύο πρώτοι συντελεστές k1 και k2) είτε κατά τον υπολογισµό των 
σηµείων φυγής είτε και σε ένα βήµα, δηλαδή ταυτόχρονα µε την βαθµονόµηση. 
 • Η πρώτη µέθοδος αποτελεί εφαρµογή του µαθηµατικού µοντέλου του Gracie 
(1968) και χρησιµοποιεί σηµεία φυγής που έχουν υπολογιστεί σε ένα πρώτο στάδιο. 
 • Η δεύτερη µέθοδος στηρίζεται στο µαθηµατικό µοντέλο των Petsa and Patias 
(1994), όπου ο προσδιορισµός του εσωτερικού προσανατολισµού και των στροφών 
πραγµατοποιείται µε την χρήση των παραµέτρων παρεµβληµένων ευθειών. 
 • Η τρίτη µέθοδος, βάσει µιάς ιδέας της Πέτσα (1996), αποτελεί αναδιαµόρφωση 
της δεύτερης, µε το πλεονέκτηµα ότι οι διαδικασίες παρεµβολής ευθείας, βαθµονόµη-
σης και προσανατολισµού της εικόνας πραγµατοποιούνται σε ένα και µόνο βήµα.  
 
 
2.5.1  Αλγόριθµος βαθµονόµησης βάσει σηµείων φυγής (Α) 

Όπως έχει αναφερθεί ήδη, ο Gracie (1968) διατύπωσε το µαθηµατικό µοντέλο για τον 
υπολογισµό των τριών παραµέτρων του εσωτερικού προσανατολισµού και των τριών 
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στροφών µιας εικόνας από σηµεία φυγής τριών ορθογώνιων διευθύνσεων, τα οποία 
παρέχουν τις τρεις αναγκαίες εξισώσεις. Έτσι, η µέθοδος αυτή αφορά κατ’ αρχάς τον 
υπολογισµό της θέσης σηµείων φυγής από ανεξάρτητες µετρήσεις εικονοσηµείων xi, 
yi που ανήκουν σε συγκλίνουσες ευθείες της εικόνας. Οι παρεµβαλλόµενες ευθείες 
δεσµεύονται να διέρχονται από το αντίστοιχο σηµείο φυγής F(xF, yF) σύµφωνα µε την 
ακόλουθη εξίσωση παρατήρησης: 
 

( )F Fi ix x y y t 0− − − =  (2.7)
 
Ανάλογα µε την διεύθυνση της ευθείας, η Εξ. (2.7) µπορεί να διατυπωθεί αντίστοιχα 
για κλίση t = ∆y/∆x ως προς τον άξονα x της εικόνας. Έχοντας εκτιµήσει την θέση των 
σηµείων φυγής, µπορεί κατόπιν κανείς να προσδιορίσει απευθείας (δηλαδή χωρίς 
περίσσεια εξισώσεων) τον εσωτερικό προσανατολισµό και τον πίνακα στροφής R. 

 Η Εξ. (2.7) αγνοεί την συµµετρική ακτινική διαστροφή του φακού ∆r. Η εισαγωγή 
της δίνει την ακόλουθη εξίσωση (όπου τίθεται xo = yo = 0, όταν αυτά είναι άγνωστα): 

 
( )( )

( )( )
F

F

2 4i i o 1 2

2 4i i o 1 2

x x x k r k r x

y y y k r k r y t 0

− − + − −

 − − − + − = 
 (2.8)

 
Σε αυτή την περίπτωση όλες οι παρατηρήσεις (εικονοσηµεία) συνορθώνονται σε ένα 
ενιαίο βήµα µε κοινούς αγνώστους τους δύο συντελεστές k1, k2 της ακτινικής διαστρο-
φής. Εάν δεν είναι δυνατή η παραδοχή πως το πρωτεύον σηµείο, το οποίο θεωρείται 
συνήθως και ως κέντρο συµµετρίας για την ακτινική διαστροφή, είναι κοντά στο εικο-
νόκεντρο, τότε απαιτείται µια πρώτη λύση (βαθµονόµηση) χωρίς ακτινική διαστροφή, 
για έναν πιο ικανοποιητικό εντοπισµό του πρωτεύοντος σηµείου όσον αφορά την α-
κτινική διαστροφή. Το τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους (σο) της συνόρθωσης για 
τον υπολογισµό των τριών σηµείων φυγής αποτελεί ένδειξη της ακρίβειας της όλης 
διαδικασίας. Τελικά, οι τιµές των στοιχείων του εσωτερικού προσανατολισµού προκύ-
πτουν απευθείας από τις Εξ. (2.4) και (2.5). Η εκτίµηση της ακρίβειάς τους απαιτεί εν 
προκειµένω να εφαρµοστεί διαδικασία µετάδοσης σφάλµατος. 
 
 
2.5.2 Αλγόριθµος βαθµονόµησης βάσει των παραµέτρων των ευθειών (Β) 

Σε αυτή την περίπτωση το µαθηµατικό µοντέλο των Petsa and Patias (1994) συνοψί-
ζεται ως ακολούθως. Έστω πως G είναι ευθεία του χώρου και e το επίπεδο κεντρικής 
προβολής της αντίστοιχης ευθείας g στην εικόνα (Σχ. 2.6). Επίσης, έστω ότι n είναι το 
κάθετο διάνυσµα του e και δt = [L M N] το διάνυσµα διεύθυνσης της ευθείας του χώ-
ρου. Αν R είναι ο πίνακας στροφής, τότε η εξίσωση 
 

t 0=n Rδ  (2.9)

 
αποτελεί τη συνθήκη ορθογωνικότητας των δύο διανυσµάτων n και δ. Αυτή είναι ισο-
δύναµη µε την παραλληλία της ευθείας G του χώρου (και άρα όλων των ευθειών του 
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χώρου µε την ίδια διεύθυνση) µε το προβολικό επίπεδο ε (και άρα όλων των προβο-
λικών επιπέδων που αντιστοιχούν σε ευθείες του χώρου διεύθυνσης δ). Το διάνυσµα 
n αποτελεί συνάρτηση των τριών παραµέτρων του εσωτερικού προσανατολισµού και 
των παραµέτρων της ευθείας στην εικόνα. 
 

g

G
δ

e

−a
−b

n

 
Σχήµα 2.6. Το προβολικό επίπεδο ε ευθείας G του χώρου. 
 
Στον συγκεκριµένο αλγόριθµο βαθµονόµησης οι παράµετροι των ευθειών της εικόνας 
χρησιµοποιούνται ως παρατηρήσεις στην συνόρθωση. Σε µιά πρώτη φάση πραγµα-
τοποιείται, έτσι, ανεξάρτητη παρεµβολή για όλες της ευθείας της εικόνας και υπολογί-
ζονται οι παράµετροί τους a και b βάσει της εξίσωσης: 
 

yx 1 0
a b

+ + =  (2.10)

 
Το διάνυσµα n αποτελεί τότε συνάρτηση του εσωτερικού προσανατολισµού και των 
παραµέτρων αυτών: 
 

[ ]t o ocb ca ab bx ay= − − + −n  (2.11)
 
Θέτοντας  
 

[ ]U V W=Rδ  (2.12)
 
και εισάγοντας τις Εξ. (2.11) και (2.12) στην Εξ. (2.9), καταλήγει κανείς στην σχέση:  
 

( )o ocbU caV ab bx ay W 0+ − + − =  (2.13)
 
Για κάθε ευθεία του χώρου µε γνωστή διεύθυνση προκύπτει µία συνθήκη ορθογωνι-
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κότητας της µορφής (2.13). Οι ευθείες της εικόνας πρώτα παρεµβάλλονται, και στην 
συνέχεια εισάγονται στην επόµενη συνόρθωση της βαθµονόµησης ως παρατηρήσεις, 
µε βάρη που προκύπτουν από τον πίνακα συµµεταβλητότητας της αντίστοιχης πα-
ρεµβολής. Η χρήση αυτών των βαρών είναι απαραίτητη στην προκειµένη περίπτω-
ση, ιδιαίτερα γιά ευθείες που σχηµατίζουν µικρή γωνία µε έναν από τους άξονες της 
εικόνας και άρα η τοµή τους µε αυτόν είναι πολύ αβέβαιη (Petsa and Patias, 1994). 

 Έτσι (αντίθετα µε την µέθοδο Α, όπου υπάρχουν µεν δύο βήµατα αλλά µόνο µια 
συνόρθωση αφού στο δεύτερο βήµα δεν υπάρχει περίσσεια εξισώσεων), εδώ υιοθε-
τείται διαδικασία δύο βηµάτων συνόρθωσης. Σε πρώτη φάση τα εικονοσηµεία απλώς 
δεσµεύονται να ανήκουν στις αντίστοιχες ευθείες – η ακτινική διαστροφή µπορεί να 
υπολογιστεί ταυτόχρονα µε τις παραµέτρους των ευθειών – και στην συνέχεια (δεύτε-
ρη φάση) οι υπολογισµένες παράµετροι των ευθειών εισάγονται στις προοπτικές Εξ. 
(2.13) προκειµένου να υπολογιστούν οι άγνωστες παράµετροι του εσωτερικού προ-
σανατολισµού (c, xo, yo) και των στροφών της εικόνας (ω, φ, κ). 
 
 
2.5.3 Αλγόριθµος βαθµονόµησης βάσει των εικονοσηµείων (C) 

Ο αλγόριθµος αυτός στηρίζεται στο µαθηµατικό µοντέλο της µεθόδου A αλλά χρησι-
µοποιεί, αντί των παραµέτρων των ευθειών, απευθείας τις µετρηµένες συντεταγµένες 
των εικονοσηµείων ως παρατηρήσεις. Σε αυτή την περίπτωση µια ευθεία της εικόνας 
µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των ανεξάρτητων εικονοσηµείων που την συγκρο-
τούν και της κλίσης της t, η οποία δίδεται από τη σχέση  t = ∆x/∆y (ανάλογα µε την 
κλίση της ευθείας υιοθετείται η χρήση της ισοδύναµης σχέσης t = ∆y/∆x). Έτσι, η Εξ. 
(2.11) παίρνει την ακόλουθη µορφή: 
 

( ) ( )t i o i oi c ct x x y y t=  − − − −  n  (2.14)

 
Σε αντιστοιχία µε τα προηγηθέντα, µε χρήση της Εξ. (2.12) η Εξ. (2.9) γίνεται: 
 

( ) ( )i o i ocU ctV x x y y t W 0− +  − − −  =   (2.15)

 
Κάθε εικονοσηµείο xi, yi όλων των ευθειών της εικόνας συνεισφέρει µία τέτοια συνθή-
κη στην συνόρθωση. Συνεπώς, οι διαδικασίες της παρεµβολής ευθείας, της βαθµονό-
µησης της µηχανής και του προσανατολισµού της εικόνας πραγµατοποιούνται σε ένα 
και µόνο στάδιο. Το τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους σo αποτελεί εκτίµηση της τε-
λικής ακρίβειας της συνόρθωσης.  

 Οι συντελεστές της ακτινικής διαστροφής του φακού είναι δυνατόν να συµπεριλη-
φθούν στην λύση ως εξής: 

 
( ) ( ) ( )2 4i o i o 1 2cU ctV x x y y t 1 k r k r W 0− +  − − −  − − =   (2.16)

 
Μέσω της Εξ. (2.16), κάθε εικονοσηµείο συνεισφέρει άµεσα στον ταυτόχρονο υπολο-
γισµό των 8 παραµέτρων (c, xo, yo, k1, k2, ω, φ, κ) µαζί µε τις κλίσεις ti για όλες της 
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ευθείες. Φυσικά, η συνόρθωση αυτή είναι ευαίσθητη ιδιαίτερα στον υπολογισµό της 
ακτινικής διαστροφής, καθώς εξαρτάται από το µήκος, την κατανοµή και τον θόρυβο 
των ευθύγραµµων τµηµάτων της εικόνας. Παρ’ όλα αυτά, στους ελέγχους που πρα-
γµατοποιήθηκαν η εκτίµηση της ακτινικής διαστροφής ήταν σε συµφωνία µε τα απο-
τελέσµατα από την µέθοδο της δέσµης µε αυτοβαθµονόµηση. 

 Τέλος, αξίζει να επαναληφθεί ότι οι µέθοδοι Α και C είναι άµεσες, εφόσον χρησι-
µοποιούν τα πρωτογενή δεδοµένα (σηµεία ευθειών της εικόνας) σε µία συνόρθωση 
υπό την δέσµευση της κεντρικής προβολής (στον αλγόριθµο Α οι άγνωστοι εξάγονται 
απευθείας από ίσο αριθµό εξισώσεων). Υπό την έννοια αυτή, η µέθοδος Β διαφέρει 
σαφώς αφού οι πρωτογενείς παρατηρήσεις αρχικά υπόκεινται µόνο στην δέσµευση 
συνευθειακότητας (εικονοσηµεία κείµενα επ’ ευθείας), οι δε παράµετροι των ευθειών 
που προκύπτουν από αυτή αποτελούν τις παρατηρήσεις στο επόµενο στάδιο της βα-
θµονόµησης (η χρήση βαρών εδώ είναι αναγκαία και για αυτόν τον λόγο). 
 
 
2.5.4  Πειραµατική αξιολόγηση 

Για να αξιολογηθούν οι τρεις αυτοί αλγόριθµοι, πραγµατοποιήθηκαν πειραµατικοί έ-
λεγχοι τόσο µε αντικείµενα άγνωστης γεωµετρίας (οπότε ελέγχεται η συνοχή των α-
ποτελεσµάτων µεταξύ διαφορετικών συνορθώσεων) όσο και µε γνωστά 3D αντικείµε-
να προκειµένου να συγκριθούν τα αποτελέσµατά τους µε εκείνα από πολυεικονική 
βαθµονόµηση µε την µέθοδο της δέσµης. 

 
2.5.4.1  Αποτελέσµατα από τις µονοεικονικές µεθόδους 

Οι λήψεις των οκτώ εικόνων της πρώτης δοκιµής (Σχ. 2.7) προέρχονται από αναλο-
γική µηχανή µικρού φορµάτ και χρήση διαφορετικών φακών (24 mm, 35 mm, 45 mm 
και 50 mm). ∆εδοµένου ότι οι ψηφιακές εικόνες έχουν προέλθει από σάρωση µεγεθυ-
µένων εικόνων (στις οποίες γενικά δεν απεικονίζεται το πλήρες αρνητικό), το ενδιαφέ-
ρον εδώ δεν επικεντρώθηκε τόσο στις ίδιες τις τιµές των παραµέτρων του εσωτερικού 
προσανατολισµού όσο κυρίως στην σύγκριση των αποτελεσµάτων των τριών αλγορί-
θµων βαθµονόµησης µεταξύ τους.  

 Τα αποτελέσµατα από τις τρεις µεθόδους έχουν συγκεντρωθεί στον Πίνακα 2.1 
(εδώ η ακτινική διαστροφή έχει αγνοηθεί). Είναι σαφές πως οι µέθοδοι Α και C δίνουν 
πρακτικά τις ίδιες τιµές για τις παραµέτρους βαθµονόµησης, ενώ το ίδιο ισχύει και για 
τις τιµές των τυπικών σφαλµάτων σο της µονάδας βάρους (σηµειώνεται ότι στην µέ-
θοδο Β το σο είναι αδιάστατο αφού οι παρατηρήσεις εισάγονται µε βάρη). Συνάγεται, 
έτσι, πως οι δυο µέθοδοι Α και Β είναι όντως ισοδύναµες, δεδοµένου ότι και στις δύο 
περιπτώσεις πραγµατοποιείται µία µόνη συνόρθωση µε παρατηρήσεις τις εικονοσυν-
τεταγµένες. Σηµαντική διαφορά είναι πάντως ότι η µέθοδος C, κατά την οποία η εσω-
τερική γεωµετρία της µηχανής προκύπτει ως άµεσο προϊόν της συνόρθωσης, παρέ-
χει και εκτίµηση της αβεβαιότητας προσδιορισµού των παραµέτρων της. Αντιθέτως, 
στην µέθοδο Α οι έξι άγνωστοι υπολογίζονται τελικά από έξι εξισώσεις, άρα η εκτίµη-
ση της ακρίβειας υπολογισµού των στοιχείων της µηχανής απαιτεί την µετάδοση των 
σφαλµάτων των θέσεων των σηµείων φυγής, όπως αυτά προκύπτουν από την συ-
νόρθωση παρεµβολής ευθείας (στον Πίνακα 2.1 αυτό δεν έχει γίνει). 
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Σχήµα 2.7. Οι εικόνες της πρώτης εφαρµογής. 
 

Πίνακας 2.1. Αποτελέσµατα µονοεικονικής βαθµονόµησης 
εικόνα f (mm) µέθοδος c (mm) xo (mm) yo (mm) σo 

1 50 mm 
A 
C 
B 

 48.84 
 48.80 ± 0.16 
 48.84 ± 0.21

 −1.34 
 −1.28 ± 0.15 
 −1.26 ± 0.20 

 −2.30 
 −2.32 ± 0.09 
 −2.50 ± 0.12 

   7.6 µm 
   7.6 µm 
   1.5 

2 50 mm 
A 
C 
B 

 48.89 
 48.89 ± 0.13 
 48.69 ± 0.20

   0.63 
   0.66 ± 0.26 
   0.77 ± 0.36 

 −2.06 
 −2.08 ± 0.12 
 −2.08 ± 0.26 

   7.1 µm 
   7.0 µm 
   1.9 

3 35 mm 
A 
C 
B 

 35.16 
 35.16 ± 0.05 
 35.13 ± 0.13

   0.63 
   0.63 ± 0.06 
   0.52 ± 0.20 

 −1.31 
 −1.32 ± 0.05 
 −1.33 ± 0.12 

   8.8 µm 
   9.1 µm 
   2.9 

4 35 mm 
A 
C 
B 

 34.66 
 34.66 ± 0.05 
 34.63 ± 0.09

   0.56 
   0.56 ± 0.06 
   0.56 ± 0.10 

 −1.11 
 −1.12 ± 0.05 
 −1.21 ± 0.09 

   9.4 µm 
   9.4 µm 
   2.6 

5 35 mm 
A 
C 
B 

 36.05 
 36.05 ± 0.12 
 36.16 ± 0.27

 −1.30 
 −1.24 ± 0.26 
 −1.76 ± 0.58 

   0.62 
   0.52 ± 0.15 
   0.75 ± 0.40 

 17.4 µm 
 17.6 µm 
   3.3 

6 35 mm 
A 
C 
B 

 35.69 
 35.69 ± 0.12 
 36.10 ± 0.23

 −0.08 
 −0.20 ± 0.20 
 −0.14 ± 0.41 

   1.03 
   1.06 ± 0.16 
   1.22 ± 0.28 

 16.3 µm 
 16.5 µm 
   3.2 

7 45 mm 
A 
C 
B 

 43.42 
 43.42 ± 0.14 
 43.92 ± 0.55

 −0.12 
 −0.14 ± 0.26 
   0.61 ± 0.81 

   1.28 
   1.19 ± 0.13 
   1.29 ± 0.46 

 17.7 µm 
 16.9 µm 
   5.8 

8 24 mm 
A 
C 
B 

 24.46 
 24.49 ± 0.07 
 24.40 ± 0.17

 −0.20 
 −0.19 ± 0.12 
   0.07 ± 0.24 

   1.82 
   1.79 ± 0.07 
   1.85 ± 0.14 

 19.5 µm 
 19.7 µm 
   2.6 
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Από την άλλη µεριά, η µέθοδος Β δίνει κοντινά αποτελέσµατα για ορισµένες εικόνες 
(πχ. τις πρώτες τέσσερις) µε σχετικά καλές τιµές του σο, ενώ για κάποιες από τις υ-
πόλοιπες εικόνες παρατηρούνται σηµαντικότερες αποκλίσεις (για παράδειγµα, οι δια-
φορές στις τιµές του c φτάνουν το 1.1%), όπου και οι τιµές του σο απέχουν περισσό-
τερο από την µονάδα. Αυτό αποτελεί ένδειξη ότι, εφόσον η παρεµβολή ευθείας πρα-
γµατοποιείται ως ένα ανεξάρτητο στάδιο και χωρίς δέσµευση κεντρικής προβολής 
(σύγκλιση των ευθειών σε σηµείο φυγής), η µέθοδος Β είναι πιο ευαίσθητη στο θόρυ-
βο αλλά και γεωµετρικά ασταθέστερη. Σε αυτό, αλλά και στο γεγονός ότι στην µέθοδο 
Β υπεισέρχονται βάρη προερχόµενα από ανεξάρτητες συνορθώσεις, πρέπει να απο-
δοθεί και το ότι η αβεβαιότητα προσδιορισµού των άγνωστων παραµέτρων εµφανίζε-
ται στον Πίνακα 2.1 συστηµατικά µεγαλύτερη στην µέθοδο Β από ό,τι στην µέθοδο C.  

 
2.5.4.2 Σύγκριση µονοεικονικών – πολυεικονικών µεθόδων βαθµονόµησης 

Γενικά, η τελική εκτίµηση γιά την απόδοση ενός αλγορίθµου βαθµονόµησης δεν είναι 
εύκολο να γίνει άµεσα, δηλαδή ακόµα και µε απευθείας αντιπαραβολή των αποτελε-
σµάτων του µε δεδοµένα βαθµονόµησης από κατά τεκµήριο ανώτερης ακρίβειας µε-
θόδους – κυρίως λόγω των υπαρχουσών συσχετίσεων. Πιο σαφής είναι σε αυτές τις 
περιπτώσεις η σύγκριση της ανακατασκευής (reconstruction) που επιτυγχάνεται µε 
τις υπό εξέταση τιµές παραµέτρων του εσωτερικού προσανατολισµού, αφού άλλωστε 
η 3D ανακατασκευή είναι, τελικά, και ο στόχος µιάς διαδικασίας βαθµονόµησης (ανα-
λυτικότερα επ’ αυτού βλ. Κεφάλαιο 4, ενότητα 4.4.3.2). 

 Στην προκειµένη περίπτωση το 3D πεδίο ελέγχου υλοποιήθηκε µε την τοποθέτη-
ση ενός αριθµού συναρµολογούµενων τεµαχίων (γνωστού µήκους) από παιδικό παι-
γνίδι κατασκευών πάνω σε κανονικό κάνναβο, ώστε να διατίθεται οριζοντιογραφικός 
όσο και υψοµετρικός έλεγχος. Η κατασκευή αυτή φωτογραφήθηκε υπό διαφορετικές 
γωνίες µε ψηφιακή µηχανή (διάσταση εικόνων 1524×1012, διάσταση εικονοψηφίδας 
9.2 µm) και φακό 28 mm. Έτσι, ήταν παράλληλα δυνατόν να αξιολογηθεί η απόδοση 
των µονοεικονικών µεθόδων και υπό δυσµενείς συνθήκες, λόγω ακριβώς της “αδύνα-
µης” προοπτικής του οξυγώνιου φακού (εν προκειµένω ο φακός ισοδυναµεί µε φακό 
70 mm σε αναλογική µηχανή µικρού φορµάτ). Οι έξι εικόνες που επελέγησαν για τον 
µονοεικονικό έλεγχο φαίνονται στο Σχ. 2.8. Είναι σαφές ότι οι συντρέχουσες ευθείες 
σχηµατίζουν γενικά µικρές γωνίες τεµνόµενες στα σηµεία φυγής. Οι ίδιες έξι εικόνες 
χρησιµοποιήθηκαν και στην πολυεικονική συνόρθωση µε την µέθοδο της δέσµης. 

 Όλες οι συνορθώσεις µε την µέθοδο της δέσµης πραγµατοποιήθηκαν µε το λογι-
σµικό Basta του Εργαστηρίου Φωτογραµµετρίας της ΣΑΤΜ του ΕΜΠ (Καλησπεράκης 
και Τζάκος, 2001). Αρχικά, εφαρµόστηκε µέθοδος δέσµης µε αυτοβαθµονόµηση (χω-
ρίς εκτίµηση ακτινικής διαστροφής) µε τις έξι εικόνες, η οποία στηρίχθηκε σε ένα σύ-
νολο 25 φωτοσταθερών (21 πλήρη και 4 υψοµετρικά) και 60 σηµείων σύνδεσης. Για 
τις µονοεικονικές µεθόδους µετρήθηκαν σε κάθε εικόνα τρεις ευθείες ανά διεύθυνση 
X και Y του καννάβου. Για την κατακόρυφη διεύθυνση µετρήθηκαν περισσότερες ευ-
θείες (7–13) για να αντισταθµιστεί η επίδραση του µικρού µήκους των ευθύγραµµων 
τµηµάτων στην διεύθυνση αυτή. Μετά από τις επιλύσεις, οι τιµές των στοιχείων του 
εσωτερικού προσανατολισµού που προέκυψαν και από τις τρεις µονοεικονικές µεθό-
δους (A, B, C) για κάθε εικόνα χρησιµοποιήθηκαν διαδοχικά ως σταθερές παράµε-
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τροι της µηχανής σε συνορθώσεις των έξι εικόνων µε την µέθοδο της δέσµης. 
 

 
Σχήµα 2.8. Οι εικόνες της δεύτερης εφαρµογής. 
 
 Για κάθε µία από αυτές τις 18 επιλύσεις δέσµης υπολογίστηκαν οι αποκλίσεις dX, 
dY, dZ των συντεταγµένων των σηµείων σύνδεσης από τις γνωστές τους τιµές. Προέ-
κυψε, έτσι, µια µέση τετραγωνική απόκλιση d για κάθε λύση. Κατ’ αυτόν τον τρόπο 
µπορεί να εκτιµηθεί η επίδοση των µεθόδων µονοεικονικής βαθµονόµησης µέσω ευ-
θειών. Όλα τα αποτελέσµατα έχουν συγκεντρωθεί στον Πίνακα 2.2. Η πρώτη σειρά 
(µε πλάγια στοιχεία) αναφέρεται στην συνόρθωση δέσµης µε αυτοβαθµονόµηση. 

 Και σε αυτό το παράδειγµα, οι µέθοδοι Α και C έδωσαν πολύ κοντινά αποτελέ-
σµατα γιά κάθε εικόνα, ενώ εκείνα από την µέθοδο Β αποκλίνουν σηµαντικά. Παράλ-
ληλα, όλες οι µέθοδοι εµφανίζουν αισθητές διαφορές στην σταθερά c της µηχανής (οι 
τιµές υπερβαίνουν παντού εκείνη από την συνόρθωση δέσµης). Τα αποτελέσµατα ό-
σον αφορά την θέση του πρωτεύοντος σηµείου παρουσιάζουν επίσης σηµαντική δια-
κύµανση. Έχει ήδη επισηµανθεί, ωστόσο, ότι γενικώς δεν συνιστάται η άµεση σύγκρι-
ση παραµέτρων που έχουν προκύψει από διαφορετικά αρχικά δεδοµένα και/ή διαφο-
ρετικούς αλγορίθµους. Σε κάθε περίπτωση, άλλωστε, και στις επιλύσεις µε την µέθο-
δο της δέσµης οι παράµετροι της µηχανής είναι άµεσα συσχετισµένοι µε τις παραµέ-
τρους του εξωτερικού προσανατολισµού των εικόνων (συνορθώσεις δέσµης µε 6 και 
µε 10 εικόνες, για παράδειγµα, έδωσαν εδώ διαφορά ∆c = 0.5% για την σταθερά της 
µηχανής). Ακόµα, είναι γνωστό ότι ειδικά η θέση του πρωτεύοντος σηµείου γενικά εκ-
τιµάται µε σηµαντικές διακυµάνσεις (αναλυτικότερα επ’ αυτού βλ. ενότητα 4.4.3.2). 
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 Συνεπώς, η τρισδιάστατη ανακατασκευή αντικειµένου µέσω των διαφορετικών ε-
σωτερικών παραµέτρων της µηχανής συνιστά, κατά πάσα βεβαιότητα, πιο αξιόπιστη 
µέθοδο για να εκτιµηθούν διαφορετικές µέθοδοι. Από τον Πίνακα 2.2 είναι εµφανές ό-
τι, για τις τιµές των παραµέτρων του εσωτερικού προσανατολισµού που προέκυψαν 
από ανεξάρτητες εικόνες και µε τις τρεις µεθόδους, οι µέσες τετραγωνικές διαφορές d 
(που εκφράζουν την ακρίβεια ανακατασκευής των σηµείων του αντικειµένου) είναι το 
πολύ 1.6 φορές µεγαλύτερες εκείνων από την µέθοδο δέσµης µε αυτοβαθµονόµηση. 
Μία εξαίρεση παρατηρείται σε κάθε περίπτωση (εικόνα 6 για τις µεθόδους Α και C, ει-
κόνα 4 για την Β), αλλά το d εξακολουθεί να µην υπερβαίνει την διπλάσια τιµή. 
 

Πίνακας 2.2. Αποτελέσµατα µονοεικονικής και πολυεικονικής 
βαθµονόµησης από έξι εικόνες 

d: µέση απόλυτη απόκλιση των σηµείων σύνδεσης που υπολογίζονται από 
την µέθοδο της δέσµης µε δεδοµένο εσωτερικό προσανατολισµό που έχει 

προκύψει από µονοεικονική βαθµονόµηση 
Εικόνα Μέθοδος c (mm) xo (mm) yo (mm) σo d (mm) 

 ∆έσµη 30.06 −0.18 −0.07 4.4 µm 0.09 

1 
A 
C 
B 

30.53 
30.55 
30.37 

−0.54 
−0.60 
−0.12 

  0.05 
  0.00 
  0.04 

6.4 µm 
5.7 µm 

   3.2 

0.09 
0.10 
0.09 

2 
A 
C 
B 

30.67 
30.67 
30.81 

−0.04 
−0.04 
  0.00 

  0.36 
  0.37 
  0.48 

6.1 µm 
6.3 µm 

   3.2 

0.10 
0.10 
0.11 

3 
A 
C 
B 

30.68 
30.68 
30.82 

  0.43 
  0.42 
  0.46 

  0.61 
  0.62 
  0.81 

5.4 µm 
5.3 µm 

   3.1 

0.14 
0.14 
0.15 

4 
A 
C 
B 

30.79 
30.71 
31.91 

−0.23 
−0.19 
−0.77 

  0.19 
  0.15 
  0.39 

4.0 µm 
3.8 µm 

   3.4 

0.09 
0.09 
0.17 

5 
A 
C 
B 

30.14 
29.99 
30.63 

  0.20 
  0.28 
  0.05 

  0.06 
−0.03 
  0.26 

6.2 µm 
5.2 µm 

   3.5 

0.11 
0.12 
0.10 

6 
A 
C 
B 

30.72 
30.74 
29.76 

  0.80 
  0.81 
  0.26 

−0.38 
−0.38 
−0.10 

6.0 µm 
5.2 µm 

   4.9 

0.17 
0.17 
0.12 

 
Συµπερασµατικά, και όσον αφορά τουλάχιστον την συγκεκριµένη περίπτωση, η µο-
νοεικονική βαθµονόµηση της µηχανής από γραµµικά στοιχεία της εικόνας – δηλαδή 
µε µόνη πληροφορία παραλληλίες και καθετότητες σε µία εικόνα – εµφανίζεται ικανο-
ποιητικά αποτελέσµατα, εµφανίζοντας σφάλµατα 3D ανακατασκευής το πολύ διπλά-
σια σε σύγκριση προς την αυτοβαθµονόµηση, δηλαδή µιά αυστηρή πολυεικονική βα-
θµονόµηση βασιζόµενη σε επαρκή εξωτερικό έλεγχο. Επισηµαίνεται, πάντως, ότι η 
µέθοδος Β, γιά λόγους που έχουν επισηµανθεί, εµφανίζει διαφορετική συµπεριφορά.   

 
2.5.4.3  Εισαγωγή ακτινικής διαστροφής στη συνόρθωση 

Στους προηγούµενους ελέγχους η ακτινική διαστροφή ∆r αγνοήθηκε. Εδώ η διαστρο-
φή εισάγεται ως άγνωστος στην όλη διαδικασία βάσει των εξισώσεων (2.8) και (2.16) 
για τις µεθόδους Α και C, αντίστοιχα. Σηµειώνεται ότι στην µέθοδο Β, όπου κάθε ευ-
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θεία παρεµβάλλεται χωριστά, δεν είναι δυνατόν να εισαχθεί η ακτινική διαστροφή ως 
άγνωστη. Αυτό θα απαιτούσε ενιαία συνόρθωση παρεµβολής όλων των ευθειών µε 
κοινούς αγνώστους τους συντελεστές του πολυωνύµου ∆r. Κάτι τέτοιο δεν έγινε αφού 
η προσέγγιση Β κρίθηκε ως η λιγότερο αξιόπιστη. Παράλληλα, το ∆r εκτιµήθηκε και 
σε µια πλήρη επίλυση µε την µέθοδο δέσµης από όλες τις εικόνες. Όπως και προη-
γουµένως, οι τιµές των παραµέτρων της µηχανής (c, xo, yo, k1, k2) που προέκυψαν α-
πό τις δύο µονοεικονικές µεθόδους για κάθε εικόνα εισήχθησαν διαδοχικά ως σταθε-
ρός εσωτερικός προσανατολισµός σε συνορθώσεις δέσµης. 

 Τα αποτελέσµατα για την βαθµονόµηση της µηχανής και την ανακατασκευή του 
αντικειµένου φαίνονται στον Πίνακα 2.3. Είναι σαφές ότι, σε σχέση µε τον Πίνακα 2.2, 
η ακρίβεια της συνόρθωσης (σο) έχει βελτιωθεί αισθητά, προφανώς χάρη στην διόρ-
θωση της ακτινικής διαστροφής – η οποία, πάντως, δεν είναι ιδιαίτερα έντονη λόγω 
του περιορισµένου γωνιακού ανοίγµατος του φακού. Αντίστοιχα µειωµένες εµφανί-
ζονται και όλες οι µέσες τετραγωνικές διαφορές d των σηµείων σύνδεσης. 
 

Πίνακας 2.3. Αποτελέσµατα µονοεικονικής και πολυεικονικής 
βαθµονόµησης από έξι εικόνες µε ταυτόχρονη διόρθωση  

της ακτινικής διαστροφής.  
Εικόνα Μέθοδος c (mm) xo (mm) yo (mm) σo (µm) d (mm) 

 ∆έσµη 30.06 −0.06 −0.07 3.5 0.05 

1 A 
C 

30.47 
30.60 

  0.71 
  1.58 

  0.07 
  0.03 

4.9 
4.9 

0.09 
0.11 

2 A 
C 

30.62 
30.67 

  0.19 
  0.26 

  0.33 
  0.45 

5.3 
5.3 

0.06 
0.07 

3 A 
C 

30.38 
30.52 

−0.19 
−0.27 

  0.31 
  0.56 

4.4 
4.4 

0.06 
0.07 

4 A 
C 

30.76 
30.79 

  0.32 
  0.42 

  0.22 
  0.26 

3.4 
3.4 

0.07 
0.02 

5 A 
C 

30.11 
30.14 

−0.10 
−0.13 

  0.04 
  0.12 

4.8 
4.8 

0.05 
0.05 

6 A 
C 

30.54 
30.72 

−0.60 
−0.87 

−0.32 
−0.42 

4.9 
4.9 

0.09 
0.12 

 
Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα d των ανακατασκευασµένων σηµείων του αντικειµένου 
µε εσωτερικό προσανατολισµό προερχόµενο από µονοεικονική βαθµονόµηση δεν υ-
περβαίνει (µε εξαίρεση τις περιπτώσεις 1, 6 για την µέθοδο C) το διπλάσιο της αντί-
στοιχης τιµής από την µέθοδο της δέσµης. Έτσι, οι µονοεικονικές βαθµονοµήσεις µη-
χανής µε µόνα δεδοµένα παραλληλίες και καθετότητες µπορούν να κριθούν ως ικα-
νοποιητικές συγκρινόµενες µε την πολυεικονική βαθµονόµηση βάσει φωτοσταθερών. 

 Παράλληλα, όµως, παρατηρεί κανείς πως στον Πίνακα 2.3 οι διαφορές στις τιµές 
των c, xo και yo µεταξύ των µεθόδων Α και C είναι εντονότερες από ό,τι στον Πίνακα 
2.2 (ιδιαίτερα επισηµαίνεται η µεγάλη απόκλιση στην τιµή του xo της εικόνας 1). Ταυ-
τόχρονα, εδώ εµφανίζονται και µεγαλύτερες διαφορές στις τιµές του d, όπου µάλιστα 
οι ακραίες τιµές (εικόνες 1 και 6) προέρχονται από την µέθοδο C. Αυτές οι παρατηρή-
σεις υποδηλώνουν τις διαφορές ανάµεσα στις µεθόδους Α και C. 

 Πράγµατι, όπως επισηµάνθηκε και σε προηγούµενη ενότητα (2.5.4.1), οι δύο αυ-
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τές µέθοδοι είναι ουσιαστικά ισοδύναµες – υπό την προϋπόθεση όµως ότι δεν υπει-
σέρχεται διόρθωση της ακτινικής διαστροφής. Η εισαγωγή των συντελεστών k1 και k2 
ως αγνώστων αλλάζει τα δεδοµένα. Στην µέθοδο Α – όπου η βαθµονόµηση ολοκλη-
ρώνεται ανεξάρτητα, αφού δηλαδή εντοπιστούν πρώτα τα σηµεία φυγής – το πρω-
τεύον σηµείο είναι φυσικά άγνωστο, άρα η ακτινική διαστροφή εκτιµάται µέσω της Εξ. 
2.8 µε κέντρο συµµετρίας κατ’ ανάγκην το εικονόκεντρο (xo = yo = 0) αντί του πρωτεύ-
οντος σηµείου. Τούτο δεν είναι απαραιτήτως µειονέκτηµα σε περιπτώσεις, όπως εν 
προκειµένω, όπου το πρωτεύον σηµείο πρακτικά ταυτίζεται µε το εικονόκεντρο. Η µέ-
θοδος C, αντίθετα, είναι πιο αυστηρή αφού το πρωτεύον σηµείο εµπλέκεται ως άγνω-
στος στην εκτίµηση της ακτινικής διαστροφής (Εξ. 2.16) και συνεπώς ο προσδιορι-
σµός του είναι πλέον άµεσα συσχετισµένος µε εκείνον του πολυωνύµου ∆r. Η συνόρ-
θωση καθίσταται πλέον πολύ πιο ευαίσθητη απέναντι στην κατανοµή των ευθειών, το 
µήκος τους αλλά και τον θόρυβο των µετρηµένων εικονοσηµείων. Ανάλογα, λοιπόν, 
µε την περίπτωση, εκείνο που αρχικά εµφανίζεται ως πλεονέκτηµα µπορεί τελικά να 
συνιστά πηγή σφαλµάτων. 
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Σχήµα 2.9. Βαθµονοµηµένες καµπύλες ακτινικής διαστροφής του φακού. Επάνω: µέθο-
δος Α (Εξ. 2.8), κάτω: µέθοδος C (Εξ. 2.16). Με παχειά κόκκινη γραµµή είναι η αντίστοιχη 
καµπύλη από αυτοβαθµονόµηση µε την µέθοδο της δέσµης. 
 
Τα βαθµονοµηµένα (κατά τους Karras et al., 1998) πολυώνυµα ακτινικής διαστροφής 
του φακού, όπως αυτά προέκυψαν µε τις µεθόδους Α, C και την αυτοβαθµονόµηση, 
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φαίνονται στο Σχήµα 2.9. Είναι σαφές ότι οι επιλύσεις µε την µέθοδο Α επιδεικνύουν 
καλύτερη συνοχή µεταξύ τους, ενώ ταυτόχρονα βρίσκονται κοντά στην καµπύλη δια-
στροφής από την αυτοβαθµονόµηση (η διαφορά στα άκρα της εικόνας δεν ξεπερνά 
το 1 pixel). Στην περίπτωση της µεθόδου C, αντιθέτως, δύο πολυώνυµα αποκλίνουν 
σηµαντικά από τα υπόλοιπα (µέγιστη διαφορά στα άκρα της εικόνας 2 pixel). Προκύ-
πτει έτσι ότι η µέθοδος Α (παρ’ ό,τι το ∆r αναφέρεται στο εικονόκεντρο) εµφανίζει εδώ 
µεγαλύτερη επαναληψιµότητα απέναντι στην προσέγγιση C, η οποία παρουσιάζεται 
πιο ευαίσθητη στον θόρυβο και τα χαρακτηριστικά των ευθειών. Η µεγαλύτερη από-
κλιση, για παράδειγµα, αφορά την κάτω αριστερά εικόνα του Σχ. 2.8, όπου τα ευθύ-
γραµµα τµήµατα στην κατακόρυφη διεύθυνση έχουν ιδιαίτερα µικρό µήκος. 

 Τα αποτελέσµατα από την προσέγγιση C θα µπορούσαν ενδεχοµένως να βελτι-
ωθούν αν πχ. σε ευθείες µε µήκος κάτω ενός ορίου εφάρµοζε κανείς την Εξ. 2.15 αντί 
της Εξ. 2.16. Μιά άλλη δυνατότητα θα ήταν µια πρώτη βαθµονόµηση χωρίς εκτίµηση 
ακτινικής διαστροφής και εν συνεχεία πλήρης βαθµονόµηση µε διαστροφή αναφερό-
µενη στο πρωτεύον σηµείο που θα είχε προκύψει από την πρώτη συνόρθωση. Αυτοί 
οι πειραµατισµοί δεν έγιναν, καθώς στα επόµενα παρουσιάζονται εντελώς διαφορετι-
κές προσεγγίσεις, οι οποίες υπερβαίνουν πολλά από το προβλήµατα που εντοπίστη-
καν στις µεθόδους που αναπτύχθηκαν και εξετάστηκαν στο παρόν κεφάλαιο. 
 
 
2.6  Σχολιασµός 

Στις προηγηθείσες ενότητες αναπτύχθηκαν τρία διαφορετικά µαθηµατικά µοντέλα για 
την µονοεικονική βαθµονόµηση, τα οποία βασίζονται σε µετρηµένα ευθύγραµµα τµη-
µάτων ορθογώνιων διευθύνσεων, και αξιολογήθηκαν συγκρινόµενα µε αποτελέσµατα 
από την µέθοδο της δέσµης. Η εξέταση στηρίχτηκε κυρίως στην χρήση µονοεικονικά 
υπολογισθεισών παραµέτρων της µηχανής ως σταθερών τιµών σε συνορθώσεις δέ-
σµης και την αξιολόγηση αποτελεσµάτων ανακατασκευής του 3D χώρου. Τα αποτε-
λέσµατα υποδεικνύουν πως, τουλάχιστον για όσες περιπτώσεις µελετήθηκαν εδώ, τέ-
τοιες µέθοδοι µπορούν να οδηγήσουν σε “λογικά” σφάλµατα, το πολύ διπλάσια εκεί-
νων που προκύπτουν από ακριβέστερη πολυεικονική µέθοδο µε φωτοσταθερά. Υπό 
αυτή την έννοια, θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν σε περιπτώσεις όπου δεν είναι 
εφαρµόσιµη η µέθοδος της δέσµης. Υπό όρους, η ακτινική διαστροφή µπορεί επίσης 
να εκτιµηθεί µε ικανοποιητική ακρίβεια από τέτοιες µονοεικονικές µεθόδους. 

 Ωστόσο, στα προηγούµενα έχουν αναδειχθεί και ορισµένα προβληµατικά σηµεία 
των προσεγγίσεων αυτών. Ειδικότερα: 

 • Τα εξετασθέντα µαθηµατικά µοντέλα, και ιδιαίτερα η µέθοδος C που είναι η πιό 
αυστηρή, εµπλέκει ταυτόχρονα τα στοιχεία του εσωτερικού και του εξωτερικού προ-
σανατολισµού, µε συνέπεια αναπόφευκτες συσχετίσεις ανάµεσα στις τιµές αυτών των 
δύο – κατ’ αρχήν ανεξάρτητων – οµάδων παραµέτρων. Στο επόµενο Κεφάλαιο 3, έ-
τσι, αναπτύσσεται και αξιολογείται ένα ριζικά διαφορετικό µαθηµατικό µοντέλο που α-
φορά αποκλειστικά την διαδικασία της βαθµονόµησης µηχανής. 

 • Ακόµα, οι αλγόριθµοι που εξετάστηκαν εδώ δεν µπορούν εύκολα, ή και αδυνα-
τούν, να διαχειριστούν περιπτώσεις όπου υπάρχει περίσσεια σηµείων φυγής (σε µία 
εικόνα ή, πράγµα που είναι πιθανότερο, σε πολλές ανεξάρτητες εικόνες προερχόµε-
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νες από την ίδια µηχανή). Ο αλγόριθµος που παρουσιάζεται στο Κεφάλαιο 3 διαθέτει 
αυτή την δυνατότητα. 

• Τέλος, η εφαρµογή της µεθόδου C ανέδειξε την σηµασία που έχει η γεωµε-
τρία όσο και η ποιότητα των µετρούµενων ευθειών – ιδίως σε συνάρτηση µε την αξιό-
πιστη εκτίµηση της ακτινικής διαστροφής του φακού. Εκεί που εν προκειµένω µπορεί 
να παρέµβει κανείς δεν είναι η κατανοµή ή το µήκος των εικονιζόµενων ευθειών (η α-
πεικόνιση είναι αυτή που είναι), αλλά η ακρίβεια των µετρήσεων, δηλαδή ο θόρυβος. 
Έτσι, στο Κεφάλαιο 4 αναπτύσσεται και αξιολογείται µία πλήρως αυτόµατη µέθοδος 
γιά την βαθµονόµηση µηχανής µέσω σηµείων φυγής µε στόχο, µεταξύ άλλων, να αν-
τιµετωπιστεί κατά το δυνατόν και αυτό το πρόβληµα. 
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Κεφάλαιο 3 

Η Σφαίρα Βαθµονόµησης 
 
 
 
Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι βασικές γεωµετρικές ιδιότητες και αναπτύσ-
σονται οι µαθηµατικές εξισώσεις που συνδέουν τα στοιχεία του εσωτερικού προσα-
νατολισµού µιας εικόνας µε τα σηµεία φυγής δύο µεταξύ τους κάθετων διευθύνσεων 
του χώρου. Η “σφαίρα βαθµονόµησης”, που εισάγεται εδώ και αποτελεί την βασική 
(γεωµετρική και αναλυτική) έκφραση αυτής της σχέσης, αξιολογείται και συγκρίνεται 
µε αντίστοιχες εκφράσεις της προβολικής γεωµετρίας που εφαρµόζονται τα τελευ-
ταία χρόνια, κυρίως στον χώρο της Όρασης Υπολογιστών. Τέλος, αναπτύσσεται και 
αξιολογείται πειραµατικά ένας αλγόριθµος βαθµονόµησης που επιτρέπει να συνδυ-
άζονται διαφορετικές εικόνες, προερχόµενες από την ίδια µηχανή, οι οποίες απεικο-
νίζουν δύο ορθογώνιες διευθύνσεις του χώρου. 

 
 
 
 
3.1  Σφαίρα Βαθµονόµησης και Εσωτερικός Προσανατολισµός 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί στο προηγούµενο Κεφάλαιο, η ύπαρξη σε µια εικόνα τριών 
πεπερασµένων σηµείων φυγής που αντιστοιχούν σε µεταξύ τους κάθετες διευθύνσεις 
του χώρου επιτρέπει την πλήρη βαθµονόµηση της µηχανής, υπό την προϋπόθεση ό-
τι αυτή είναι “κανονική” (natural camera), δηλαδή µπορούν να αγνοηθούν η µη ορθο-
γωνικότητα των αξόνων (skewness) όσο και η διαφορετική κλίµακά τους (aspect ra-
tio). Συχνά αυτό εκφράζεται µε την παραδοχή ότι οι εικονοψηφίδες είναι τετραγωνικές 
(και όχι ορθογώνια παραλληλόγραµµα ή και απλώς παραλληλόγραµµα). 

 Στην πράξη, ωστόσο, είναι πολύ συνηθέστερη η περίπτωση εικόνων που εµφα-
νίζουν σαφώς προσδιορίσιµα σηµεία φυγής µόνο δύο ορθογώνιων διευθύνσεων του 
χώρου. Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι οι λήψεις επίπεδων αντικειµένων µε ευθύ-
γραµµα χαρακτηριστικά σε δύο κάθετες διευθύνσεις (πχ. όψεις κτιρίων ή δάπεδα µε 
πλακάκια). Υπ’ αυτές τις συνθήκες, ο προσδιορισµός της σταθεράς c της µηχανής εί-
ναι εφικτός µόνο µε την παραδοχή γνωστού πρωτεύοντος σηµείου P(xo, yo), όπου ως 
τέτοιο γενικά λαµβάνεται το κέντρο της εικόνας. Στην βιβλιογραφία έχoυν διατυπωθεί 
απλές σχέσεις δια των οποίων υπολογίζονται η σταθερά της µηχανής και ο πίνακας 
στροφής της εικόνας από τις τέσσερις εξισώσεις που προκύπτουν από τις εικονοσυν-
τεταγµένες δύο τέτοιων σηµείων φυγής (Karras et al., 1993, Petsa et al., 1993).  

 Είναι, λοιπόν, προφανές ότι δύο σηµεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων σε µια 
εικόνα δεν επαρκούν για πλήρη βαθµονόµηση της µηχανής, αφού οι αποδεκτές πιθα-
νές θέσεις του κέντρου προβολής Ο ως προς το επίπεδο της εικόνας είναι όντως ά-
πειρες – όχι όµως και αυθαίρετες. Πράγµατι, στα σηµεία φυγής δύο ορθογώνιων δι-
ευθύνσεων είναι εγγεγραµµένη µιά πολύ σηµαντική γεωµετρική πληροφορία. Έτσι, ό-
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λες οι πιθανές θέσεις του Ο θα πρέπει να ικανοποιούν την ακόλουθη γεωµετρική δέ-
σµευση. Το προβολικό κέντρο Ο βαίνει στα δύο αυτά σηµεία φυγής V1 και V2 υπό ορ-
θή γωνία. Η εν λόγω δέσµευση, εξεταζόµενη στον τρισδιάστατο χώρο της εικόνας, α-
ναγκάζει το προβολικό κέντρο να κινείται εν προκειµένω επί σφαιρικής επιφάνειας. Η 
σφαίρα αυτή, που θα ονοµαστεί εδώ σφαίρα βαθµονόµησης, συνιστά έτσι τον γεωµε-
τρικό τόπο του προβολικού κέντρου Ο στην περίπτωση σηµείων φυγής δύο κάθετων 
διευθύνσεων του χώρου. Όπως φαίνεται και στο Σχ. 3.1, κέντρο της σφαίρας βαθµο-
νόµησης είναι το µέσον Μ του ευθύγραµµου τµήµατος V1V2 που ορίζεται από τα δύο 
σηµεία φυγής, ενώ η διάµετρός της είναι ίση µε το µήκος V1V2. Κατά συνέπεια, όλα τα 
σηµεία της επιφάνειας της σφαίρας – και µόνο αυτά – αποτελούν πιθανή θέση για το 
κέντρο προβολής, ορίζοντας έτσι διαφορετικό κάθε φορά εσωτερικό προσανατολισµό 
για την συγκεκριµένη µηχανή. Βάσει και του Σχ. 3.1, σε κάθε θέση του Ο η σταθερά c 
της µηχανής ισούται µε την απόστασή του από το επίπεδο της εικόνας, ενώ πρωτεύ-
ον σηµείο P(xo, yo) είναι η ορθή προβολή του Ο σε αυτό το επίπεδο. 

 

P

O

M

R

c

ppl icc
V11

V2

σφαίρα
βαθµονόµησης

επίπεδο
εικόνας

 

Σχήµα 3.1. Η σφαίρα βαθµονόµησης ως γεωµετρικός τόπος του προβολικού κέντρου Ο. 
Γιά δεδοµένο Ο, c είναι η σταθερά της µηχανής και ppl ο κυκλικός γεωµετρικός τόπος του 
πρωτεύοντος σηµείου P. Ο γεωµετρικός τόπος του ισοκέντρου είναι επίσης κύκλος (icc). 

 
Η αναλυτική εξίσωση της σφαίρας δίδεται από τη σχέση: 
 

( ) ( )2 2 22o m o mx x y y c R− + − + =  (3.1)

µε 1 2
m

x xx
2
+=           1 2

m
y yy

2
+=  

και   
( ) ( )2 2

1 2 1 2x x y ydR
2 2

− + −
= =  

 
όπου V1(x1,y1) και V2(x2,y2) οι συντεταγµένες των σηµείων φυγής, Μ(xm,ym) το κέντρο 
της σφαίρας, R η ακτίνα της και d η διάµετρός της. Κάθε ζεύγος σηµείων φυγής ορθο-
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γώνιων διευθύνσεων δίνει µια εξίσωση της ανωτέρω µορφής. Σε περίπτωση που δια-
τίθενται δύο τέτοια ζεύγη σηµείων φυγής – από την ίδια ή και από διαφορετικές εικό-
νες κοινού εσωτερικού προσανατολισµού – γεωµετρικός τόπος του κέντρου προβο-
λής είναι ο κύκλος που προκύπτει ως τοµή των δύο σφαιρών βαθµονόµησης. Τρία 
ζεύγη σηµείων φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων επιτρέπουν, συνεπώς, να βαθµονο-
µηθεί πλήρως η µηχανή. Στο Σχ. 3.2 φαίνεται το κέντρο προβολής Ο όπως προκύ-
πτει ως το κοινό σηµείο τριών σφαιρών βαθµονόµησης, ορίζοντας έτσι πλήρως τον ε-
σωτερικό προσανατολισµό της µηχανής. 

 

O

P

 

Σχήµα 3.2. Το κέντρο προβολής Ο ως τοµή τριών σφαιρών βαθµονόµησης και το πρω-
τεύον σηµείο Ρ ως προβολή του Ο στο επίπεδο της εικόνας. 

 
Ειδικά λοιπόν σε αυτή την περίπτωση των τριών σηµείων φυγής, η σφαίρα βαθµονό-
µησης συνιστά µια σαφή γεωµετρική τεκµηρίωση, µέσω του Σχ. 3.2, για την ύπαρξη 
µοναδικής λύσης κατά τη βαθµονόµηση της µηχανής από τρία σηµεία φυγής κάθετων 
µεταξύ τους διευθύνσεων του χώρου. Στην πραγµατικότητα, βέβαια, τα σηµεία τοµής 
των σφαιρών είναι δύο: ένα πάνω και ένα κάτω από το επίπεδο της εικόνας, όσες δη-
λαδή και οι λύσεις τριών εξισώσεων της µορφής (3.1). Η αβεβαιότητα αυτή µπορεί 
εύκολα να εξαλειφθεί µε το να θεωρηθεί προβολικό κέντρο το σηµείο για το οποίο η 
σταθερά της µηχανής έχει θετική τιµή (c > 0), δηλαδή το σηµείο πάνω από το επίπε-
δο της εικόνας. 

 Εναλλακτικά, ισοδύναµη έκφραση της σφαίρας βαθµονόµησης είναι η ακόλουθη 
Εξίσωση (3.2) 
 

( ) ( )2 2 2 2
o m o mx x y y R c− + − = −  (3.2)

 
η οποία περιγράφει έναν κύκλο στο επίπεδο της εικόνας µε κέντρο Μ(xm,ym) και ακτί-
να  R2 − c2. Αυτός ο κύκλος αποτελεί τον γεωµετρικό τόπο του πρωτεύοντος σηµείου 
Ρ για δεδοµένη σταθερά c της µηχανής. Πράγµατι, όπως φαίνεται και από το Σχ. 3.1, 
εάν θεωρηθεί ένα δεδοµένο c, το κέντρο προβολής κινείται πλέον επί κύκλου παράλ-
ληλου µε το επίπεδο της εικόνας, ο οποίος προκύπτει από την τοµή της σφαίρας µε 
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επίπεδο παράλληλο προς την εικόνα και σε απόσταση c από αυτήν. Η ορθή προβο-
λή αυτού του κύκλου στην εικόνα ορίζει τον γεωµετρικό τόπο ppl του πρωτεύοντος 
σηµείου P.  

 Επίσης, αξίζει να σηµειωθεί εδώ ότι ο κύκλος που σχηµατίζεται από την τοµή της 
σφαίρας µε το επίπεδο της εικόνας (icc στο Σχ. 3.1) συνιστά τον γεωµετρικό τόπο του 
ισοκέντρου της εικόνας. Το σηµείο αυτό κείται επί της διχοτόµου της γωνίας που σχη-
µατίζεται από τις ακτίνες που συνδέουν το προβολικό κέντρο αφενός µε το πρωτεύον 
σηµείο και αφετέρου µε το τρίτο σηµείο φυγής, δηλαδή το σηµείο φυγής της διεύθυν-
σης που είναι κάθετη στις άλλες δύο. Το ισόκεντρο είναι γνωστό, κυρίως από την φω-
τογραµµετρική βιβλιογραφία, χάρη στην ιδιότητά του να επιτρέπει µετρήσεις γωνιών 
σε επίπεδο έδαφος (Church and Quinn, 1948). Πρόσφατα, οι Hartley and Silpu-Anan 
(2001) χρησιµοποίησαν αυτό το σηµείο – το οποίο και αναφέρουν ως “σύµµορφο ση-
µείο” (conformal point) – για την µέτρηση γωνιών σε επίπεδα αντικείµενα.  

 Τέλος, µια ακόµα ενδιαφέρουσα ιδιότητα της σφαίρας βαθµονόµησης είναι ότι η 
Εξίσωση (3.1) µπορεί να γραφεί και µε την ακόλουθη µορφή: 
 

( ) ( ) 2 2 21 o 2 1 o 2 o 1 o 1 o ox x x y y y x x y y x y c 0− + − − − + + + =  (3.3)
 
Εάν υποτεθεί ότι οι εικονοσυντεταγµένες σηµείου φυγής V1(x1,y1) καθώς και ο εσωτε-
ρικός προσανατολισµός είναι γνωστά, η εξίσωση αυτή εκφράζει την ευθεία του απεί-
ρου (ευθεία φυγής) των επιπέδων που είναι κάθετα στην διεύθυνση στην οποία ανα-
φέρεται το σηµείο φυγής V1. Έτσι, η εξίσωση ευθείας (3.3) αποτελεί γεωµετρικό τόπο 
των σηµείων φυγής V2(x2,y2) που αναφέρονται σε διεύθυνση κάθετη σε εκείνη του V1.  
 
 
3.2  Εισαγωγή διαφορετικής κλίµακας κατά x και y 

Όπως έχει προαναφερθεί, όλες οι προηγούµενες εξισώσεις που αφορούν την σφαίρα 
βαθµονόµησης, αλλά και οι γεωµετρικές ερµηνείες που δόθηκαν, ισχύουν για την πε-
ρίπτωση κανονικής µηχανής (normal camera), όπου οι εικονοψηφίδες θεωρούνται τε-
τραγωνικές. Ωστόσο, η παραδοχή κανονικής µηχανής δεν είναι πάντοτε ρεαλιστική. 
Υπάρχουν περιπτώσεις όπου η εσωτερική γεωµετρία της µηχανής δεν µπορεί να πε-
ριγραφεί επαρκώς από τις τρεις βασικές παραµέτρους του εσωτερικού προσανατολι-
σµού (σταθερά µηχανής και θέση πρωτεύοντος σηµείου), οπότε κρίνεται αναγκαία η 
εισαγωγή πρόσθετων προβολικών παραµέτρων. Ένα τέτοιο παράδειγµα αποτελούν 
οι σύγχρονες ψηφιακές µηχανές µε αισθητήρα CCD, όπου η θεώρηση τετραγωνικής 
εικονοψηφίδας δεν ανταποκρίνεται, στις περισσότερες των περιπτώσεων, στην πρα-
γµατικότητα (Hartley and Zisserman, 2001). Όπως παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 1, η 
εσωτερική παράµετρος που περιγράφει το φαινόµενο αυτό καλείται σχετική κλίµακα α 
των αξόνων της εικόνας (aspect ratio) και ισούται µε τον λόγο των µηκών των δύο 
κάθετων πλευρών x και y µιας ορθογώνιας εικονοψηφίδας. Προφανώς για την περί-
πτωση κανονικής µηχανής ισχύει ότι α = 1. 

 Θα αποδειχθεί εδώ, µε αναφορά στο Σχ. 3.3, ότι η εισαγωγή της σχετικής κλίµα-
κας α δεν επηρεάζει την βασική γεωµετρία της σφαίρας βαθµονόµησης. Έστω, λοι-
πόν, α < 1 ο συντελεστής κλίµακας των κατακόρυφων συντεταγµένων y των σηµείων 
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της εικόνας. Εάν οι συντεταγµένες y των εικονοσηµείων µιάς κανονικής µηχανής πολ-
λαπλασιαστούν µε α, προκύπτουν οι ορθές προβολές αυτών των αρχικών σηµείων 
της κανονικής µηχανής από το “κανονικό επίπεδο της εικόνας” (nip) σε ένα νέο “αφι-
νικό επίπεδο εικόνας” (aip), το οποίο µπορεί να θεωρηθεί ότι προκύπτει µε στροφή β 
(cosβ = α) περί τον άξονα x της εικόνας. Η σφαίρα βαθµονόµησης ισχύει για το κανο-
νικό επίπεδο, αλλά η προβολή του κύκλου του ισοκέντρου (icc) είναι έλλειψη (ice) 
στο αφινικό επίπεδο (Σχ. 3.3). Το ίδιο ισχύει και για τον γεωµετρικό τόπο του πρω-
τεύοντος σηµείου P (ο οποίος σηµειωτέον συµπίπτει µε τον γεωµετρικό τόπο του ισο-
κέντρου για µηδενική σταθερά της µηχανής). 
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Σχήµα 3.3. Η έλλειψη του ισοκέντρου (ice) αποτελεί την ορθή προβολή του κύκλου του 
ισοκέντρου (icc) από το “κανονικό επίπεδο της εικόνας” (nip) στο αφινικά παραµορφωµέ-
νο επίπεδο της εικόνας (aip). Η γωνία β µεταξύ των δύο αυτών επιπέδων συνδέεται µε 
τον συντελεστή α της σχετικής κλίµακας κατά x και y σύµφωνα µε την σχέση β = cos-1α. 

 
Βάσει των προηγουµένων, οι Εξισώσεις (3.1) και (3.3) γίνονται, αντίστοιχα: 
 

( ) ( )2 2 22o m o m2
1x x y y c R
α

 − + − + = 
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 (3.4)

     

µε                     ( ) ( )x
2 2

1 2 1 22
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 

 

      

και    ( ) ( ) 21 o 2 o 1 o2 21 o 2 o 1 o2 2 2
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α α α

−
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Οι άγνωστες παράµετροι των εξισώσεων (3.4) και (3.5) είναι πλέον τέσσερις: οι τρεις 
για την σταθερά της µηχανής και το πρωτεύον σηµείο, συν µία επιπλέον για την σχε-
τική κλίµακα α. Εποµένως, για να προσδιοριστεί ο εσωτερικός προσανατολισµός της 
µηχανής απαιτούνται πλέον τέσσερις εξισώσεις σφαιρών (της µορφής 3.4 ή 3.5) ή, 
αντίστοιχα, τέσσερα ζεύγη σηµείων φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων. 
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3.3  Σφαίρα βαθµονόµησης και η εικόνα της απόλυτης κωνικής 

Στο Κεφάλαιο 1 παρουσιάστηκε µέθοδος υπολογισµού των παραµέτρων του εσωτε-
ρικού προσανατολισµού µέσω της εικόνας ω της απόλυτης κωνικής (image of the ab-
solute conic) από τρία σηµεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων του χώρου (Liebowitz 
et al., 1999). Η κωνική ω µπορεί να γραφεί ως εξής (Hartley and Zisserman, 2000): 
 

Τ 1ω − −= Κ Κ  (3.6)
 
όπου Κ ο πίνακας της µηχανής (camera matrix). Κάθε ζεύγος σηµείων φυγής ορθο-
γώνιων διευθύνσεων εισάγει στα στοιχεία της κωνικής ω µια γραµµική δέσµευση της 
µορφής: 
         

T1 2 0ω =V V  (3.7)
 
όπου V1, V2  είναι τα δύο σηµεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων στην οµογενή τους 
µορφή. Τα σηµεία V1 και V2  ονοµάζονται συζυγή ως προς την κωνική ω. Τρία τέτοια 
ζεύγη αρκούν για να βαθµονοµηθεί µια κανονική µηχανή. Ωστόσο, η ω είναι µία φαν-
ταστική κωνική και η γεωµετρική σχέση των σηµείων φυγής µε τις παραµέτρους της 
µηχανής δεν είναι προφανής. Αντικαθιστώντας κανείς στην Εξ. (3.6) τον πίνακα Κ της 
µηχανής (βλ. Κεφάλαιο 1), και αγνοώντας την σχετική κλίµακα α και την απόκλιση s 
από την ορθογωνικότητα, έχει: 
 

o

o
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1 0 x
0 1 y
x y x y c

ω
− 

 = − 
 − − + + 

 (3.8)

 
Εάν εισαχθεί η Εξ. (3.8) στην (3.7) και θεωρηθούν τα σηµεία φυγής V1 = (x1,y1,1)Τ και  
V2 = (x2,y2,1)Τ, τελικά προκύπτει η Εξ. (3.1), δηλαδή η εξίσωση της σφαίρας βαθµονό-
µησης. Αυτό συνεπάγεται ότι η εξίσωση της σφαίρας βαθµονόµησης είναι ισοδύναµη 
µε την δέσµευση (3.7) στα στοιχεία της ω, υπό την προϋπόθεση ότι δεν χρησιµοποι-
ούνται οµογενείς συντεταγµένες για τα δύο σηµεία φυγής. Στην πραγµατικότητα, δη-
λαδή, η σφαίρα βαθµονόµησης αποτελεί µια Ευκλείδεια αναπαράσταση της εν λόγω 
δέσµευσης και έχει νόηµα όταν τα δύο σηµεία φυγής βρίσκονται σε πεπερασµένη α-
πόσταση από το πρωτεύον σηµείο της εικόνας. Η σφαίρα βαθµονόµησης δίνει, µε 
άλλα λόγια, µια σαφή γεωµετρική ερµηνεία του τρόπου µε τον οποίο δύο σηµεία φυ-
γής ορθογώνιων διευθύνσεων δεσµεύουν τις εσωτερικές παραµέτρους της µηχανής.    
 
 
3.4  Σφαίρα βαθµονόµησης και βαθµονόµηση βάσει επιπέδων 

Στην παρούσα ενότητα αποδεικνύεται ότι η σφαίρα βαθµονόµησης που ορίζεται από 
δύο σηµεία φυγής κάθετων µεταξύ τους διευθύνσεων περιγράφει, κατά ένα µέρος, 
την µέθοδο που είναι γνωστή στον χώρο της Όρασης Υπολογιστών ως βαθµονόµηση 
βάσει επιπέδων (plane-based calibration). Η τελευταία αποτελεί µια διαδεδοµένη µέ-
θοδο γιά την βαθµονόµηση µηχανών, µάλιστα στο ∆ιαδίκτυο υπάρχουν αρκετά ελεύ-
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θερα λογισµικά µε διαφορετικά επίπεδα αυτοµατοπoίησης που στηρίζονται στην µέ-
θοδο αυτή, κυρίως βάσει εικόνων που απεικονίζουν σχηµατισµούς τύπου σκακιέρας 
(Douskos et al., 2007). 

 Η µέθοδος “βαθµονόµησης µέσω επιπέδων” στηρίζεται στις οµογραφίες Η (προ-
βολικός µετασχηµατισµός) που συνδέουν ένα επίπεδο του χώρου, µε γνωστές συντε-
ταγµένες, µε τις απεικονίσεις του (Sturm et al., 1999, Zhang, 2000). Οι δύο βασικές ε-
ξισώσεις της βαθµονόµησης βάσει επιπέδων είναι: 
 

T1 2 0ω =h h  (3.9)

T T1 1 2 2ω ω=h h h h  (3.10)
 
όπου h1 = [H11,H21,H31]T, h2 = [H12,H2,H32]T οι δύο πρώτες στήλες του πίνακα Η. Κάθε 
οµογραφία Η (προβολικός µετασχηµατισµός ή αναγωγή) παρέχει δυο τέτοιες εξισώ-
σεις δέσµευσης στα στοιχεία της εικόνας της απόλυτης κωνικής ω. Όπως έχει ήδη α-
ναφερθεί, οι Gurdjos et al. (2002) απέδειξαν ότι η λύση είναι ισοδύναµη µε την τοµή  
κύκλων που ονοµάζονται “κεντρικοί κύκλοι” (centre circles). Κάθε τέτοιος κύκλος συ-
νιστά τον γεωµετρικό τόπο του κέντρου προβολής της µηχανής ως προς το επίπεδο 
της εικόνας όταν είναι γνωστή η προβολική σχέση (οµογραφία Η) χώρου−εικόνας, και 
µπορεί να οριστεί ως τοµή µιας σφαίρας (“κεντρική σφαίρα”) και ενός επιπέδου (“κεν-
τρικό επίπεδο”). Εύκολα αποδεικνύεται ότι η Εξ. (3.9) είναι ισοδύναµη µε την Εξ. (3.1) 
της σφαίρας βαθµονόµησης. Πράγµατι, οι Εξ. (3.5), (3.1) µπορούν να γραφούν, αντί-
στοιχα, ως: 

 
T1 2D 0ω= =h h  

( ) ( )2 2 22o m o mG x x y y c R 0= − + − + − =  
 

Λαµβάνοντας κανείς υπόψη ότι τα δύο σηµεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων είναι 
δυνατόν να γραφούν ως V1 = [H11,H21,H31]T, V2 = [H12,H2,H32]T συναρτήσει των στοι-
χείων της οµογραφίας Η και αντικαθιστώντας τα στην σχέση G, καταλήγει ότι η G εί-
ναι ισοδύναµη της D, υπό την προϋπόθεση ότι Η31Η32 ≠ 0. Αυτό αποδεικνύει ότι η 
πρώτη εξίσωση της βαθµονόµησης βάσει επιπέδων είναι εκ των πραγµάτων η εξίσω-
ση της σφαίρας βαθµονόµησης όταν και τα δύο σηµεία φυγής είναι πεπερασµένα. 
 
 
3.5  Αλγόριθµος βαθµονόµησης 

Αρχικά υλοποιήθηκε και προγραµµατίστηκε ένας πρώτος αλγόριθµος, ο οποίος αξιο-
ποιεί την σφαίρα βαθµονόµησης µε ταυτόχρονο υπολογισµό των σηµείων φυγής δύο 
κάθετων διευθύνσεων, από όλες τις διαθέσιµες εικόνες, προκειµένου να εκτιµηθούν 
οι παράµετροι του εσωτερικού προσανατολισµού. Τα αποτελέσµατα που παρουσιά-
ζονται και αξιολογούνται στο παρόν Κεφάλαιο προέρχονται από αυτόν το αλγόριθµο. 
Όπως θα εκτεθεί στο επόµενο Κεφάλαιο, ο αλγόριθµος αυτός στην συνέχεια βελτι-
στοποιήθηκε, µε ταυτόχρονο αυτόµατο εντοπισµό των σηµείων φυγής. 
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 Τα σηµεία φυγής υπολογίζονται από ανεξάρτητες παρατηρήσεις εικονοσηµείων 
(xij, yij) που ανήκουν σε συγκλίνουσες ευθείες j της εικόνας. Οι παρεµβαλλόµενες ευ-
θείες δεσµεύονται να συγκλίνουν στο αντίστοιχο σηµείο φυγής  V(xv, yv) σύµφωνα µε 
την επόµενη Εξ. (3.11), όπου t είναι η κλίση ∆x/∆y της αντίστοιχης ευθείας ως προς 
τον άξονα y: 
             

( )ij v ij v jx x y y t 0− − − =  (3.11)

  
Η εξίσωση αυτή διατυπώνεται ανάλογα, προκειµένου να περιγράψει ευθείες και ως 
προς τον άξονα x µε κλίση t = ∆x/∆y, αφού η έκφραση (3.11) αδυνατεί να περιγράψει 
ευθείες παράλληλες στον άξονα x της εικόνας (ο αλγόριθµος επιλέγει ανάλογα µε το 
εάν η εκάστοτε ευθεία σχηµατίζει µικρότερη γωνία µε τον άξονα x ή τον άξονα y). 

 Τέλος, η εισαγωγή των συντελεστών k1 και k2 της συµµετρικής ακτινικής διαστρο-
φής του φακού στην Εξ. (3.11) οδηγεί στην: 

                              
( ) ( )

( ) ( )
ij ij o 1 2 v

ij ij o 1 2 v j

2 4

2 4

x x x k r k r x

y y y k r k r y t 0

− − + − −

 − − − + − = 
 (3.12)

 
όπου r είναι η εκάστοτε ακτινική απόσταση από το πρωτεύον σηµείο. Κατά την συ-
νόρθωση ελαχιστοποιείται το άθροισµα των τετραγώνων των εναποµενόντων σφαλ-
µάτων των εικονοσυντεταγµένων. Επίσης, οι εξισώσεις αυτές µπορούν να διαµορφω-
θούν κατάλληλα ώστε να ελαχιστοποιείται η απόσταση των εικονοσηµείων από την 
παρεµβαλλόµενη ευθεία. 

 Για κάθε σηµείο µιας συγκεκριµένης εικόνας το οποίο ανήκει σε ευθεία της δέ-
σµης ευθειών που διέρχονται από σηµείο φυγής µπορεί να γραφεί µία εξίσωση της 
µορφής (3.11) ή (3.12). Επιπλέον όµως, κάθε ζεύγος σηµείων φυγής κάθετων διευ-
θύνσεων συνεισφέρει στην συνόρθωση και µια εξίσωση της µορφής (3.1) ή (3.2). Εί-
ναι προφανές ότι εάν υποτεθεί κανονική µηχανή, τότε τρία ζεύγη σηµείων φυγής (δη-
λαδή τρεις εικόνες, αν αναφέρεται κανείς σε εικόνες µε δύο σηµεία φυγής) αρκούν για 
να προσδιοριστούν οι εσωτερικές παράµετροι της µηχανής. Η σχετική κλίµακα α των 
αξόνων x και y της εικόνας είναι δυνατόν να υπολογιστεί µε εισαγωγή ενός πρόσθε-
του ζεύγους σηµείων φυγής (ήτοι µιας ακόµα εικόνας) και χρήση των Εξ. (3.4) ή (3.5) 
αντί των (3.1) ή (3.3). 

 Όλες οι εξισώσεις που έχουν αναφερθεί εδώ είναι µη γραµµικές ως προς τους α-
γνώστους, επιβάλλοντας έτσι τον προσδιορισµό προσεγγιστικών τιµών. Στις περισ-
σότερες των περιπτώσεων ως αρχική θέση για το πρωτεύον σηµείο µπορεί να θεω-
ρηθεί το κέντρο της εικόνας, οπότε η σταθερά µηχανής µπορεί να προσδιοριστεί από 
ένα ζεύγος σηµείων φυγής (βλ. ενότητα 3.1). Η κλίση κάθε ευθείας εκτιµάται από δύο 
ακραία σηµεία της, η δε θέση των σηµείων φυγής από την τοµή δύο ευθειών. Τέλος, 
αξίζει να σηµειωθεί ότι για τα σηµεία φυγής µπορεί να χρησιµοποιηθεί πίνακας βα-
ρών που προκύπτει από τον πίνακα µεταβλητότητας-συµµεταβλητότητας από προη-
γούµενη λύση. 
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3.6  Πρακτική αξιολόγηση 

Για την πρακτική αξιολόγηση αυτού του αλγορίθµου βαθµονόµησης χρησιµοποιήθη-
καν προσοµοιωµένα όσο και πραγµατικά δεδοµένα. 
 
 
3.6.1  Προσοµοιωµένα δεδοµένα 

Αρχικά δηµιουργήθηκαν 3 διαφορετικές οµάδες εικόνων, αποτελούµενες από 7, 13 
και 22 προσοµοιωµένες εικόνες (µε µέγεθος 1600×1200) επίπεδου καννάβου 10×10. 
Όπως φαίνεται και από το Σχ. 3.4, οι εξωτερικοί προσανατολισµοί που χρησιµοποιή-
θηκαν ήταν πολύ διαφορετικοί προκειµένου οι εικόνες να καλύψουν µεγάλο εύρος µε-
ταβολών κλίµακας και προοπτικών παραµορφώσεων. Οι παράµετροι της µηχανής δι-
ατηρήθηκαν σταθερές σε όλες τις εικόνες ως c = 1600, xo = 802, yo = 604 (σε µονάδες 
pixel) ενώ οι τιµές των συντελεστών του πολυωνύµου της ακτινικής διαστροφής ήταν 
k1 = 2×10−8 (pix−2), k2 = −3.5×10−14 (pix−4). Η σχετική κλίµακα κατά x και y αγνοήθηκε. 
Στις εικονοσυντεταγµένες προστέθηκε θόρυβος κατανοµής Gauss µε µηδενική µέση 
τιµή και τρεις διαφορετικές τυπικές αποκλίσεις σΝ (±0.1, ±0.5 και ±1.0 pixel). 
 

 
Σχήµα 3.4. Ορισµένες από τις προσοµοιωµένες εικόνες καννάβου που χρησιµοποιήθη-
καν για την αξιολόγηση του αλγορίθµου βαθµονόµησης. 
 
Για όλες τις οµάδες εικόνων τα αποτελέσµατα της βαθµονόµησης συγκρίθηκαν µε ε-
κείνα από: α) βαθµονόµηση βάσει επιπέδων, και β) αυστηρή συνόρθωση δέσµης µε 
αυτοβαθµονόµηση. Για την βαθµονόµηση βάσει επιπέδων χρησιµοποιήθηκε το Cali-
bration Toolbox for Matlab του Bouguet (2004) που είναι διαθέσιµο στο ∆ιαδίκτυο, ε-
νώ για την συνόρθωση δέσµης αξιοποιήθηκε το πρόγραµµα Basta του Εργαστηρίου 
Φωτογραµµετρίας της ΣΑΤΜ του ΕΜΠ (Καλησπεράκης και Τζάκος, 2001). Όλα τα α-
ποτελέσµατα παρουσιάζονται στους επόµενους Πίνακες 3.1 − 3.3. 
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 Πίνακας 3.1. Αποτελέσµατα από 7 προσοµοιωµένες εικόνες  
(θόρυβος: ±σN pixel) 

σN  
∆c 

(‰) 
∆xo 

(pixel) 
∆yo 

(pixel) 
k1×108 

(pixel−2)
k2×1014 

(pixel−4)
σο 

(pixel) 
CS −0.26 −0.59 −0.20 1.95 −3.40 ±0.10 
PB   0.15   0.01   0.02 1.96 −3.43 ±0.10 0.1 
BA   0.20 −0.03   0.16 1.95 −3.43 ±0.09 
CS   1.42   1.39 −0.88 2.02 −3.66 ±0.51 
PB   0.10   0.56 −0.08 1.99 −3.50 ±0.50 0.5 
BA   0.08   0.55 −0.15 2.00 −3.49 ±0.50 
CS   1.99 −0.05 −2.90 1.93 −3.35 ±0.99 
PB   1.62 −1.37 −2.58 1.70 −3.23 ±0.99 1.0 
BA   1.54 −1.32 −2.42 1.70 −3.23 ±1.00 

 
 Πίνακας 3.2. Αποτελέσµατα από 13 προσοµοιωµένες εικόνες  

(θόρυβος: ±σN pixel) 

σN  
∆c 

(‰) 
∆xo 

(pixel) 
∆yo 

(pixel) 
k1×108 

(pixel−2)
k2×1014 

(pixel−4) 
σο 

(pixel) 
CS −0.28 −0.15 −0.13 2.03 −3.55 ±0.10 
PB −0.19 −0.05 −0.17 2.02 −3.54 ±0.10 0.1 
BA −0.18 −0.05 −0.11 2.02 −3.55 ±0.10 
CS   0.80 −2.90 −1.57 1.91 −3.37 ±0.50 
PB −0.62 −1.13 −0.93 1.80 −3.20 ±0.49 0.5 
BA −0.59 −1.23 −0.90 1.80 −3.20 ±0.50 
CS   1.49 −2.41   0.77 2.03 −3.46 ±0.97 
PB   2.11 −0.98   1.22 1.78 −3.28 ±0.97 1.0 
BA   2.13 −0.90   1.31 1.79 −3.29 ±0.98 

 
 Πίνακας 3.3. Αποτελέσµατα από 22 προσοµοιωµένες εικόνες  

(θόρυβος: ±σN pixel) 

σN  
∆c 

(‰) 
∆xo 

(pixel) 
∆yo 

(pixel) 
k1×108 

(pixel−2)
k2×1014 

(pixel−4) 
σο 

(pixel) 
CS   0.15   0.02   0.12 1.99 −3.50 ±0.10 
PB   0.11 −0.02   0.05 2.00 −3.50 ±0.10 0.1 
BA   0.17 −0.04   0.08 2.00 −3.50 ±0.10 
CS   0.13 −1.43 −2.09 2.00 −3.50 ±0.51 
PB   0.26 −0.64 −0.18 1.98 −3.49 ±0.50 0.5 
BA   0.29 −0.74 −0.12 1.98 −3.49 ±0.50 
CS   1.20 −0.21   0.91 2.12 −3.56 ±0.99 
PB −0.56   0.20   0.81 2.04 −3.51 ±0.97 1.0 
BA −0.54   0.03   0.51 1.04 −3.51 ±0.98 

 
Στους Πίνακες 3.1 − 3.3 παρουσιάζεται η επί τοις χιλίοις απόκλιση του c από την αλη-
θή του τιµή, οι αποκλίσεις των xο και yο σε pixel από την αληθή τιµή, ενώ για τα k1, k2 
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δίδονται οι πραγµατικές τιµές τους. Τα αρχικά CS, PB και BA αναφέρονται, αντίστοιχα, 
στην µέθοδο της σφαίρας βαθµονόµησης, την βαθµονόµηση βάσει επιπέδων και την 
αυτοβαθµονόµηση µε την µέθοδο της δέσµης. Σε κάθε περίπτωση δίδεται, επίσης, το 
τυπικό σφάλµα της µονάδας βάρους (σο). 

 Γενικώς, δεν είναι πάντοτε εφικτή η απευθείας σύγκριση διαφορετικών αποτελε-
σµάτων για τις παραµέτρους της µηχανής καθώς οι τιµές τους, ανάλογα µε την µέθο-
δο, είναι συσχετισµένες µε διαφορετικές παραµέτρους. Μολαταύτα, το συµπέρασµα 
που προκύπτει είναι ότι τα αποτελέσµατα του αλγορίθµου που αναπτύχθηκε εδώ εί-
ναι ικανοποιητικά, συγκρινόµενα τόσο µε την βαθµονόµηση βάσει επιπέδων όσο και 
µε την µέθοδο δέσµης, δηλαδή έγκυρες µεθόδους οι οποίες – σε αντίθεση µε την µέ-
θοδο της παρούσας διατριβής – βασίζονται σε απευθείας αντιστοιχίες µεταξύ εικόνας 
και χώρου. Αξίζει, πάντως, να σηµειώσει κανείς ότι οι δύο τελευταίες µέθοδοι έδωσαν 
πολύ κοντινά αποτελέσµατα. Αυτό αποδίδεται κυρίως στο ότι στην βαθµονόµηση µε 
την µέθοδο της δέσµης όλα τα σηµεία του επίπεδου καννάβου αντιµετωπίστηκαν ως 
φωτοσταθερά, δηλαδή δεν υπήρξαν σηµεία σύνδεσης. Εποµένως, τα αποτελέσµατα 
αυτά προέρχονται µεν από δύο διαφορετικές µεθόδους, αλλά στηρίζονται στις ίδιες α-
κριβώς οµολογίες σηµείων εικόνας−χώρου. 
 
 
3.6.2  Πραγµατικά δεδοµένα 

Για την εφαρµογή της µεθόδου µε πραγµατικά δεδοµένα χρησιµοποιήθηκε µια οµάδα 
από 20 εικόνες (640×480) από την ιστοσελίδα του Bouguet (Σχήµα 6), ώστε να είναι 
δυνατή η σύγκριση και µε τα δικά του αποτελέσµατα. Οι κοινές µετρήσεις των εικονο-
συντεταγµένων, οι οποίες δηλαδή χρησιµοποιήθηκαν και γιά την παρεµβολή ευθειών 
που απαιτείται στην µέθοδο της παρούσας διατριβής, προέρχονται από τον σηµειακό 
τελεστή (παραλλαγή του τελεστή Harris) που χρησιµοποιεί ο Bouguet. 
 

 
Σχήµα 3.5. Εννέα από τις 20 εικόνες του Bouguet (2004) που χρησιµοποιήθηκαν για την 
αξιολόγηση του αλγορίθµου. 
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Οι παράµετροι της µηχανής εκτιµήθηκαν και εδώ µε τις τρεις προαναφερθείσες µεθό-
δους. Επιπλέον, γιά τις ίδιες εικόνες υπήρχαν και αποτελέσµατα (PB′) από διαφορετι-
κή συνόρθωση δέσµης µε ανεξάρτητο αυτόµατο εντοπισµό σηµείων (Douskos et al., 
2007). Ο Πίνακας 3.4 συγκεντρώνει τις υπολογισµένες τιµές των παραµέτρων και την 
ακρίβεια υπολογισµού τους. Ειδικά γιά τον συντελεστή σχετικής κλίµακας κατά x και y 
δίδεται η απόκλισή του 1−α από την µονάδα. Ο συγκεκριµένος αλγόριθµος βαθµονό-
µησης βάσει επιπέδων που χρησιµοποιήθηκε δεν εκτιµά άµεσα τον συντελεστή α (ό-
πως και η δεύτερη συνόρθωση δέσµης), ενώ παράλληλα υιοθετεί διαφορετικό µοντέ-
λο για την ακτινική διαστροφή. Έτσι, οι τιµές αυτές µετασχηµατίστηκαν προκειµένου 
να είναι συγκρίσιµες µε εκείνες των άλλων µεθόδων. Όµως δεν έγινε µετάδοση σφάλ-
µατος, οπότε στον Πίνακα 3.4 δεν δίδονται τυπικά σφάλµατα γιά αυτές τις τιµές. 
 

Πίνακας 3.4. Αποτελέσµατα από τις 20 εικόνες του Bouguet 
  c 

(pixel) 
1−a 
(‰) 

xo 
(pixel) 

yo 
(pixel) 

k1×10−7 

(pixel−2)
k2×10−13 

(pixel−4) 
σο 

(pixel) 

  CS 656.34 
  ±0.24 

−2.8
±0.3 

302.34
  ±0.12 

242.09
  ±0.23 

−6.03 
±0.03 

  7.70 
±0.25 ±0.12 

  PB 657.35 
  ±0.34 −0.6 302.92

  ±0.56 
242.98
  ±0.60 −5.92   6.85 ±0.13 

  BA 657.64 
  ±0.10 

−0.6
±0.1 

301.48
  ±0.17 

239.79
  ±0.15 

−6.02 
±0.02 

  7.12 
±0.15 ±0.09 

  BA′ 657.78 
 ± 0.11   −0.7 303.32

  ±0.10 
244.21
  ±0.11 

 −5.97 
± 0.02 

   7.28 
± 0.18 ±0.10 

 
Τα αποτελέσµατα της υπό µελέτη µεθόδου είναι, κατ’ αρχήν, και εδώ πρακτικώς συγ-
κρίσιµα µε εκείνα των άλλων τριών. Οι τελευταίες εµφανίζουν κάποιες διαφορές στην 
θέση του πρωτεύοντος σηµείου, πράγµα γενικά αναµενόµενο (βλ. ενότητα 4.4), αλλά 
είναι σαφής η συµφωνία στις υπόλοιπες παραµέτρους. Αντίθετα, η εξεταζόµενη µέθο-
δος (CS) εµφανίζει ορισµένες διαφορές όσον αφορά κυρίως τον συντελεστή σχετικής 
κλίµακας α και την σταθερά της µηχανής. Ακόµα, σηµειώνεται ότι ο αλγόριθµος αυτός 
συνέκλινε µε δυσκολία (πολλές επαναλήψεις). ∆ιαπιστώθηκε ότι στην πραγµατικότη-
τα αυτό οφειλόταν σε µια συγκεκριµένη εικόνα (κάτω δεξιά εικόνα του Σχ. 3.5). Η ει-
κόνα αυτή χαρακτηρίζεται από εξαιρετικά ασθενή προοπτική στην µια διεύθυνση του 
χώρου. Όντως, η στροφή της περί τον άξονα Y είναι ιδιαίτερα µικρή (φ = −0.58°). Η 
συνέπεια είναι ότι το σηµείο φυγής της οριζόντιας διεύθυνσης X του χώρου τείνει στο 
άπειρο (µε κατά x εικονοσυντεταγµένη xVx ≈ 1.6×105 pixel). Καίτοι ο αλγόριθµος που 
βασίζεται στην σφαίρα βαθµονόµησης φάνηκε ικανός να ενσωµατώσει ακόµα και αυ-
τήν την δυσµενούς γεωµετρίας εικόνα, ο αποκλεισµός της τελευταίας από την συνόρ-
θωση οδήγησε σε σαφώς πιο συνεκτικά αποτελέσµατα, όπως δείχνει ο Πίνακας 3.5.  
 

Πίνακας 3.5. Αποτελέσµατα από 19 εικόνες του Bouguet 
  c 

(pixel) 
1−a 
(‰) 

xo 
(pixel) 

yo 
(pixel) 

k1×10−7 

(pixel−2)
k2×10−13 

(pixel−4) 
σο 

(pixel) 

CS 657.49 
  ±0.27 

−0.3
±0.4 

303.43
  ±0.13 

241.31
 ±0.23 

−6.05 
±0.03 

  7.86 
±0.27 ±0.11 

PB 657.29 
  ±0.34 −0.7 303.25

  ±0.56 
242.54
  ±0.61 −5.94   7.01 ±0.12 

BA 657.59 
  ±0.10 

−0.4
±0.1 

302.47
  ±0.17 

241.55 
  ±0.15 

−6.03 
±0.02 

  7.18 
±0.17 ±0.09 
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Τα αποτελέσµατα του Πίνακα 3.5 γιά τα βασικά στοιχεία του εσωτερικού προσανατο-
λισµού από όλες τις µεθόδους είναι πλέον όντως σε συµφωνία (αποκλίσεις στην στα-
θερά της µηχανής περί το 0.3‰ και στην θέση του πρωτεύοντος σηµείου περί την µία 
εικονοψηφίδα), ενώ και τα υπολογιζόµενα πολυώνυµα της ακτινικής διαστροφή του 
φακού συµπίπτουν, όπως δείχνουν και οι βαθµονοµηµένες καµπύλες του Σχ. 3.6. 
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Σχήµα 3.6. Βαθµονοµηµένες καµπύλες ακτινικής διαστροφής, όπως αυτές προέκυψαν α-
πό τις τρεις µεθόδους βαθµονόµησης της µηχανής. 
 
Το παράδειγµα αυτό απλώς επιβεβαιώνει ότι, προφανώς, εικόνες στις οποίες το ένα 
σηµείο φυγής (ή βέβαια και τα δύο) τείνει στο άπειρο, είναι ακατάλληλες γιά την µέθο-
δο της παρούσας διατριβής αφού αλλοιώνουν τα προϊόντα της βαθµονόµησης ή ακό-
µα και καθιστούν αδύνατη την σύγκλιση της συνόρθωσης. Για τον λόγο αυτό, η ρεαλι-
στική αντιµετώπιση του προβλήµατος είναι η εκ των προτέρων αυτόµατη εξαίρεση α-
πό όλη την διαδικασία όσων εικόνων εµφανίζουν – µε βάση την αρχική εκτίµηση των 
προσεγγιστικών τιµών γιά τις παραµέτρους – σηµείο φυγής (ή µία από τις γωνίες φ 
και ω) που υπερβαίνει (ή, αντίστοιχα, είναι µικρότερη από) ένα κατάλληλα επιλεγµένο 
όριο. Αντίθετα, σε περίπτωση που η προοπτική των εικόνων είναι “λογική”, τα αποτε-
λέσµατα υποδεικνύουν ότι η µέθοδος της παρούσας διατριβής είναι καθ’ όλα συγκρί-
σιµη µε µεθόδους που στηρίζονται στην άµεση σχέση σηµείων εικόνας−χώρου. 

 Έχει ήδη αναφερθεί ότι η άµεση σύγκριση αποτελεσµάτων βαθµονόµησης µηχα-
νής από διαφορετικές µεθόδους δεν είναι πάντοτε σαφής, εξαιτίας κυρίως των συσχε-
τίσεων µεταξύ διαφορετικών παραµέτρων. Κρίνεται ότι πιο διαφωτιστική είναι η σύγ-
κριση µεταξύ ανακατασκευών (reconstruction) του αντικειµένου µε χρήση των διαφο-
ρετικών εσωτερικών προσανατολισµών. Τέτοιες συγκρίσεις θα παρουσιαστούν στο ε-
πόµενο Κεφάλαιο (ενότητα 4.4) για τον βελτιστοποιηµένο αλγόριθµο βαθµονόµησης.  
 
 
3.7  Η σηµασία της γεωµετρίας των λήψεων 

Όπως συµβαίνει σε κάθε αλγόριθµο βαθµονόµησης µηχανών, έτσι και κατά την βα-
θµονόµηση βάσει σηµείων φυγής ο ρόλος της γεωµετρίας των λήψεων είναι αποφα-
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σιστικός για την τελική ακρίβεια υπολογισµού των παραµέτρων. Στην προκειµένη πε-
ρίπτωση, η διάταξη των σηµείων φυγής επί της εικόνας συνδέεται άµεσα µε την ακρί-
βεια του βασικών παραµέτρων του εσωτερικού προσανατολισµού (σταθερά µηχανής 
και θέση πρωτεύοντος σηµείου), δηλαδή την ακρίβεια µε την οποία εκτιµάται η θέση 
του κέντρου προβολής ως προς το επίπεδο της απεικόνισης. Κατά την γεωµετρική α-
νάλυση της µονοεικονικής βαθµονόµησης από τρία σηµεία φυγής ορθογώνιων διευ-
θύνσεων του χώρου (Κεφάλαιο 2) δείχθηκε ότι υψηλότερη ακρίβεια επιτυγχάνεται ό-
ταν τα τρία σηµεία φυγής σχηµατίζουν ισόπλευρο τρίγωνο (ο άξονας λήψης τριχοτο-
µεί την τρίεδρη γωνία XYZ του χώρου). Αντιθέτως, εάν κάποιο, ή κάποια, από τα ση-
µεία αυτά βρίσκονται στο άπειρο, τότε δεν είναι δυνατή η βαθµονόµηση. Αντίστοιχα, 
το ίδιο ισχύει και σε πολυεικονικές βαθµονοµήσεις µέσω σηµείων φυγής, αφού τότε 
δεν ορίζεται σφαίρα βαθµονόµησης µεταξύ πεπερασµένων και απειρικών (και βέβαια 
µεταξύ απειρικών) σηµείων φυγής. Όταν συνδυάζονται ζεύγη σηµείων φυγής κάθε-
των διευθύνσεων από διαφορετικές εικόνες, η ακρίβεια στον προσδιορισµό του προ-
βολικού κέντρου είναι (από γεωµετρική άποψη) απόρροια του τρόπου µε τον οποίο 
τέµνονται µεταξύ τους οι ανεξάρτητες σφαίρες βαθµονόµησης. Οι περιπτώσεις όπου 
η βαθµονόµηση δεν είναι εφικτή συνοψίζονται ως εξής. 

• Σφαίρες βαθµονόµησης µε κέντρα επί της ίδιας ευθείας του απείρου. 
Σε αυτή την περίπτωση οι εικόνες έχουν τον ίδιο ορίζοντα (ευθεία απείρου) και η τοµή 
των σφαιρών ορίζει κύκλο (αντί σηµείου) σε επίπεδο κάθετο στον ορίζοντα και διερ-
χόµενο από το πρωτεύον σηµείο. Είναι προφανές ότι αυτός ο γεωµετρικός τόπος του 
προβολικού κέντρου µπορεί να προκύψει από την τοµή δύο και µόνο σφαιρών. Κάθε 
πρόσθετη σφαίρα µε κέντρο επί του κοινού ορίζοντα δεν εισάγει νέα γεωµετρική δέ-
σµευση, αφού διέρχεται από τον ίδιο κύκλο. Στην πράξη, η συγκεκριµένη γεωµετρία 
λήψης είναι δυνατόν να προκύψει όταν, για παράδειγµα, απεικονιστεί επίπεδο αντι-
κείµενο και οι άξονες των λήψεων σχηµατίζουν την ίδια γωνία µε αυτό, δηλαδή έχουν 
διαφορετικό αζιµούθιο (azimuth) αλλά ίδια κλίση (tilt) και στροφή (swing). 

• Σφαίρες βαθµονόµησης µε κέντρα επί της ίδιας ευθείας της εικόνας. 
Πρόκειται για γενίκευση της προηγούµενης περίπτωσης, αφού τα κέντρα των σφαι-
ρών δεν είναι αναγκαίο να κείνται επί του ίδιου ορίζοντα αλλά µπορεί να ανήκουν σε 
οποιαδήποτε ευθεία της εικόνας. Ο γεωµετρικός τόπος του προβολικού κέντρου είναι 
και εδώ κύκλος επί επιπέδου κάθετου στην ευθεία και διερχόµενου από το πρωτεύον 
σηµείο της εικόνας. Έτσι, δεν ορίζεται σηµείο τοµής, ανεξαρτήτως πλήθους εικόνων. 
Χαρακτηριστικό παράδειγµα αυτής της περίπτωσης αποτελεί η λήψη πολλαπλών ει-
κόνων από το ίδιο σηµείο µε συνεπίπεδους άξονες λήψης και ίδια στροφή (swing). 

 Αντιθέτως, ευνοϊκή γεωµετρία εικόνων για βαθµονόµηση µηχανής µε την υπό ε-
ξέταση µέθοδο αποτελεί το παράδειγµα λήψεων από το ίδιο σηµείο του χώρου µε τυ-
χαίους άξονες. Ακόµη και αν ο άξονας λήψης παραµένει σταθερός, εικόνες µε διαφο-
ρετικές στροφές (swing) ως προς αυτόν µπορούν να σχηµατίζουν σφαίρες βαθµονό-
µησης που να τέµνονται µε καλή γεωµετρία σε σηµείο, γεγονός που µπορεί να επι-
τρέψει να προσδιορίζεται ο εσωτερικός προσανατολισµός της µηχανής µε ικανοποιη-
τική ακρίβεια. Παρατηρείται πως η περίπτωση αυτή συνιστά πλεονέκτηµα της βαθµο-
νόµησης µε σηµεία φυγής έναντι της συµβατικής αυτοβαθµονόµησης µε την µέθοδο 
της δέσµης (χωρίς φωτοσταθερά), αφού η τελευταία δεν είναι εφαρµόσιµη σε λήψεις 
από το ίδιο σηµείο. Σηµειώνεται, πάντως, ότι βαθµονόµηση µηχανής µε εικόνες από 



 71

κοινό σηµείο λήψης µπορεί να γίνει και µε άλλους τρόπους, πχ. µέσω οµογραφιών 
µεταξύ των εικόνων (Hartley, 1997). 

 Τα προηγηθέντα αφορούν την βασική γεωµετρία των σηµείων φυγής (την κατα-
νοµή τους στην εικόνα) που έχει ιδιαίτερη σηµασία για την βαθµονόµηση. Προφανώς, 
η ακρίβεια της τελευταίας εξαρτάται και από άλλους παράγοντες, ιδίως δε από την α-
κρίβεια µε την οποία προσδιορίζονται τα σηµεία φυγής. Αυτή εξαρτάται από την ποιό-
τητα των µετρήσεων – αυτόµατων ή από τον παρατηρητή – των εικονοσηµείων, όσο 
βέβαια και από την γεωµετρία των ευθειών, δηλαδή την διάταξή τους (η οποία καθο-
ρίζει τις γωνίες τοµής τους στο σηµείο φυγής), το µήκος και τον αριθµό τους. Από την 
µεριά της, η ακρίβεια του πολυωνύµου της ακτινικής διαστροφής του φακού συναρτά-
ται επίσης µε την κατανοµή των ευθειών στην εικόνα και το µήκος τους. 
 
 
3.8  Σχολιασµός 

Στο Κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκε ένας νέος αλγόριθµος βαθµονόµησης µηχανής, ο 
οποίος αξιοποιεί την ύπαρξη δύο σηµείων φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων του χώ-
ρου σε ανεξάρτητες εικόνες. Μέσω µιας άµεσα γεωµετρικής µελέτης δείχθηκε ότι, σε 
τέτοιου είδους εικόνες, ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων προβολής ως προς το σύ-
στηµα της εικόνας είναι σφαίρες (ακριβέστερα: ηµισφαίρια), οι οποίες ονοµάστηκαν ε-
δώ σφαίρες βαθµονόµησης και ορίζονται από αντίστοιχα ζεύγη σηµείων φυγής. Η εξί-
σωση αυτής της σφαίρας συνδέει απευθείας τις θεµελιώδεις παραµέτρους του εσωτε-
ρικού προσανατολισµού µε τις τέσσερις (µη οµογενείς) εικονοσυντεταγµένες των ση-
µείων φυγής. Στην ουσία, αποτελεί µια ευκλείδεια ερµηνεία των µεθόδων της προβο-
λικής γεωµετρίας που εφαρµόζονται στην Όραση Υπολογιστών, δηλαδή µιά ερµηνεία 
που κατά τεκµήριο είναι πιο οικεία στους ασχολούµενους µε την Φωτογραµµετρία. 

 Βάσει των παραπάνω, ο αλγόριθµος που αναπτύχθηκε συνορθώνει ταυτόχρονα 
όλες τις παρατηρήσεις σηµείων που ανήκουν σε δύο σύνολα συγκλινουσών ευθειών 
σε κάθε εικόνα. Με τρεις εικόνες µπορεί να υπολογιστεί η σταθερά της µηχανής, η θέ-
ση του πρωτεύοντος σηµείου καθώς και οι συντελεστές της ακτινικής διαστροφής. Για 
περισσότερες των τριών εικόνων είναι επίσης δυνατή η εκτίµηση του συντελεστή σχε-
τικής κλίµακας κατά τους άξονες x και y της εικόνας. Ο αλγόριθµος αυτός ελέγχθηκε 
µε συνθετικά όσο και πραγµατικά δεδοµένα. Τα αποτελέσµατα από τις πειραµατικές 
εφαρµογές µαρτυρούν πως η µέθοδος αυτή, η οποία συνορθώνει παρατηρήσεις από 
όλες τις διαθέσιµες εικόνες, µπορεί να συγκριθεί ικανοποιητικά τόσο µε την βαθµονό-
µηση βάσει επιπέδων όσο και µε την βασική φωτογραµµετρική µέθοδο της συνόρθω-
σης δέσµης. Το γεγονός αυτό αξίζει να υπογραµµιστεί εφόσον οι δύο τελευταίες αξιό-
πιστες µέθοδοι βαθµονόµησης προϋποθέτουν γνώση άµεσων αντιστοιχιών σηµείων 
µεταξύ εικόνας−χώρου ή/και εικόνας−εικόνας. 

 Αντίθετα, ο αλγόριθµος που αναπτύχθηκε εδώ διατηρεί όλα τα κύρια πλεονεκτή-
µατα των µεθόδων βαθµονόµησης βάσει σηµείων φυγής. Έτσι, δεν απαιτείται χρήση 
ειδικού πεδίου βαθµονόµησης ή η εκ των προτέρων γνώση πληροφορίας άµεσα µε-
τρητικής (σηµεία, µήκη, αναλογίες κ.λπ.). Απαιτείται µόνον η ύπαρξη ευθειών του χώ-
ρου σε δύο ορθογώνιες διευθύνσεις, πράγµα που απαντάται συχνά σε ανθρωπογενή 
(δοµηµένα) περιβάλλοντα. 
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• Παρενθετικά, ωστόσο, ας παρατηρηθεί εδώ ότι η ακρίβεια της µεθόδου συναρτάται βέ-
βαια και µε αυτήν ακριβώς την παραδοχή περί ορθογωνικότητας των διευθύνσεων. Οι ε-
φαρµογές µε σηµεία φυγής που αναφέρονται στην βιβλιογραφία, όσο και η εµπειρία από 
τις πειραµατικές εφαρµογές που έγιναν στο πλαίσιο της διατριβής, υποδεικνύουν ότι γενι-
κά µπορεί κανείς (µε ορισµένες λογικές προφυλάξεις) να “εµπιστευτεί” την κανονικότητα 
του δοµηµένου χώρου. Το θέµα αυτό – που άλλωστε αφορά όλες τις µεθόδους που χρη-
σιµοποιούν σηµεία φυγής – δεν απασχόλησε την παρούσα διατριβή. Μιά πρώτη εξέτασή 
του (Χρυσαφίνος, 2004) έδειξε ότι το ζήτηµα είναι κατά τα φαινόµενα αρκετά σύνθετο, α-
φού πρέπει να διερευνηθούν ποικίλοι συνδυασµοί αποκλίσεων από την ορθογωνικότητα, 
σε συνάρτηση µε διαφορετικές γεωµετρίες µηχανής και προσανατολισµούς εικόνων. 

Προφανώς, σοβαρό πλεονέκτηµα της µεθόδου συναγόµενο από τα προηγηθέντα εί-
ναι ότι, λέγοντας κανείς πως η µέθοδος µπορεί να αξιοποιεί δύο σηµεία φυγής ορθο-
γώνιων διευθύνσεων του χώρου σε “ανεξάρτητες” εικόνες, κυριολεκτεί. Πράγµατι, το 
γεγονός ότι δεν απαιτούνται οµολογίες µεταξύ εικόνων σηµαίνει πως είναι κατ’ αρχήν 
δυνατόν να αξιοποιηθούν και εικόνες (κοινού εσωτερικού προσανατολισµού) που α-
πεικονίζουν εντελώς διαφορετικά επίπεδα ή τρισδιάστατα αντικείµενα, πράγµα αδύ-
νατο µε τις συµβατικές µεθόδους πολυεικονικής βαθµονόµησης. Υπ’ αυτήν, άλλωστε, 
την έννοια η µέθοδος που διατυπώθηκε εδώ διατηρεί κατά βάση – µολονότι χρησιµο-
ποιεί περισσότερες εικόνες – τον µονοεικονικό της χαρακτήρα. 

 Ας σηµειωθεί, τέλος, ότι η υπό εξέταση µέθοδος εµφανίζει ορισµένες οµοιότητες 
µε εκείνη των Wilszkowiak et al. (2002, 2004, 2005), όπου επίσης πραγµατοποιείται 
βαθµονόµηση µηχανής από πολλές εικόνες χωρίς την ανάγκη για µεταξύ τους αντι-
στοιχίες. Η ειδοποιός διαφορά έγκειται στο γεγονός ότι στην µέθοδο εκείνη τα σηµεία 
φυγής χρησιµοποιούνται έµµεσα, µέσω της προβολής παραλληλεπιπέδων στις εικό-
νες, περιορίζοντας άρα τις εφαρµογές της (απεικόνιση αντικειµένων µε σχήµα παραλ-
ληλεπιπέδου) και καθιστώντας πρακτικά ανέφικτη την δυνατότητα πλήρους αυτοµα-
τοποίησής της (µέτρηση παραλληλεπιπέδων σε εικόνες από τον παρατηρητή). Η αυ-
τοµατοποίηση, ακριβώς, της µεθόδου βαθµονόµησης της παρούσας διατριβής και η 
βελτιστοποίηση του αλγορίθµου αποτελούν αντικείµενα του επόµενου Κεφαλαίου. 
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Κεφάλαιο 4 

Αυτόµατη Βαθµονόµηση Μηχανής από Σηµεία Φυγής 
 
 
 
Στο παρόν κεφάλαιο αναπτύσσεται αλγόριθµος αυτόµατης βαθµονόµησης της µη-
χανής από µία εικόνα µε τουλάχιστον τρία σηµεία φυγής αµοιβαίως κάθετων διευ-
θύνσεων ή από περισσότερες ανεξάρτητες εικόνες µε τουλάχιστον ένα ζεύγος ση-
µείων φυγής κάθετων διευθύνσεων. Η µέθοδος στηρίζεται στον αυτόµατο εντοπισµό 
σηµείων φυγής σε µία ή και περισσότερες εικόνες µέσω ενός νέου αλγόριθµου, και 
την ταυτόχρονη ελαχιστοτετραγωνική συνόρθωση των παρατηρήσεων από όλες τις 
εικόνες µέσω εξισώσεων παρεµβολής ευθείας και σφαιρών βαθµονόµησης. Αναλύ-
ονται, τέλος, τα αποτελέσµατα της αυτόµατης βαθµονόµησης από πραγµατικά δεδο-
µένα και συγκρίνονται µε εκείνα της µεθόδου της συνόρθωσης δέσµης. 

 
 
 
 
4.1  Αλγόριθµος αυτόµατης βαθµονόµησης από σηµεία φυγής 

Στο Κεφάλαιο 2 περιγράφηκε αναλυτικά η γεωµετρία και τα µαθηµατικά µοντέλα που 
συνδέουν τα στοιχεία του εσωτερικού προσανατολισµού µιας µηχανής µε τις συντετα-
γµένες τριών σηµείων φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων σε µια εικόνα, ενώ παράλλη-
λα αναφέρθηκαν προσεγγίσεις του ζητήµατος της βαθµονόµησης από µεµονωµένες 
εικόνες, τόσο από τη φωτογραµµετρική βιβλιογραφία όσο και από εκείνη της Όρασης 
Υπολογιστών. Το Κεφάλαιο 3 εισήγαγε την έννοια της “σφαίρας βαθµονόµησης” και 
την αξιοποίησή της γιά τον προσδιορισµό της γεωµετρίας της µηχανής. Συνδυάζον-
τας τα ανωτέρω, το Κεφάλαιο αυτό παρουσιάζει έναν γενικό αλγόριθµο για την πλή-
ρως αυτόµατη βαθµονόµηση µηχανής βάσει σηµείων φυγής. 

 Στην προσπάθεια λοιπόν να αυτοµατοποιηθεί η διαδικασία αναπτύχθηκε αλγόρι-
θµος βαθµονόµησης, ο οποίος είναι δυνατόν να εφαρµοστεί σε µία ή και περισσότε-
ρες µεµονωµένες (ανεξάρτητες) εικόνες, διακρίνεται δε στα εξής πέντε κύρια βήµατα: 

• Αυτόµατη εξαγωγή ευθύγραµµων τµηµάτων στις εικόνες. 
• Αυτόµατη εξαγωγή των τριών κύριων σηµείων φυγής, µέσω οµαδοποίησης των ευ-

θύγραµµων τµηµάτων που αντιστοιχούν στις τρεις κύριες διευθύνσεις του χώρου. 
• Ταυτόχρονη συνόρθωση όλων των εικονοσυντεταγµένων (εξισώσεις παρεµβολής 

ευθειών και σφαιρών βαθµονόµησης) για τον προσδιορισµό του εσωτερικού προ-
σανατολισµού, συµπεριλαµβανοµένης της ακτινικής διαστροφής του φακού (k1,k2). 

• Μετά από την πρώτη λύση, διόρθωση των ευθύγραµµων τµηµάτων βάσει της εκτί-
µησης της ακτινικής διαστροφής και επανάληψη του δεύτερου βήµατος, όπου είναι 
πλέον δυνατή η δηµιουργία ευθύγραµµων τµηµάτων µεγαλύτερου µήκους. 

• Τελική ενιαία συνόρθωση (όπως στο τρίτο βήµα) µε επαναληπτική διαδικασία. 
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Η µέθοδος που αναπτύχθηκε εδώ σχετίζεται κυρίως µε εκείνες των Becker and Bove 
(1995), Bräuer-Burchardt and Voss (2001a), van den Heuvel (1999), οι οποίοι έχουν 
παρουσιάσει αλγορίθµους µονοεικονικής βαθµονόµησης βάσει τριών σηµείων φυγής. 
Κατά τον van den Heuvel (1999), ο υπολογισµός των παραµέτρων χωρίζεται σε δύο 
στάδια. Κατ’ αρχάς, µέσω της δέσµευσης παραλληλίας που εφαρµόζεται στα κάθετα 
διανύσµατα των προβολικών επιπέδων παράλληλων ευθειών του χώρου, προσδιορί-
ζονται τα σηµεία φυγής καθώς και ο πρώτος συντελεστής k1 της ακτινικής διαστρο-
φής (το κέντρο συµµετρίας της διαστροφής θεωρείται ότι συµπίπτει µε το κέντρο της 
εικόνας). Μέσω της δέσµευσης καθετότητας των διευθύνσεων, οι συνορθωµένες πα-
ρατηρήσεις του προηγούµενου βήµατος χρησιµοποιούνται, εν συνεχεία, για τον υπο-
λογισµό των παραµέτρων της µηχανής. Περιορισµό της µεθόδου συνιστά η υπόθεση 
ότι είναι γνωστές οι προσεγγιστικές τιµές των στοιχείων της µηχανής (“ονοµαστικές τι-
µές” φακού). Εφόσον αυτές δεν είναι γνωστές, είναι αναγκαία η µεσολάβηση του χει-
ριστή για να ορίσει µια από τις τρεις ορθογωνικές διευθύνσεις του χώρου. 

 Στην περίπτωση των Bräuer-Burchardt and Voss (2001a), υπολογίζεται πρώτα η 
ακτινική διαστροφή του φακού (συντελεστές k1, k2 και συντεταγµένες κέντρου συµµε-
τρίας) και τα σηµεία φυγής µε επαναληπτική διαδικασία. Οι παράµετροι του εσωτερι-
κού προσανατολισµού προκύπτουν, τελικά, από τις διορθωµένες θέσεις των σηµείων 
φυγής. Στις δύο προαναφερθείσες προσεγγίσεις η οµαδοποίηση ευθύγραµµων τµη-
µάτων σε ορθογωνικές διευθύνσεις καθώς και ο προσδιορισµός των σηµείων φυγής 
πραγµατοποιούνται µε αυτόµατο τρόπο. Αντίστοιχα, οι Becker and Bove (1995) υπο-
λογίζουν την ακτινική και εφαπτοµενική διαστροφή ελαχιστοποιώντας την διασπορά 
επί της “Γκαουσιανής σφαίρας” (Gaussian sphere) των σηµείων φυγής που προκύ-
πτουν ως τοµές των συγκλινουσών ευθειών ανά ζεύγη. Η εκτίµηση των παραµέτρων 
της γεωµετρίας της µηχανής ολοκληρώνεται σε ένα επόµενο ανεξάρτητο βήµα.  

 Σε αντίθεση µε τις προηγούµενες µεθόδους, στην προσέγγιση που αναπτύχθηκε 
εδώ προσδιορίζονται ταυτόχρονα τα σηµεία φυγής της εικόνας, ο εσωτερικός προσα-
νατολισµός της µηχανής και η συµµετρική ακτινική διαστροφή του φακού. Προφανώς, 
η εύρεση των σηµείων φυγής και της ακτινικής διαστροφής µπορούν να αποτελέσουν 
ένα ξεχωριστό ανεξάρτητο στάδιο, κατά το οποίο εντοπίζονται τα σηµεία φυγής ως τα 
κοινά σηµεία συντρεχουσών ευθειών, απαλλαγµένων ακτινικής διαστροφής. Η διόρ-
θωση της τελευταίας πραγµατοποιείται ως προς το σηµείο συµµετρίας S(xS, yS), το ο-
ποίο θεωρητικώς δεν συµπίπτει µε το πρωτεύον σηµείο P(xο, yο) της εικόνας (Kraus, 
2003). Εάν δεν απαιτείται η µέγιστη δυνατή ακρίβεια, το κέντρο συµµετρίας της εικό-
νας µπορεί γενικά να θεωρηθεί – και συνήθως θεωρείται – ότι συµπίπτει µε το πρω-
τεύον σηµείο. Στην πραγµατικότητα, δεδοµένης της αναµενόµενης ακρίβειας κατά την 
βαθµονόµηση µε σηµεία φυγής, είναι πολύ αµφίβολο κατά πόσον ο διαχωρισµός του 
κέντρου συµµετρίας από το πρωτεύον σηµείο έχει όντως κάτι ουσιαστικό να προσφέ-
ρει εδώ, πέρα από τον διαχωρισµό της διαδικασίας σε δύο στάδια. Στην περίπτωση 
λοιπόν όπου θεωρείται S ≡ P, είναι πλέον δυνατόν να πραγµατοποιηθεί ενιαία συ-
νόρθωση, µε τις εικονοσυντεταγµένες των σηµείων φυγής αλλά και του πρωτεύοντος 
σηµείου (xο, yο) και ως κοινούς αγνώστους στις δύο διαφορετικές οµάδες εξισώσεων 
της βαθµονόµησης. 

 Επιπλέον, η ενιαία συνόρθωση κρίνεται αναγκαία οσάκις υπάρχει περίσσεια ση-
µείων φυγής. Αυτό συµβαίνει εφόσον διατίθενται περισσότερα από τρία σηµεία φυγής 
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σε µία εικόνα, όπως πχ. όταν είναι γνωστές επιπλέον διευθύνσεις του χώρου. Ακόµα 
σηµαντικότερες όµως είναι οι περιπτώσεις όπου διατίθενται δύο η περισσότερες εικό-
νες από την ίδια µηχανή µε τρία σηµεία φυγής η κάθε µία, οπότε στην ενιαία συνόρ-
θωση όλες οι τριάδες των σηµείων φυγής δεσµεύονται να σχηµατίζουν συµβατά τρί-
γωνα (σωστότερα: τρισορθογώνιες πυραµίδες) λόγω της ενιαίας εσωτερικής γεωµε-
τρίας των εικόνων. Προφανώς στις περιπτώσεις αυτές η ενιαία µέθοδος πλεονεκτεί έ-
ναντι των δύο ανεξάρτητων συνορθώσεων. Ακόµα, είναι σαφές ότι η ενιαία προσέγγι-
ση είναι σε θέση να συνδυάζει εικόνες µε δύο σηµεία φυγής κάθετων διευθύνσεων εί-
τε και να συµπεριλάβει εικόνες µε δύο και τρία σηµεία φυγής. Τέλος, µπορεί να χρη-
σιµοποιηθεί για εικόνες που έχουν ληφθεί από το ίδιο, ή σχεδόν το ίδιο, σηµείο του 
χώρου, πράγµα που δεν συµβαίνει στην περίπτωση φωτοτριγωνισµού χωρίς φωτο-
σταθερά. Αξίζει, πάντως, να σηµειωθεί ότι ως άγνωστος στην ενιαία διαδικασία µπο-
ρεί να συµπεριληφθεί επίσης η θέση του κέντρου συµµετρίας S(xS, yS), όπως άλλω-
στε και οι συντελεστές της εφαπτοµενικής διαστροφής. 

 Στα επόµενα περιγράφονται αναλυτικά διαφορετικές µέθοδοι αυτόµατου προσ-
διορισµού σηµείων φυγής που έχουν εµφανιστεί στην διεθνή βιβλιογραφία, καθώς και 
ένας νέος αλγόριθµος που αναπτύχθηκε στο πλαίσιο της διδακτορικής διατριβής. 
 
 
4.2  Μέθοδοι αυτόµατης ανίχνευσης σηµείων φυγής 

Ως αυτόµατη ανίχνευση (ή αυτόµατος εντοπισµός) σηµείων φυγής περιγράφεται η 
διαδικασία κατά την οποία µέρος των εξαχθεισών ευθειών σε µία εικόνα οµαδοποιεί-
ται αυτόµατα σε επιµέρους σύνολα, µε βασικό κριτήριο την σύγκλιση ευθειών (που υ-
ποτίθεται ότι απεικονίζουν παράλληλες ευθείες στο χώρο) σε κοινό σηµείο, το οποίο 
θεωρείται ως σηµείο φυγής της αντίστοιχης διεύθυνσης του χώρου. Στην βιβλιογρα-
φία, τόσο της Φωτογραµµετρίας όσο και κυρίως της Όρασης Υπολογιστών, έχουν α-
ναφερθεί πλήθος διαφορετικών µεθόδων για αυτόµατο εντοπισµό σηµείων φυγής. 

 Οι περισσότερες από αυτές τις µεθόδους στηρίζονται στην εφαρµογή ενός µετα-
σχηµατισµού Hough (Hough Transform), κατά τον οποίο τα εξαγόµενα χαρακτηριστι-
κά µιας εικόνας (πχ. σηµεία και ακµές) µεταφέρονται από τον δισδιάστατο χώρο της 
εικόνας σε έναν νέο παραµετρικό χώρο που καλείται “πεδίο συσσώρευσης” (accumu-
lator space). Το πεδίο αυτό χωρίζεται σε πεπερασµένο αριθµό τµηµάτων συγκεκριµέ-
νου µεγέθους, τα “κελιά συσσώρευσης” (accumulator cells). Κάθε µετασχηµατισµένο 
χαρακτηριστικό, πχ. µία ευθεία, προσθέτει και από µία ψήφο (µία µονάδα) στα κελιά 
από τα οποία διέρχεται, µε αποτέλεσµα στα τελευταία να αποθηκεύεται το πλήθος 
των ευθειών που αυτά περιλαµβάνουν. Στην περίπτωση της αυτόµατης ανίχνευσης 
σηµείων φυγής, κελιά συσσώρευσης µε µεγάλο αριθµό ψήφων (= µεγάλο πλήθος δι-
ερχόµενων ευθειών) αποτελούν υποψήφια σηµεία φυγής. Η προσέγγιση αυτή δεν εί-
ναι δυνατόν να εφαρµοστεί απευθείας στο επίπεδο της εικόνας, καθώς το τελευταίο 
δεν είναι πεπερασµένο: τα σηµεία φυγής µπορεί να κείνται οπουδήποτε στο επίπεδο 
της εικόνας, ακόµα και στο άπειρο (όταν ο άξονας της λήψης είναι κάθετος στην διεύ-
θυνση των ευθειών του χώρου), γεγονός που καθιστά τον τεµαχισµό του επιπέδου 
σε κελιά συσσώρευσης πρακτικά αδύνατο. Συνεπώς, κρίνεται αναγκαία η µεσολάβη-
ση ενός κλειστού και πεπερασµένου παραµετρικού χώρου που θα συµπεριλαµβάνει 
όλα τα σηµεία, πεπερασµένα και µη. 
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 Πρωτοπόρα θεωρείται εν προκειµένω η εργασία του Barnard (1983), όπου εισή-
χθη για πρώτη φορά η έννοια της “Γκαουσιανής σφαίρας ” ως πεδίου συσσώρευσης. 
Κατά τον Barnard, το κέντρο προβολής της εικόνας θεωρείται ως κέντρο σφαίρας µο-
ναδιαίας ακτίνας (Γκαουσιανή σφαίρα). Για κάθε ευθύγραµµο τµήµα επί της εικόνας 
ορίζεται ένα αντίστοιχο επίπεδο προβολής (interpretation plane), το οποίο ορίζεται α-
πό το απεικονιζόµενο ευθύγραµµο τµήµα και το κέντρο προβολής της εικόνας. Κάθε 
τέτοιο επίπεδο προβολής τέµνει την σφαίρα σε µέγιστο κύκλο (µε κέντρο το κέντρο 
προβολής της εικόνας), στην περιφέρεια του οποίου σωρεύονται οι ψήφοι. Το σηµείο 
τοµής πολλών µέγιστων κύκλων αντιστοιχεί σε κελί συσσώρευσης µε µεγάλο αριθµό 
ψήφων και ορίζει το διάνυσµα (διεύθυνση) του σηµείου φυγής ως προς το προβολικό 
κέντρο. Στο παράδειγµα του Σχ. 4.1 φαίνεται ο προσδιορισµός σηµείου φυγής στην 
επιφάνεια της Γκαουσιανής σφαίρας ως τοµή δύο µέγιστων κύκλων.  
 

µέγιστοι
κύκλοι

των δύο
ευθύγραµµων

τµηµάτων

δύο
παράλληλα
ευθύγραµµα
τµήµατα
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κύκλος
σηµείων
φυγής
στο άπειρο

κέντρο
προβολής

σηµείο
φυγής

στο άπειρο

επίπεδο
εικόνας

 

Σχήµα 4.1: Εντοπισµός σηµείου φυγής – το οποίο στην προκειµένη περίπτωση βρίσκεται 
στο άπειρο – µέσω της Γκαουσιανής σφαίρας (κατά Rother, 2000). 
 
Ισχυρό στοιχείο της προσέγγισης, αυτής κατά την οποία πραγµατοποιείται παραµε-
τροποίηση στον χώρο των σφαιρικών συντεταγµένων (ϑ, ϕ), είναι ότι η επιφάνεια της 
σφαίρας αποτελεί κλειστή επιφάνεια, επιτρέποντας έτσι την απεικόνιση ακόµα και ση-
µείων του απείρου. Βασικό µειονέκτηµά της, ωστόσο, είναι ότι η κατάτµηση της σφαί-
ρας σε επιµέρους περιοχές είναι διαφορετική στους δύο άξονες, δηµιουργώντας δια-
φορετικού µεγέθους συσσωρευτές. Οι Quan and Mohr (1989) βελτίωσαν την µέθοδο 
µέσω ενός ιεραρχικού µετασχηµατισµού Hough, εφαρµόζοντας µια πυραµιδοειδή εκ-
δοχή της σφαίρας από χαµηλή (µεγάλοι συσσωρευτές) σε υψηλότερη ανάλυση (µι-
κροί συσσωρευτές). Αντίθετα, οι Lutton et al. (1994) πρότειναν οµοιόµορφο χωρισµό 
κατά ϕ και ανοµοιόµορφο κατά ϑ, ενώ συµπεριέλαβαν επίσης την επίδραση της αβε-
βαιότητας των εξαγόµενων ευθύγραµµων τµηµάτων. Ο Shufelt (1999), από την µεριά 
του, εισήγαγε το “αυλακοειδές” µοντέλο του επιπέδου προβολής (interpretation plane 
swath model) προκειµένου να συµπεριλάβει τα σφάλµατα προσανατολισµού των ευ-
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θειών στην εικόνα καθώς και των δηµιουργούµενων επιπέδων προβολής. Οι Magee 
and Aggarwal (1984) προσδιόρισαν από όλα τα ζεύγη ευθειών στην εικόνα τα σηµεία 
τοµής πάνω στην επιφάνεια της Γκαουσιανής σφαίρας, χωρίς να την χρησιµοποιή-
σουν ως πεδίο συσσώρευσης. Στηριζόµενος σε αυτή την λογική, ο Gallagher (2002), 
βασίστηκε σε ένα σύνολο τυπικών εικόνων, στις οποίες τα σηµεία φυγής είχαν προσ-
διοριστεί χειρωνακτικά, ώστε να εκπαιδεύσει τον αλγόριθµο αυτόµατης εξαγωγής ση-
µείων φυγής, βασιζόµενος σε υπό συνθήκη πιθανότητες (conditional probabilities). Οι 
Wenzel and Grigat (2006), τέλος, παρουσίασαν µια σύγκριση µεταξύ διαφορετικών 
µοντέλων παραµετροποίησης της Γκαουσιανής σφαίρας σε σχέση µε τον θόρυβο. 
 Από την άλλη µεριά, αρκετές είναι και οι δηµοσιεύσεις όπου χρησιµοποιείται πε-
δίο συσσώρευσης διαφορετικό από την Γκαουσιανή σφαίρα. Για παράδειγµα, η µέθο-
δος των Brillault and Mahony (1991) υιοθετεί πεδίο συσσώρευσης το οποίο συµπερι-
λαµβάνει την αβεβαιότητα των ευθειών εξασφαλίζοντας ανίχνευση σηµείων φυγής µε 
σταθερή ποιότητα, ενώ οι Tuytelaars et al. (1998) χρησιµοποίησαν πεδίο συσσώρευ-
σης το οποίο εξασφαλίζει την συµµετρία µεταξύ εικόνας και παραµετρικού χώρου, έ-
τσι ώστε να είναι εφικτή η εφαρµογή διαδοχικών µετασχηµατισµών Hough (cascaded 
Hough Transform). Τεχνικές που εκµεταλλεύονται τον πολικό παραµετρικό χώρο ως 
πεδίο συσσώρευσης έχουν αναφέρει οι Straforini et al. (1993), Matessi and Lombardi 
(1999) και Cantoni et al. (2001), ενώ εφαρµογές του αλγορίθµου “µεγιστοποίησης της 
προσδοκίας” (expectation maximization algorithm) για εντοπισµό σηµείων φυγής έ-
χουν παρουσιάσει οι Antone and Teller (2000), Minagawa et al. (2000) και Kosecká 
and Zhang (2002). Εναλλακτικά, τα σηµεία φυγής µπορούν να εντοπιστούν µε ανάλυ-
ση της υφής, όπως κάνουν οι Rasmussen (2004) και Ribeiro and Hancock (2002). Οι 
τελευταίοι προσδιορίζουν την προοπτική θέση επιπέδων µε υφή προβάλλοντας φα-
σµατική πληροφορία στην επιφάνεια της µοναδιαίας σφαίρας. 
 
 
4.2.1  Η µέθοδος του Rother 

Βασικό µειονέκτηµα όλων των µεθόδων που µεταφέρουν πληροφορία από τον χώρο 
της εικόνας σε έναν νέο πεπερασµένο παραµετρικό χώρο είναι ότι δεν διατηρούν την 
αρχική πληροφορία του επιπέδου της εικόνας, όπως είναι οι αποστάσεις µεταξύ ση-
µείων και ευθειών. Το πρόβληµα αυτό αντιµετωπίστηκε από τον Rother (2000) µε την 
χρήση του ίδιου του επιπέδου της εικόνας ως πεδίου συσσώρευσης και των σηµείων 
τοµής στην εικόνα όλων των ευθειών ανά δύο ως συσσωρευτών (Magee and Aggar-
wal, 1984). Για κάθε πιθανό σηµείο φυγής (συσσωρευτή), υπολογίζεται η συνεισφορά 
όλων των ευθύγραµµων τµηµάτων σε αυτό µέσω µιας διαδικασίας “ψηφοφορίας”. Η 
ψήφος v ευθύγραµµου τµήµατος s ως προς σηµείο φυγής V υπολογίζεται ως εξής: 
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wv w  (4.1)

 
όπου α είναι η γωνία µεταξύ του ευθύγραµµου τµήµατος s και της ευθείας που συν-
δέει το µέσον M του s µε το συγκεκριµένο σηµείο φυγής V, α0 είναι το όριο για τις γω-
νίες α, ds το µήκος του s και dmax το µέγιστο µήκος ευθύγραµµου τµήµατος (Σχ. 4. 2). 
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Κάθε τµήµα µε γωνία α > α0 δεν συµµετέχει στην διαδικασία της ψηφοφορίας.  
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s
 

Σχήµα 4.2: Η γωνία α που σχηµατίζεται από το ευθύγραµµο τµήµα s και την ευθεία VM, 
όπου Μ το µέσον του s και V υποψήφιο σηµείο φυγής. 
 
Η τελική ψήφος για κάθε σηµείο φυγής, η οποία και αντιπροσωπεύει την “ισχύ” του, 
υπολογίζεται ως το άθροισµα όλων των επιµέρους ψήφων από τα αντίστοιχα αποδε-
κτά ευθύγραµµα τµήµατα. Από την Εξ. (4.1) προκύπτει πως η ψήφος είναι ανάλογη 
του µήκους του ευθύγραµµου τµήµατος και αντιστρόφως ανάλογη του µεγέθους της 
γωνίας α. Το ποσοστό συµµετοχής των δύο αυτών παραµέτρων στην ψήφο v ρυθµί-
ζεται από τα βάρη w1 και w2 της Εξ. (4.1), εµπειρικές τιµές για τα οποία δόθηκαν σε ε-
πόµενη δηµοσίευση (Rother, 2002).   

 Μετά από την ολοκλήρωσή αυτής της διαδικασίας (στάδιο συσσώρευσης ή ψη-
φοφορίας), έπεται το στάδιο όπου αναζητείται η τριάδα των σηµείων φυγής που αντι-
στοιχούν σε τρεις ορθογώνιες διευθύνσεις στον χώρο. Στην φάση αυτή υπεισέρχεται 
η εφαρµογή τριών κριτηρίων: κριτήριο της καθετότητας των ευθειών στο χώρο, κριτή-
ριο της µηχανής και κριτήριο της ευθείας φυγής. 

 Το πρώτο και βασικότερο γεωµετρικό κριτήριο, το οποίο εφαρµόζεται ρητά και α-
πό τον van den Heuvel (1998), στηρίζεται στην αρχή ότι δύο σηµεία φυγής αντιστοι-
χούν σε µεταξύ τους κάθετες διευθύνσεις του χώρου όταν, και µόνο όταν, τα δύο δια-
νύσµατα που συνδέουν το προβολικό κέντρο µε τα σηµεία αυτά είναι κάθετα µεταξύ 
τους. Σε περιπτώσεις µε τρία πεπερασµένα σηµεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων, 
το ορθόκεντρο του σχηµατιζόµενου από αυτά τριγώνου υλοποιεί το πρωτεύον σηµείο 
της εικόνας. Το κριτήριο της καθετότητας εκφράζεται τότε από την δέσµευση πως το 
τρίγωνο είναι οξυγώνιο (βλ. Κεφάλαιο 2), δηλαδή κάθε γωνία του σχηµατιζόµενου α-
πό τα τρία σηµεία φυγής τριγώνου πρέπει να είναι µικρότερη των 90°. Αντίστοιχα, το 
κριτήριο της καθετότητας είναι δυνατόν να διαµορφωθεί κατάλληλα ώστε να συµπερι-
λάβει και τις περιπτώσεις µε δυο πεπερασµένα και ένα απειρικό ή µε ένα πεπερα-
σµένο και δύο απειρικά σηµεία φυγής. 

 Το κριτήριο της µηχανής περιορίζει τις τιµές που υπολογίζονται για την θέση του 
πρωτεύοντος σηµείου και την σταθερά της µηχανής µέσα σε ένα καθορισµένο “λογι-
κό” εύρος τιµών. Τέλος, το κριτήριο της ευθείας φυγής επιτρέπει σε ένα ευθύγραµµο 
τµήµα της εικόνας να διέρχεται ταυτόχρονα από δύο σηµεία φυγής µόνον εφόσον το 
ευθύγραµµο τµήµα συµπίπτει µε την ευθεία η οποία συνδέει τα δύο αυτά σηµεία φυ-
γής (την ευθεία φυγής που αυτά ορίζουν). 

 Η τριάδα των σηµείων φυγής η οποία, ικανοποιώντας κατ’ αρχήν όλα τα προη-
γούµενα κριτήρια, συγκεντρώνει τις περισσότερες ψήφους αντιπροσωπεύει την τελι-
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κή τριάδα σηµείων φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων για την συγκεκριµένη εικόνα. Το 
Σχ. 4.3 παρουσιάζει, ενδεικτικά, τα ευθύγραµµα τµήµατα που έχουν οµαδοποιηθεί µε 
την µέθοδο του Rother ως προς τις τρεις πρωτεύουσες διευθύνσεις του χώρου. Τα 
τµήµατα µε κίτρινο χρώµα δεν συµµετέχουν σε κανένα από τα τρία σηµεία φυγής. 

 

 
Σχήµα 4.3: Αυτόµατη οµαδοποίηση ευθειών ως προς τρεις κύριες διευθύνσεις του χώρου 
(κατά Rother, 2000). 
 
 
4.2.2  Βελτιστοποίηση της µεθόδου του Rother 

Σήµερα, η µέθοδος του Rother αποτελεί µία από τις πιο αξιόπιστες και διαδεδοµένες 
µεθόδους ανίχνευσης σηµείων φυγής σε εφαρµογές µη πραγµατικού χρόνου (βλ. πχ. 
εφαρµογές της από τους Aguilera et al., 2005, Bauer et al., 2002). Ωστόσο, παρά τα 
βασικά πλεονεκτήµατά της την προσέγγιση χαρακτηρίζει ένα σηµαντικό µειονέκτηµα, 
η χρήση βαρών (Εξ. 4.1) κατά την διαδικασία της ψηφοφορίας, ένα για τις γωνίες και 
ένα για τα µήκη των ευθύγραµµων τµηµάτων. ‘Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, τα 
βάρη αυτά επιλέγονται εµπειρικά, γεγονός που δεν επιτρέπει να εφαρµόζεται η µέθο-
δος κατά ενιαίο τρόπο σε όλες τις περιπτώσεις. Στην παρούσα διατριβή διατυπώθηκε 
µια νέα βελτιωµένη εκδοχή της µεθόδου του Rother, η οποία δεν έχει ανάγκη για εµ-
πειρική εκτίµηση της τιµής βαρών, επιτρέποντας παράλληλα έναν απλούστερο και ε-
νιαίο, σε κάθε περίπτωση, χειρισµό των ευθύγραµµων τµηµάτων µεγάλου και µικρού 
µήκους. Η προσέγγιση αυτή στηρίζεται στο γεγονός ότι η επίδραση που έχει το µήκος 
ενός ευθύγραµµου τµήµατος (δεύτερος όρος στο δεξιό µέρος της Εξ. 4.1) ως προς έ-
να συγκεκριµένο σηµείο φυγής µπορεί να µεταφραστεί σε γωνιακό σφάλµα και να εν-
σωµατωθεί στον πρώτο όρο της Εξ. (4.1). 

 Πράγµατι, η αβεβαιότητα σ (τυπικό σφάλµα) της γωνίας κλίσης ενός ευθύγραµ-
µου τµήµατος s που υπολογίζεται κατά την διαδικασία παρεµβολής ευθειών στις εξα-
χθείσες ακµές µιας εικόνας µπορεί να θεωρηθεί παράλληλα και ως η αβεβαιότητα της 
γωνίας α που σχηµατίζεται από το τµήµα s µε το εκάστοτε σηµείο φυγής V (Σχ. 4.4). 
Συνεπώς µια πιο ρεαλιστική έκφραση της γωνίας α της σχηµατιζόµενης από το τµή-
µα s και την ευθεία VΜ (όπου Μ το µέσο του s) είναι α + σ, δηλαδή η υπολογισµένη 
γωνία συν την αβεβαιότητά της. Το τυπικό σφάλµα σ εξάγεται από τον πίνακα µετα-
βλητότητας-συµµεταβλητότητας των αγνώστων κατά την παρεµβολή ευθείας, και άρα 
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καθορίζεται τόσο από την επίδραση τυχαίων σφαλµάτων (αποκλίσεις εικονοσηµείων 
από την βέλτιστη ευθεία παρεµβολής), όσο όµως και από την ίδια την γεωµετρία της 
συνόρθωσης, όπου πρωταρχικό ρόλο έχει το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος. Με 
άλλα λόγια, η επίδραση του µήκους ds του s είναι ενσωµατωµένη στην αβεβαιότητα σ 
της γωνίας κλίσης της ευθείας. Επιπλέον, η χρήση του σφάλµατος σ της κλίσης έχει 
ταυτόχρονα το πλεονέκτηµα ότι λαµβάνει υπόψη και τον θόρυβο των παρατηρήσεων 
(µετρήσεις εικονοσυντεταγµένων). Αυτό έχει σηµασία, αφού είναι σαφές ότι – ανάλο-
γα µε την ποιότητα των παρατηρήσεων – τα µικρότερα ευθύγραµµα τµήµατα δεν εµ-
φανίζουν κατ’ ανάγκην και µεγαλύτερες αβεβαιότητες στην υπολογιζόµενη κλίση από 
ό,τι τα µεγαλύτερα (πράγµα που δεν λαµβάνεται υπόψη στη Εξ. 4.1). 
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Σχήµα 4.4: Αβεβαιότητα σ της γωνίας κλίσης του ευθύγραµµου τµήµατος s, η οποία µπο-
ρεί να θεωρηθεί και ως αβεβαιότητα της γωνίας α. 
 
Τελικά λοιπόν, βάσει των ανωτέρω, η ψήφος v την οποία συνεισφέρει το κάθε ευθύ-
γραµµο τµήµα της εικόνας σε ένα πιθανό σηµείο φυγής δίδεται πλέον από την σχέση: 
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α σ
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 (4.2)

 
Όπως στην µέθοδο του Rother, οι ψήφοι από όλα τα τµήµατα µε γωνία (α + σ) < α0, 
όπου α0 η µέγιστη επιτρεπτή γωνία, αθροίζονται για να προκύψει η τελική ψήφος για 
το συγκεκριµένο σηµείο φυγής. 

• Παρενθετικά, ας σηµειωθεί ότι στην πραγµατικότητα η αβεβαιότητα της γωνίας α δεν ε-
ξαρτάται µόνο από το σφάλµα της κλίσης της ευθείας, αλλά και από την αβεβαιότητα του 
µέσου Μ του ευθύγραµµου τµήµατος VM. Μολαταύτα, η επίδραση της τελευταίας κρίνε-
ται ως αµελητέα συγκρινόµενη µε το σφάλµα της διεύθυνσης της ευθείας. 

Κατόπιν όλα τα πιθανά σηµεία φυγής, µαζί µε τις αντίστοιχες ψήφους, ελέγχονται βά-
σει των προαναφερθέντων γεωµετρικών κριτηρίων (ενότητα 4.2.1) για την τελική επι-
λογή των τριών κύριων σηµείων φυγής. Υπογραµµίζεται ότι πιθανά σηµεία φυγής στο 
άπειρο εξαιρούνται από αυτή την διαδικασία αφού κύριος σκοπός είναι εδώ η πλήρης 
βαθµονόµηση µηχανής, άρα υιοθετούνται κριτήρια που αφορούν την εξαγωγή µόνο 
τριών πεπερασµένων σηµείων φυγής κατάλληλων για βαθµονόµηση (ελλείψει γενι-
κής συµφωνίας επ’ αυτού, οι Douskos et al., 2007, δέχονται ότι ένα σηµείο φυγής εί-
ναι στο άπειρο όταν απέχει από το εικονόκεντρο πέραν του 40πλασίου της διάστα-
σης της εικόνας, πράγµα που σε ευρυώνιο φακό αντιστοιχεί σε γωνία κλίσης ∼1.5°). 
Στο Σχ. 4.5 φαίνονται τα ευθύγραµµα τµήµατα εικόνας όπως αυτά έχουν οµαδοποιη-
θεί µε την εξεταζόµενη µέθοδο στις τρεις κύριες (ορθογώνιες) διευθύνσεις του χώρου. 
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Σχήµα 4.5. Αυτόµατη οµαδοποίηση ευθύγραµµων τµηµάτων ως προς τρεις κύριες διευ-
θύνσεις του χώρου. 
 

• Παρενθετικά σηµειώνεται ότι από την διαδικασία όντως εξαιρούνται εδώ, όπως µόλις α-
ναφέρθηκε, τα σηµεία φυγής στο άπειρο. Αυτό, πάντως, δεν σηµαίνει ότι η µέθοδος που 
αναπτύχθηκε στην παρούσα διατριβή αδυνατεί – σε αντίθεση µε µεθόδους της προβολι-
κής γεωµετρίας που χρησιµοποιούν οµογενείς συντεταγµένες – να τα χειριστεί. Γιά παρά-
δειγµα, σε περίπτωση όπου ένα σηµείο φυγής είναι στο άπειρο, γεωµετρικός τόπος του 
πρωτεύοντος σηµείου είναι το ευθύγραµµο τµήµα που ορίζεται από τα δύο πεπερασµένα 
σηµεία φυγής. Αυτό µπορεί να εισαχθεί ως πρόσθετη δέσµευση (οπότε η σφαίρα βαθµο-
νόµησης εκφυλίζεται πλέον σε “κύκλο βαθµονόµησης”). Από την άλλη µεριά, εάν µόνο έ-
να από τα τρία σηµεία φυγής είναι πεπερασµένο, τότε αυτό συµπίπτει µε το πρωτεύον 
σηµείο (χαρακτηριστική περίπτωση είναι το ναδίρ της εικόνας σε αυστηρά κατακόρυφες 
λήψεις). Στην παρούσα υλοποίησή του, πάντως, ο αλγόριθµος χειρίζεται µόνο πεπερα-
σµένα σηµεία φυγής. 

 
 
4.3  Αναλυτική περιγραφή της µεθόδου 
 
4.3.1  Αυτόµατη εξαγωγή ακµών 

Αρχικά, πραγµατοποιείται σε όλες τις εικόνες αυτόµατος εντοπισµός ακµών µε ακρί-
βεια pixel µέσω της µεθόδου του Canny (1986). Κατόπιν, βελτιστοποιείται η θέση των 
ακµών (υποψηφιδική ακρίβεια) µε έλεγχο των τοπικών κλίσεων της εικόνας µέσω αλ-
γορίθµου παρόµοιου µε εκείνον που υπάρχει στην ιστοσελίδα του Kovesi (2005). Εν 
συνεχεία οι ακµές συνδέονται προκειµένου να σχηµατιστούν ευθύγραµµα τµήµατα µε 
την διαδικασία πολυγωνικής προσέγγισης, η οποία στηρίζεται σε κατάλληλο “κατώφλι 
συνευθειακότητας” (Thormaehlen et al., 2003) που ορίζει την µέγιστη αποδεκτή κάθε-
τη απόκλιση των σηµείων της ακµής από το αντίστοιχο ευθύγραµµο τµήµα. 

 Οι παράµετροι κάθε ευθείας της εικόνας προσδιορίζονται µε ελαχιστοτετραγωνι-
κή συνόρθωση. Ένα κατώφλι ελάχιστου αποδεκτού µήκους επιτρέπει να αποκλείον-
ται τα πολύ µικρά ευθύγραµµα τµήµατα από την διαδικασία. Όπως περιγράφεται στα 
επόµενα (ενότητα 4.3.3.3), οι τιµές των κατωφλίων µειώνονται µετά τον πρώτο υπο-
λογισµό των συντελεστών της ακτινικής διαστροφής. 
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4.3.2  Αυτόµατος αρχικός εντοπισµός σηµείων φυγής 

Η οµαδοποίηση των ευθύγραµµων τµηµάτων ανά διεύθυνση του χώρου και η αρχική 
εκτίµηση της θέσης των αντίστοιχων τριών σηµείων φυγής πραγµατοποιούνται µε τον 
αλγόριθµο που έχει αναπτυχθεί στην ενότητα 4.2.2. Ειδικότερα, για την επόµενη φά-
ση της συνόρθωσης απαιτούνται µόνο τα οµαδοποιηµένα ευθύγραµµα τµήµατα, ενώ 
οι συντεταγµένες των σηµείων φυγής χρησιµοποιούνται ως προσεγγιστικές τιµές. 
 
 
4.3.3  Ταυτόχρονη συνόρθωση παρατηρήσεων 

Σε αντιστοιχία µε τον αλγόριθµο του Κεφαλαίου 3, ο συγκεκριµένος αλγόριθµος συν-
δυάζει κατά την συνόρθωση δυο διακριτές οµάδες εξισώσεων (που συνδέονται µετα-
ξύ τους µε κοινούς αγνώστους, και συγκεκριµένα την θέση του πρωτεύοντος σηµείου 
και τις θέσεις των σηµείων φυγής): 
• εκείνες που αναφέρονται στην δια του αντίστοιχου σηµείου φυγής παρεµβολή ευ-
θείας στα σηµεία των ακµών 
• εκείνες που συνδέουν τις εικονοσυντεταγµένες των σηµείων φυγής µε τις παραµέ-
τρους του εσωτερικού προσανατολισµού. 

 
4.3.3.1  Παρεµβολή ευθείας 

Από την βιβλιογραφία είναι γνωστό ότι ο προσδιορισµός της διαστροφής του φακού, 
συµµετρικής ακτινικής όσο και έκκεντρης (µη συµµετρικής ακτινικής και εφαπτοµενι-
κής), µπορεί να προηγείται της διαδικασίας βαθµονόµησης ως ένα πρώτο ανεξάρτη-
το στάδιο. Η τεχνική αυτή είναι γνωστή ως “µέθοδος νηµάτων της στάθµης” (plumb li-
ne method) από την αρχική εισαγωγή της από τον Brown (1971) – βλ. ακόµα Dever-
nay and Faugeras, 2001, Karras et al., 1998, Thormaehlen et al., 2003) – και βασίζε-
ται στο γεγονός ότι ευθεία γραµµή του χώρου προβαλλόµενη στην εικόνα οφείλει να 
παραµένει ευθεία. Παράλληλα, είναι δυνατόν να συνδυάζεται µε τον υπολογισµό των 
σηµείων φυγής (Becker and Bove, 1995, van den Heuvel, 1999, Bräuer-Brachardt 
and Voss, 2001a), βασει της παραδοχής ότι παράλληλες ευθείες του χώρου απεικο-
νίζονται ως συγκλίνουσες ευθείες. 

 Αντίθετα µε τις προσεγγίσεις όπου ο υπολογισµός των σηµείων φυγής προηγεί-
ται της καθαυτό διαδικασίας βαθµονόµησης, βασικό µέληµα εν προκειµένω είναι οι 
παρεµβολές ευθειών, ο υπολογισµός των σηµείων φυγής και ο προσδιορισµός του ε-
σωτερικού προσανατολισµού, µαζί µε την ακτινική διαστροφή του φακού, να πραγµα-
τοποιούνται σε ένα ενιαίο βήµα. 

 Οι παρατηρούµενες ευθείες της εικόνας δεσµεύονται να διέρχονται από το αντί-
στοιχο σηµείο φυγής V(xV, yV) σύµφωνα µε την εξίσωση 

                                 
( )V V(x x cosθ y y sinθ 0)− + − =  (4.3)

                                            

όπου x, y οι εικονοσυντεταγµένες σηµείου που ανήκει σε αυτήν την ευθεία και θ η γω-
νία της ευθείας µε τον άξονα y της εικόνας. Αντίθετα µε την Εξ. (3.11) του Κεφαλαίου 
3, η γενική αυτή έκφραση ευθείας στο επίπεδο είναι κατάλληλη και για ευθείες πα-
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ράλληλες τους άξονες x ή y της εικόνας. Εισάγοντας τους δύο συντελεστές k1, k2 της 
συµµετρικής ακτινικής διαστροφής του φακού στην εξίσωση έχει κανείς:  
 

( ) ( ) ( ) ( )V V
2 4 2 4o 1 2 o 1 2x x x k r k r x cos θ y y y k r k r y sin θ 0− − + − + − − + − =        (4.4)

                                                
όπου (xo, yo) το πρωτεύον σηµείο της εικόνας και r η ακτινική απόσταση του σηµείου 
(x, y) από αυτό. Η Εξ. (4.4) αντιπροσωπεύει την εξίσωση παρατήρησης για την ταυ-
τόχρονη συνόρθωση όλων των ευθύγραµµων τµηµάτων.  

 Πλεονέκτηµα των Εξ. (4.3, 4.4) έναντι των αντίστοιχων που εφαρµόστηκαν στο 
Κεφάλαιο 3 (Εξ. 3.11. 3.12) είναι πως µέσω αυτών υπολογίζεται άµεσα η απόσταση 
του εικονοσηµείου (x, y) από την παρεµβεβληµένη ευθεία. Έτσι, κατά την ελαχιστοτε-
τραγωνική συνόρθωση µε έµµεσες παρατηρήσεις η ποσότητα που ελαχιστοποιείται 
είναι το άθροισµα των τετραγώνων των αποστάσεων των εικονοσηµείων από τις αν-
τίστοιχες ευθείες. Παράλληλα, όπως αναφέρθηκε, λόγω της µορφής της δεν απαιτεί-
ται διερεύνηση και µορφοποίηση της εξίσωσης ανάλογα µε την κλίση της ευθείας. 

 
4.3.3.2  Σηµεία φυγής και εσωτερικός προσανατολισµός 

Η εξίσωση που χρησιµοποιείται και δεσµεύει τις εσωτερικές παραµέτρους της µηχα-
νής ως προς την θέση των σηµείων φυγής είναι η εξίσωση της σφαίρας βαθµονόµη-
σης, η οποία έχει περιγραφεί αναλυτικά στην ενότητα 3.1: 
 

( ) ( )2 2 22o m o mx x y y c R− + − + =  (4.5)

µε 1 2
m

x xx
2
+=           1 2

m
y yy

2
+=  

και   
( ) ( )2 2

1 2 1 2x x y ydR
2 2

− + −
= =  

                                                    
όπου (x1, y1) και (x2, y2) οι συντεταγµένες δύο σηµείων φυγής ορθογώνιων διευθύν-
σεων, (xm, ym) το κέντρο της σφαίρας και R η ακτίνα της. Ισοδύναµα, όπως έχει ήδη 
αναφερθεί, η Εξ. (4.5) µπορεί να πάρει την µορφή: 
 

( ) ( )2 2 22o m o mx x y y c R 0− + − + − =  (5.6)

 
οπότε κατά την συνόρθωση ελαχιστοποιείται το άθροισµα των τετραγώνων του τε-
τραγώνου των ακτινικών αποστάσεων του προβολικού κέντρου Ο(xo, yo, c) από τις 
σφαίρες βαθµονόµησης που συµµετέχουν (µία σφαίρα βαθµονόµησης για κάθε ζεύ-
γος σηµείων φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων).  

 
4.3.3.3  Συνόρθωση σε ένα βήµα 

Για τον υπολογισµό των παραµέτρων του εσωτερικού προσανατολισµού πραγµατο-
ποιείται ταυτόχρονη συνόρθωση βάσει των εξισώσεων παρεµβολής ευθειών στις ει-
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κονοσυντεταγµένες και των εξισώσεων των σφαιρών βαθµονόµησης. Κάθε εικονοση-
µείο το οποίο ανήκει σε ευθεία διερχόµενη από σηµείο φυγής συνεισφέρει µια εξίσω-
ση της µορφής (4.4). Άγνωστες παράµετροι σε αυτές τις εξισώσεις είναι η θέση του 
πρωτεύοντος σηµείου P(xo, yo), η γωνία θ της ευθείας και οι εικονοσυντεταγµένες (xV, 
yV) του σηµείου φυγής, καθώς και οι συντελεστές k1, k2 της διαστροφής του φακού. Οι 
εξισώσεις ευθειών που διέρχονται από το ίδιο σηµείο φυγής έχουν ως κοινή άγνωστη 
παράµετρο – εκτός από το πρωτεύον σηµείο και τους συντελεστές της ακτινικής δια-
στροφής – την θέση του σηµείου φυγής, ενώ οι εξισώσεις που αναφέρονται σε εικο-
νοσηµεία επί της ίδιας ευθείας διαθέτουν έναν επιπλέον κοινό άγνωστο, την γωνία θ 
της ευθείας. Το σύνολο όλων των παραπάνω εξισώσεων συνορθώνεται ενιαία µε την 
µέθοδο των έµµεσων παρατηρήσεων.  

 Εάν οι εξισώσεις των σφαιρών βαθµονόµησης (µέσω των οποίων εισάγεται ως 
άγνωστη παράµετρος η σταθερά c της µηχανής) εισαχθούν στην συνόρθωση ως αυ-
στηρές δεσµεύσεις, τότε για τους συντελεστές της ακτινικής διαστροφής απαιτείται να 
προσδιοριστούν αρχικές τιµές διάφορες του µηδενός. Εάν, αντιθέτως, χρησιµοποιη-
θούν ως απλές εξισώσεις παρατήρησης αλλά µε πολύ µεγάλο βάρος (πχ. w = 105), 
τότε οι τιµές των προσεγγίσεων για την ακτινική διαστροφή µπορούν να είναι µηδενι-
κές – τουλάχιστον όσον αφορά έως και σχετικά ευρυγώνιους φακούς γωνιακού ανοί-
γµατος περί τις 65°, όπως εκείνοι που χρησιµοποιήθηκαν στην πειραµατική αξιολό-
γηση της επόµενης ενότητας. Προσεγγιστικές τιµές για την θέση των σηµείων φυγής 
υπολογίζονται κατά τον αρχικό αυτόµατο εντοπισµό τους. Από αυτές, άλλωστε, προ-
κύπτουν και οι αρχικές τιµές γιά τις παραµέτρους του εσωτερικού προσανατολισµού 
µέσω των εξισώσεων του Gracie (1968).  

 Μετά από την πρώτη σύγκλιση της συνόρθωσης, οι εκτιµηθείσες τιµές για τους 
συντελεστές της διαστροφής αξιοποιούνται για να διορθωθούν όλα τα σηµεία των αρ-
χικά εξαχθεισών (καµπυλωµένων λόγω διαστροφής) ακµών. Κατόπιν επαναλαµβάνε-
ται η διαδικασία παρεµβολής ευθειών στα διορθωµένα σηµεία, πράγµα που κατά κα-
νόνα οδηγεί, χάρη σε αυτή την διόρθωση, στο να σχηµατίζονται ευθύγραµµα τµήµατα 
µεγαλύτερου µήκους. Επίσης, στην διαδικασία αυτή µειώνονται τα όρια γιά την µέγι-
στη αποδεκτή απόκλιση σηµείου από ευθεία όσο και για το ελάχιστο αποδεκτό µήκος 
ευθύγραµµου τµήµατος, επιτρέποντας έτσι, αντίστοιχα, να αποκλείονται σηµεία που 
στην πραγµατικότητα δεν ανήκουν στην ευθεία (“χονδροειδή σφάλµατα”) όσο και να 
συµµετέχουν περισσότερες ευθείες στην εκτίµηση της θέσης των σηµείων φυγής. 

 Εν συνεχεία, επαναλαµβάνεται ο αυτόµατος εντοπισµός των σηµείων φυγής για 
όλες τις εικόνες (τώρα όµως µεταξύ λιγότερων συσσωρευτών, αφού είναι πλέον γνω-
στές οι προσεγγιστικές θέσεις των σηµείων φυγής από την προηγούµενη λύση), και 
πραγµατοποιείται µια δεύτερη επαναληπτική διαδικασία συνόρθωσης. Θεωρητικά, η 
διαδικασία για την διαδοχική διόρθωση των ακµών και την βελτιστοποίηση των τιµών 
των παραµέτρων του εσωτερικού προσανατολισµού και της ακτινικής διαστροφής ο-
λοκληρώνεται όταν ικανοποιηθεί κάποιο κριτήριο, πχ. όταν το τυπικό σφάλµα της µο-
νάδας βάρους της τελευταίας συνόρθωσης δεν παρουσιάζει βελτίωση ως προς εκεί-
νο της προηγούµενης. Στην πράξη φάνηκε πως η εφαρµογή δύο επαναληπτικών συ-
νορθώσεων γενικά επαρκεί, αφού ήδη µετά από την σύγκλιση της πρώτης η εκτίµηση 
των συντελεστών της ακτινικής διαστροφής ικανοποιεί τις ανάγκες της διόρθωσης. 

 Τέλος, προκειµένου να ενισχυθεί η γεωµετρία του συστήµατος, συνεπώς και η α-
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κρίβεια της εκτίµησης των άγνωστων παραµέτρων, όλα τα ευθύγραµµα τµήµατα των 
εικόνων εξετάζονται ανά ζεύγη µε σκοπό κάποια από αυτά να συνενωθούν ενδεχοµέ-
νως σε µεγαλύτερα ενιαία τµήµατα. Έτσι, αν η συνολική µέση τετραγωνική απόσταση 
των σηµείων καθενός των δύο ευθύγραµµων τµηµάτων από την εξίσωση ευθείας του 
άλλου είναι κάτω από ένα όριο, τότε αυτά τα ευθύγραµµα τµήµατα θεωρούνται ότι α-
νήκουν στην ίδια ευθεία (το ένα αποτελεί προέκταση του άλλου) και αντιµετωπίζονται 
ως συνευθειακά στην συνόρθωση. Τυπικές τέτοιες περιπτώσεις σε λήψη κτιρίου είναι 
πχ. ακµές ανοιγµάτων, όπως σε παράθυρα, που ανήκουν στην ίδια οριζόντιο ή κατα-
κόρυφο (βλ. Σχ. 4.8 και 4.9 στην επόµενη ενότητα), ή και ευθύγραµµα στοιχεία που 
στην εικόνα διακόπτονται από κάποιο εµπόδιο. 

 Στο Κεφάλαιο 2 διατυπώθηκε και εφαρµόστηκε αλγόριθµος για την βαθµονόµη-
ση µηχανής από τρία σηµεία φυγής σε µία εικόνα, ο οποίος συνδέει µέσω µιας σχετι-
κά απλής εξίσωσης τις παραµέτρους της ευθείας µε εκείνες του εσωτερικού προσα-
νατολισµού, όµως εµπλέκει και τον πίνακα στροφής της εικόνας. Η προσέγγιση αυτή 
αποδείχθηκε ότι είναι πιο ευαίσθητη στον θόρυβο των µετρήσεων και σε χονδροειδή 
σφάλµατα (ιδιαίτερα στην περίπτωση αυτόµατης εξαγωγής µεγάλου πλήθους ακµών) 
από όσο είναι οι σφαίρες βαθµονόµησης, στις οποίες δεν συµµετέχει ο πίνακας στρο-
φής της εικόνας. Έτσι, ο συγκεκριµένος αλγόριθµος επικεντρώνεται αποκλειστικά την 
διαδικασία βαθµονόµησης, χωρίς δηλαδή να απαιτείται να αντιστοιχηθούν τα σηµεία 
φυγής µε τις τρεις βασικές διευθύνσεις XYZ του χώρου. 

 Τέλος, ας επαναληφθεί ότι η προσέγγιση αυτή, πέραν της δυνατότητας εφαρµο-
γής σε µεµονωµένες εικόνες µε τρία πεπερασµένα σηµεία φυγής, επιτρέπει να συν-
δυάζονται και επιπλέον ζεύγη σηµείων φυγής από την ίδια ή (κυρίως) από διαφορετι-
κές εικόνες για τον προσδιορισµό της κοινής εσωτερικής γεωµετρίας της µηχανής. Ό-
πως έχει αναφερθεί, τρία σηµεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων του χώρου επιτρέ-
πουν να εκτιµώνται µόνον οι βασικές παράµετροι της µηχανής. Πρόσθετες προβολι-
κές παράµετροι του εσωτερικού προσανατολισµού απαιτούν επιπλέον ζεύγη σηµείων 
φυγής. Έτσι, για παράδειγµα, η διαφορετική κλίµακα κατά τους άξονες x και y της ει-
κόνας (aspect ratio) µπορεί επίσης να υπολογιστεί, αρκεί να συµπεριληφθεί ένα επι-
πλέον ζεύγος σηµείων φυγής από την ίδια ή από διαφορετική εικόνα.  
 
 
4.4  Πειραµατικά αποτελέσµατα      

Οι εφαρµογές του προηγούµενου Κεφαλαίου (ενότητα 3.6) αφορούσαν αποκλειστικά 
εικόνες µε δυο σηµεία φυγής. Αντίθετα, σε όλες οι εικόνες της παρούσας ενότητας α-
πεικονίζονται και αξιοποιούνται τρία σηµεία φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων. Οι ει-
κόνες αυτές επιτρέπουν να βαθµονοµηθεί η µηχανή τόσο µονοεικονικά όσο και µε 
την συµµετοχή περισσότερων εικόνων. 
 
 
4.4.1  Λήψη εικόνων 

Για µιά κατ’ αρχήν ρεαλιστική αξιολόγηση µιάς µεθόδου βαθµονόµησης µε πραγµατι-
κά δεδοµένα, σκόπιµο είναι να µην επιλέγει κανείς ούτε εικόνες ακατάλληλες για αυ-
τήν ούτε όµως και εικόνες που έχουν ληφθεί ειδικά για την µέθοδο. Στην προκειµένη 
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περίπτωση, στην πρώτη κατηγορία θα ανήκαν πχ. εικόνες όπου το ένα σηµείο φυγής 
είτε βρίσκεται τόσο µακριά από το κέντρο της εικόνας ώστε να θεωρείται ότι τείνει στο 
άπειρο είτε η θέση του εντοπίζεται δύσκολα επειδή τα συγκλίνοντα ευθύγραµµα τµή-
µατα που το ορίζουν είναι λίγα σε αριθµό ή/και έχουν πολύ µικρό µήκος. Επισηµαίνε-
ται, πάντως, ότι στην βιβλιογραφία αναφέρονται παραδείγµατα µε ικανοποιητική αξιο-
ποίηση ακόµα και τέτοιων “ακατάλληλων” εικόνων γιά σκοπούς βαθµονόµησης (Kar-
ras and Petsa, 1999). Στην δεύτερη κατηγορία θα ανήκαν εικόνες που έχουν ληφθεί 
ειδικά ώστε να εµφανίζουν τρία, καλώς ορισµένα, πεπερασµένα σηµεία φυγής. Προ-
τιµήθηκε, λοιπόν, να χρησιµοποιηθούν εδώ “τυπικές” εικόνες επίγειων λήψεων προ-
κειµένου να ελεγχθεί, κατά το δυνατόν, η µέθοδος υπό συνήθεις πρακτικές συνθήκες. 

 Έτσι επελέγησαν δύο οµάδες εικόνων 800×600 από διαφορετικές µηχανές, απο-
τελούµενες από 4 εικόνες η µία (οµάδα I) και από 6 εικόνες η δεύτερη (οµάδα II), οι 
οποίες φαίνονται στα αντίστοιχα Σχ. 4.6 και 4.7. 
  

Σχήµα 4.6. Οι τέσσερις εικόνες της οµάδας I που χρησιµοποιήθηκαν στην αξιολόγηση. 

 

 
Σχήµα 4.7. Οι έξι εικόνες της οµάδας IΙ που χρησιµοποιήθηκαν στην αξιολόγηση. 
 
Οι εικόνες αντιπροσωπεύουν τυπικά παραδείγµατα επίγειων λήψεων – επιτρέπον-
τας, έτσι, να ελεγχθεί η µέθοδος υπό ρεαλιστικές συνθήκες – µε την έννοια ότι έχουν 
ληφθεί από το έδαφος και µε µικρή κλίση της µηχανής προς τα πάνω. Αυτό συνεπά-
γεται “αδύνατη” προοπτική στην κατακόρυφη διεύθυνση του χώρου, δηλαδή το ση-
µείο φυγής της διεύθυνσης βρίσκεται µακριά από το κέντρο της εικόνας. Όπως είναι 
γνωστό, τέτοιες γεωµετρίες αντανακλώνται άµεσα στην ακρίβεια µε την οποία εκτιµά-
ται η εικονοσυντεταγµένη xο του πρωτεύοντος σηµείου (van den Heuvel, 1999). 

 Από την άλλη µεριά, στις διαδικασίες αυτοβαθµονόµησης µε την µέθοδο της δέ-
σµης συνιστάται γενικώς να συµµετέχουν και εικόνες µε στροφές ∼90° περί τον άξονα 
της µηχανής, προκειµένου κατ’ αυτό τον τρόπο να ελαττωθούν οι συσχετίσεις ανάµε-
σα στις παραµέτρους του εσωτερικού προσανατολισµού, ιδίως την θέση του πρωτεύ-
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οντος σηµείου, και εκείνες του εξωτερικού, ιδίως τις στροφές της εικόνας (Remondino 
and Fraser, 2006). Εν προκειµένω, όπου δεν εµπλέκεται άµεσα ο εξωτερικός προσα-
νατολισµός των εικόνων, η παρατήρηση διατηρεί την σηµασία της σε συνάρτηση µε 
την κατανοµή των σηµείων φυγής επί της εικόνας. Έτσι, οι δύο πρώτες εικόνες της ο-
µάδας ΙΙ έχουν ληφθεί µε στροφές κ ≈ 90°. Στην περίπτωση αυτή η αβεβαιότητα εξαι-
τίας της περιορισµένης προοπτικής παραµόρφωσης στην κατακόρυφη διεύθυνση του 
χώρου µεταφέρεται πλέον στην εικονοσυντεταγµένη yο του πρωτεύοντος σηµείου. Ας 
σηµειωθεί, τέλος, ότι στην οµάδα εικόνων Ι η δεύτερη και τρίτη εικόνα έχουν ληφθεί 
από πολύ κοντινά σηµεία του χώρου. Αυτό δεν δηµιουργεί πρόβληµα στην πρακτική 
αξιολόγηση εφόσον κάθε εικόνα συµµετέχει ανεξάρτητα στην συνόρθωση. 
 
 
4.4.2  Εξαγωγή και οµαδοποίηση ακµών 

Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από τα βήµατα της εξαγωγής ακµών και της οµα-
δοποίησής τους σε ευθύγραµµα τµήµατα παρουσιάζονται στα Σχ. 4.8 και 4.9. 
 

Σχήµα 4.8. Αρχικά εξαγόµενα ευθύγραµµα τµήµατα (αριστερά) σε εικόνα της οµάδας Ι, ο-
µαδοποίησή τους σε τρεις κύριες διευθύνσεις (µέσον) και τα τελικά ευθύγραµµα τµήµατα 
(δεξιά) µετά από διόρθωση από ακτινική διαστροφή. 
 

Σχήµα 4.9. Αρχικά εξαγόµενα ευθύγραµµα τµήµατα (αριστερά) σε εικόνα της οµάδας ΙΙ, 
οµαδοποίησή τους σε τρεις κύριες διευθύνσεις (µέσον) και τα τελικά ευθύγραµµα τµήµατα 
(δεξιά) µετά από διόρθωση από ακτινική διαστροφή. 
 
Αριστερά φαίνονται οι αρχικά εξαχθείσες ακµές που έχουν µήκος µεγαλύτερο από 20 
εικονοψηφίδες. Βάσει γωνιακού κατωφλίου α0 = 2°, οι ακµές αυτές οµαδοποιήθηκαν 
σε τρεις βασικές διευθύνσεις του χώρου, επιτρέποντας µε αυτό τον τρόπο να εντοπι-
στούν κατ’ αρχήν τα αντίστοιχα τρία κύρια σηµεία φυγής (µεσαίες εικόνες). Τα τελικά 
ευθύγραµµα τµήµατα που σχηµατίστηκαν µετά από διόρθωση της ακτινικής διαστρο-
φής και εκ νέου σύνδεση των ακµών – και εντέλει συµµετείχαν στην τελική επαναλη-
πτική διαδικασία βαθµονόµησης – φαίνονται δεξιά. ∆ύο τµήµατα θεωρήθηκε ότι είναι 
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συνευθειακά στην εικόνα όταν η µέση τετραγωνική απόσταση των σηµείων τους από 
την εξίσωση της ευθείας του άλλου τµήµατος δεν υπερέβαινε τις 2 εικονοψηφίδες. 

 Βάσει αυτών των ευθύγραµµων τµηµάτων έγιναν βαθµονοµήσεις για κάθε εικόνα 
χωριστά καθώς και κοινή συνόρθωση των 4 και 6 εικόνων για τις οµάδες I και II, αντί-
στοιχα. Στον Πίνακα 4.1 φαίνονται οι συνολικοί αριθµοί των ευθειών, των σηµείων και 
οι µέσοι αριθµοί σηµείων / ευθεία που συµµετείχαν (λόγω του πολύ µεγάλου αριθµού 
εξισώσεων, στις συνορθώσεις δεν χρησιµοποιήθηκαν όλα τα σηµεία των ευθειών). 
 

Πίνακας 4.1. Αριθµός ευθειών και σηµείων ανά βαθµονόµηση 
 οµάδα εικόνων Ι οµάδα εικόνων ΙΙ 

 εικόνες αριθµός 
ευθειών 

αριθµός 
σηµείων

µέσος αριθµός 
σηµείων / ευθεία

αριθµός 
ευθειών 

αριθµός 
σηµείων

µέσος αριθµός 
σηµείων / ευθεία 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

όλες 

206 
231 
230 
215 
− 
− 

882 

 3877 
 4612 
 4674 
 5109 

− 
− 

18272 

18.8 
20.0 
20.3 
23.8 

− 
− 

20.7 

124 
134 
  88 
  94 
  84 
  88 
612 

  2895 
  2826 
  1840 
  2138 
  1999 
  2248 
13946 

23.3 
21.1 
20.9 
22.7 
23.8 
25.5 
22.8 

 
 
4.4.3  Αποτελέσµατα βαθµονόµησης και αξιολόγησή τους 

Στους Πίνακες 4.2 και 4.3 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της βαθµονόµησης από 
τα σηµεία φυγής κάθε εικόνας χωριστά, καθώς και η κοινή συνόρθωση των 4 και 6 ει-
κόνων για τις οµάδες I και II, αντίστοιχα, µαζί µε την εκτιµώµενη ακρίβεια των τιµών 
των παραµέτρων και το τυπικό σφάλµα σο της συνόρθωσης. 
 
Πίνακας 4.2. Αποτελέσµατα βαθµονόµησης µηχανής από σηµεία φυγής και µε την 

µέθοδο της δέσµης χωρίς φωτοσταθερά (b) και µε φωτοσταθερά (B) − οµάδα I 
εικόνες c (pix) xo (pix) yo (pix) k1

 (×10−7 pix−2) k2 (×10−13 pix−4) σo (pix) 
1 
2 
3 
4 

όλες 
b 
B 

798.6 ± 0.9 
790.4 ± 0.8 
791.3 ± 0.7 
798.2 ± 0.6 
795.0 ± 0.4 
795.4 ± 1.6 
794.9 ± 1.0 

−1.5 ± 2.0 
−1.9 ± 1.7 
−1.9 ± 1.6 
−5.1 ± 1.3 
−6.0 ± 0.7 
  0.8 ± 3.0
  4.4 ± 0.7 

−6.2 ± 0.8 
−4.1 ± 0.7 
−3.8 ± 0.6 
−6.8 ± 0.7 
−4.9 ± 0.3 
  3.2 ± 5.9
  1.7 ± 0.6 

−2.79 ± 0.12 
−2.34 ± 0.10 
−2.46 ± 0.09 
−2.61 ± 0.10 
−2.51 ± 0.05 
−3.21 ± 0.17 
−3.23 ± 0.12 

5.57 ± 0.63 
3.75 ± 0.47 
4.32 ± 0.43 
5.15 ± 0.51 
4.56 ± 0.25 
4.11 ± 1.10 
3.86 ± 0.87 

0.53 
0.59 
0.57 
0.58 
0.57 
0.13 
0.13 

  
Πίνακας 4.3. Αποτελέσµατα βαθµονόµησης µηχανής από σηµεία φυγής και µε την 

µέθοδο της δέσµης χωρίς φωτοσταθερά (b) − οµάδα IΙ 
εικόνες c (pix) xo (pix) yo (pix) k1 (×10−8 pix−2) k2 (×10−13 pix−4) σo (pix) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

όλες 
b 

896.2 ± 0.8 
897.3 ± 0.8 
908.2 ± 1.7 
900.2 ± 1.2 
902.5 ± 1.4 
903.6 ± 1.3 
899.2 ± 0.4 
898.2 ± 3.6 

  6.8 ± 0.6 
11.4 ± 0.6 
14.2 ± 2.1 
13.9 ± 1.6 
  3.5 ± 1.8 
18.5 ± 1.3 
10.7 ± 0.4 
  6.6 ± 1.6 

−15.3 ± 0.9
−10.9 ± 1.1
  −6.8 ± 1.4
  −8.3 ± 0.8
  −5.5 ± 1.1
  −2.6 ± 0.8
  −9.0 ± 0.3
  −7.7 ± 1.6

  −8.65 ± 0.59
  −9.03 ± 0.63
−11.67 ± 0.97
  −4.30 ± 0.83
  −7.67 ± 0.80
  −7.47 ± 0.70
  −7.82 ± 0.29
  −8.97 ± 1.24

−1.64 ± 0.25 
−2.38 ± 0.26 
−1.39 ± 0.42 
−3.97 ± 0.33 
−2.38 ± 0.29 
−3.41 ± 0.26 
−2.56 ± 0.12 
−2.54 ± 0.52 

0.45 
0.44 
0.40 
0.39 
0.36 
0.39 
0.42 
0.27 



 89

Επιπλέον, οι δύο Πίνακες 4.2 και 4.3 περιλαµβάνουν αντίστοιχα αποτελέσµατα από 
εφαρµογή της µεθόδου της δέσµης µε αυτοβαθµονόµηση χωρίς την χρήση φωτοστα-
θερών (σειρά b). Έτσι τα αποτελέσµατα από βαθµονοµήσεις µέσω σηµείων φυγής εί-
ναι δυνατόν να συγκριθούν µε εκείνα από µια µέθοδο η οποία επίσης δεν εµπλέκει ε-
ξωτερική πληροφορία. Οι συνορθώσεις δέσµης πραγµατοποιήθηκαν και σε αυτή την 
περίπτωση µε το λογισµικό Basta του Εργαστηρίου Φωτογραµµετρίας (Καλησπερά-
κης και Τζάκος, 2001). Για την οµάδα I, το µπλοκ περιλαµβάνει 5 συγκλίνουσες επι-
καλυπτόµενες εικόνες, που είχαν ληφθεί παλαιότερα µε την ίδια µηχανή και απεικονί-
ζουν διαφορετικό αντικείµενο µε σηµαντική διαφορά βάθους (Σχ. 4.10). Μάλιστα στην 
περίπτωση αυτή ήταν διαθέσιµα και τεχνητά φωτοσταθερά, µετρηµένα γεωδαιτικά µε 
υψηλή ακρίβεια. Γιά λόγους σύγκρισης, στον Πίνακα 4.2 έχουν συµπεριληφθεί λοιπόν 
και αποτελέσµατα από βαθµονόµηση µε την µέθοδο της δέσµης και χρήση φωτοστα-
θερών (σειρά B του Πίνακα 4.2). Παρατηρώντας τις σειρές b και B του Πίνακα 4.2 – οι 
οποίες αφορούν λύσεις µε τα ίδια ακριβώς σηµεία – επισηµαίνει κανείς την σηµαντικά 
υψηλότερη αβεβαιότητα στον εντοπισµό του πρωτεύοντος σηµείου όταν δεν χρησι-
µοποιούνται φωτοσταθερά, αλλά και τις διαφορές στην εκτιµώµενη θέση του. 

 Στην περίπτωση της οµάδας ΙΙ το µπλοκ αποτελείται από 8 επικαλυπτόµενες ει-
κόνες του ίδιου 3D αντικειµένου (Σχ. 4.11), ορισµένες από τις οποίες χρησιµοποιήθη-
καν και στην βαθµονόµηση µε σηµεία φυγής. Στην συνόρθωση µε την µέθοδο της δέ-
σµης δεν χρησιµοποιήθηκαν φωτοσταθερά (σειρά b του Πίνακα 4.3). 
 

 
Σχήµα 4.10. Οι 5 εικόνες από την µηχανή Ι που συµµετείχαν στην συνόρθωση δέσµης. 

 

 
Σχήµα 4.11. Οι 8 εικόνες από την µηχανή ΙΙ που συµµετείχαν στην συνόρθωση δέσµης.  
 
Τα περισσότερα από τα σηµεία που χρησιµοποιήθηκαν στο πρώτο µπλοκ ήταν προ-
σηµασµένα, γεγονός που δικαιολογεί τις µικρές τιµές του τυπικού σφάλµατος σο της 
συνόρθωσης (±0.13 pixel) σε σχέση µε το δεύτερο µπλοκ (±0.27 pixel), όπου συµµε-
τείχαν µόνο φυσικά σηµεία. Πρέπει, ακόµα, να επισηµανθούν οι σχετικά υψηλές τιµές 
του σο (0.4−0.6 pixel) που εµφανίζονται στους Πίνακες 4.2 και 4.3 για τις βαθµονοµή-
σεις µέσω σηµείων φυγής. Αυτές αποδίδονται κατά κύριο λόγο στο κατώφλι που χρη-
σιµοποιήθηκε για να εκτιµήσει ο αλγόριθµος εάν δυο ευθύγραµµα τµήµατα είναι πρά-
γµατι συνευθειακά ώστε να τα συνενώσει (µε τις αρχικές ακµές η τιµή του σο ήταν πε-
ρίπου στο µισό). Το βήµα αυτό όµως είναι απαραίτητο προκειµένου να σχηµατιστούν 
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µεγάλα, κατά το δυνατόν, ευθύγραµµα τµήµατα. 

 
4.4.3.1  Σταθερά µηχανής και ακτινική διαστροφή φακού 

Όσον αφορά ειδικότερα την σταθερά c της µηχανής, από τους Πίνακες 4.2 και 4.3 συ-
νάγεται µια ιδιαίτερα ικανοποιητική συµφωνία µεταξύ των δύο µεθόδων. Σε σχέση µε 
την συνόρθωση δέσµης, η τιµή του c που προκύπτει από την ενιαία βαθµονόµηση ό-
λων των εικόνων µέσω σηµείων φυγής εµφανίζει διαφορές που δεν υπερβαίνουν την 
µια εικονοψηφίδα (διαφορά 0.05% για την µηχανή Ι και 0.1% για την µηχανή ΙΙ). 

 Από την µεριά τους, οι τιµές του c από τις λύσεις µεµονωµένων εικόνων βάσει 
σηµείων φυγής δεν διαφέρουν πέραν του 0.6% από τα αποτελέσµατα της κοινής συ-
νόρθωσης και της µεθόδου της δέσµης – µε µία εξαίρεση που αφορά την εικόνα 3 της 
οµάδας ΙΙ. Στην περίπτωσή της η διαφορά είναι 1.1%. Στον Πίνακα 4.3 παρατηρείται 
ότι η συγκεκριµένη εικόνα παρουσιάζει επίσης τα µεγαλύτερα τυπικά σφάλµατα για ό-
λες ανεξαιρέτως τις τιµές των παραµέτρων, χωρίς όµως αυτό να οφείλεται στο σο της 
συνόρθωσης που δεν είναι το µεγαλύτερο. Συνεπώς, η εικόνα αυτή αντιπροσωπεύει 
την σχετικά πιo “αδύνατη” γεωµετρία. Αυτό θα µπορούσε ίσως να αποδοθεί στο γε-
γονός ότι η εικόνα αυτή έχει ληφθεί µε µεγάλη στροφή (∼30°) περί τον άξονα της µη-
χανής, πράγµα που, όπως δείχνει η σύγκριση µε τις υπόλοιπες εικόνες, ενδεχοµένως 
µειώνει την διαθέσιµη πληροφορία σε µια τουλάχιστον διεύθυνση του χώρου. 

 Γενικά, θα έλεγε κανείς ότι, σε ό,τι αφορά την σταθερά c της µηχανής, η βαθµο-
νόµηση µέσω σηµείων φυγής µε συµµετοχή περισσότερων εικόνων έδωσε αποτελέ-
σµατα πρακτικά ισοδύναµα (διαφορές ≤1‰) προς εκείνα από συνόρθωση δέσµης τό-
σο µε την χρήση φωτοσταθερών όσο και χωρίς αυτήν. Τα αποτελέσµατα από µεµο-
νωµένες εικόνες εµφανίζουν, κατά περίπτωση, µεγαλύτερες αποκλίσεις (περί το 5‰, 
µε την εξαίρεση που προαναφέρθηκε). 

 Είναι, όµως, γνωστό ότι σε µια βαθµονόµηση µηχανής η σταθερά c της µηχανής 
ενσωµατώνει και τον πρώτο (γραµµικό) όρο kor του πολυωνύµου της ακτινικής δια-
στροφής ∆r. Άρα υπάρχουν πολλοί προβολικά ισοδύναµοι συνδυασµοί σταθεράς µη-
χανής και πλήρους πολυωνύµου διαστροφής, οι οποίοι δηλαδή περιγράφουν την ίδια 
ακριβώς γεωµετρία µηχανής (κεντρική προβολή + µοντελοποιηµένες αποκλίσεις από 
αυτήν). Προκειµένου να είναι δυνατή η άµεση σύγκριση καµπυλών ακτινικής διαστρο-
φής από διαφορετικές λύσεις, αυτές πρέπει να βαθµονοµηθούν (κανονικοποιηθούν). 
Ο µετασχηµατισµός τους είναι δυνατόν να πραγµατοποιείται µε διαφορετικά κριτήρια 
(Finsterwalder and Hofmann, 1968). 

 Αυτό έγινε εδώ, κατά τους Karras et al. (1998), µε ελαχιστοποίηση µέσω ολοκλή-
ρωσης του αθροίσµατος των τετραγώνων των τιµών της διαστροφής έως την ακτινική 
απόσταση rmax = 400. Oι Πίνακες 4.4 και 4.5 εµφανίζουν τους τρεις συντελεστές του 
νέου πολυωνύµου ∆r = kor + k1r3 + k2r5, µαζί µε τις αντίστοιχες βαθµονοµηµένες τιµές 
ccal της σταθεράς της µηχανής: 
 

       cal
o

cc
1 k

=
+

     (5.7)

 
Οι βαθµονοµηµένες καµπύλες για τις δύο οµάδες εικόνων φαίνονται στο Σχ. 4.12. 



 91

Πίνακας 4.4. Μετασχηµατισµένοι συντελεστές ακτινικής 
διαστροφής και αντίστοιχη σταθερά µηχανής ccal – οµάδα Ι 

εικόνες ccal (pix) ko (×10-2) k1 (×10−7 pix−2) k2 (×10−13 pix−4) 
1 
2 
3 
4 

όλες 
b 
B 

782.6 
776.4 
776.9 
783.3 
780.3 
775.4 
774.6 

2.031 
1.807 
1.857 
1.908 
1.878 
2.573 
2.618 

−2.733 
−2.298 
−2.414 
−2.560 
−2.463 
−3.127 
−3.145 

5.457 
3.682 
4.240 
5.052 
4.474 
4.004 
3.759 

 
Πίνακας 4.5. Μετασχηµατισµένοι συντελεστές ακτινικής 

διαστροφής και αντίστοιχη σταθερά µηχανής ccal – οµάδα ΙΙ 
εικόνες ccal (pix) ko (×10-2) k1 (×10−8 pix−2) k2 (×10−13 pix−4) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

όλες 
b 

887.3 
887.4 
896.9 
892.7 
893.7 
893.9 
890.0 
888.2 

1.002 
1.118 
1.254 
0.843 
0.990 
1.083 
1.024 
1.130 

  −8.563 
  −8.929 
−11.455 
  −4.264 
  −7.594 
  −7.389 
  −7.740 
  −8.867 

−1.624 
−2.353 
−1.373 
−3.936 
−2.356 
−3.373 
−2.534 
−2.512 
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Σχήµα 4.12. Κανονικοποιηµένες καµπύλες ακτινικής διαστροφής από βαθµονοµήσεις µε 
µεµονωµένες εικόνες µέσω σηµείων φυγής (µαύρες γραµµές) και από πολυεικονική αυ-
τοβαθµονόµηση µε συνόρθωση δέσµης (κόκκινη γραµµή). Αριστερά: µηχανή I. ∆εξιά: µη-
χανή II. 
 
Από τους Πίνακες 4.4 και 4.5, συγκρινόµενους µε τους Πίνακες 4.2 και 4.3, φαίνεται 
κατ’ αρχάς ότι τα αποτελέσµατα για την σταθερά της µηχανής από µεµονωµένες εικό-
νες µέσω σηµείων φυγής παρουσιάζουν τελικά µεγαλύτερη συνοχή (όλες οι διαφορές 
τους είναι πλέον < 1%). Ειδικότερα γιά την µηχανή ΙΙ, η διαφορά της τιµής του c που 
προέκυψε από κοινή συνόρθωση όλων των εικόνων από την λύση µε την µέθοδο της 
δέσµης εµφανίζεται τελικά κάπως µεγαλύτερη από προηγουµένως (0.2%), αλλά πα-
ραµένει ικανοποιητική. Ακόµα, έχει µειωθεί ελαφρώς και η διαφορά του αποτελέσµα-
τος που έδωσε η εικόνα 3 από την τιµή της µεθόδου της δέσµης (<1%). Αυτή η γενική 
συµφωνία των τιµών του c µεταξύ των Πινάκων 4.3 και 4.5 οφείλεται ακριβώς στο ότι 
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και οι δύο µέθοδοι έχουν εκτιµήσει µε τρόπο σχεδόν ταυτόσηµο την ακτινική διαστρο-
φή του φακού. Πράγµατι, παρατηρώντας το Σχ. 4.12 (δεξιά) διακρίνει κανείς πως οι 
καµπύλες ακτινικής διαστροφής από µεµονωµένες εικόνες πρακτικά συµπίπτουν (η 
µέγιστη διαφορά στα άκρα της εικόνας δεν ξεπερνά τα 0.7 pixel), αλλά και κυρίως ότι 
ουσιαστικά υπάρχει ταύτιση και µε την καµπύλη από την συνόρθωση δέσµης. 

 Τα πράγµατα είναι διαφορετικά στην περίπτωση της µηχανής Ι. Είναι εµφανές α-
πό το Σχήµα 4.12 (αριστερά) ότι η χρήση σηµείων φυγής σε µεµονωµένες εικόνες έ-
δωσε σχεδόν ταυτόσηµες καµπύλες (µέγιστη διαφορά 0.2 pixel). Ωστόσο, οι καµπύ-
λες αυτές φαίνονται σαφώς ότι υποτιµούν συστηµατικά την διαστροφή συγκρινόµενες 
µε εκείνες από την µέθοδο της δέσµης, µε µέγιστες διαφορές που στις βαθµονοµηµέ-
νες καµπύλες φθάνουν τα 2 pixel στα άκρα της εικόνας. Αυτή η διαφορά αντανακλά-
ται και στις βαθµονοµηµένες τιµές ccal της σταθερά της µηχανής. Φαίνεται, έτσι, στον 
Πίνακα 4.4 πως τα αποτελέσµατα από τις λύσεις µε σηµεία φυγής υπερτιµούν συστη-
µατικά την τιµή της σταθεράς της µηχανής, µε αποτέλεσµα πχ. η τιµή από την κοινή 
βαθµονόµηση να διαφέρει κατά 0.7% από εκείνη από συνόρθωση δέσµης. 

 ∆ιαπιστώνει, λοιπόν, κανείς ότι τα αρχικά αποτελέσµατα βαθµονόµησης της οµά-
δας Ι (Πίνακας 4.2) έδωσαν τιµές γιά την σταθερά της µηχανής που σχεδόν ταυτίζον-
ται µε εκείνα από την µέθοδο της δέσµης, ωστόσο οι αρχικές καµπύλες ακτινικής δια-
στροφής απέχουν σηµαντικά, όπως φαίνεται στο Σχ. 4.13 (αριστερά). Οι πραγµατικές 
διαφορές µπορούν να αξιολογηθούν καλύτερα µε βάση τις βαθµονοµηµένες τιµές του 
Πίνακα 4.4 σε συνδυασµό µε την καµπύλη του Σχ. 4.12 (αριστερά). Αντίθετα, τέτοιο 
πρόβληµα δεν εµφανίστηκε στην οµάδα ΙΙ, όπου όχι µόνο οι τιµές για το c αλλά και οι 
καµπύλες της διαστροφής βρίσκονταν εξ αρχής πολύ κοντά (βλ. Σχ. 4.13, δεξιά). 
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Σχήµα 4.13. Αρχικές καµπύλες ακτινικής διαστροφής από την κοινή βαθµονόµηση όλων 
των εικόνων µέσω σηµείων φυγής (µαύρη γραµµή) και από την πολυεικονική αυτοβαθµο-
νόµηση µε συνόρθωση δέσµης (κόκκινη γραµµή). Αριστερά: µηχανή I. ∆εξιά: µηχανή II. 
 
Η διαφορά στην εκτίµηση της ακτινικής διαστροφής του φακού µέσω σηµείων φυγής 
στην περίπτωση της οµάδας Ι οφείλεται πιθανότατα στην σχετικά δυσµενή κατανοµή 
ευθειών στις εικόνες αυτές, καθώς καταλαµβάνουν µάλλον περιορισµένο εύρος τους 
(σε σχέση και µε εκείνες της οµάδας ΙΙ). Πάντως θα άξιζε να τονιστεί µια µάλλον εγγε-
νής αδυναµία της συγκεκριµένης µεθόδου, αφού κατ’ αρχήν δεν είναι δυνατόν µια ει-
κόνα να εµφανίζει ισχυρή προοπτική και ταυτόχρονα ευθείες σχετικά µεγάλου µήκους 
κοντά στα άκρα της. Επιπλέον, οι αυτόµατες τεχνικές όπως η εξεταζόµενη εδώ γενικά 
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δεν αναµένεται να εξάγουν ευθύγραµµα τµήµατα εξίσου µεγάλα σε µήκος όσο θα συ-
νέβαινε στην περίπτωση συλλογής από ανθρώπινο παρατηρητή. 

 
4.4.3.2  Πρωτεύον σηµείο της εικόνας 

Όπως έχει ήδη επισηµανθεί (βλ. ενότητα 4.4.1), η ακρίβεια προσδιορισµού της θέσης 
(xο, yο) του πρωτεύοντος σηµείου είναι µικρότερη στην διεύθυνση την κάθετη σε εκεί-
νη του σηµείου φυγής µε την πιο αδύνατη γεωµετρία. Έτσι, στους Πίνακες 4.2 και 4.3 
η εικονοσυντεταγµένη xo εµφανίζει σε όλες τις λύσεις από µεµονωµένες εικόνες τυπι-
κό σφάλµα µεγαλύτερο εκείνου του yo, αφού το σηµείο φυγής της κατακόρυφης διεύ-
θυνσης του χώρου βρίσκεται µακριά από το κέντρο της εικόνας στην διεύθυνση του 
άξονα y. Εξαίρεση αποτελούν οι δύο πρώτες εικόνες της οµάδας II που έχουν ληφθεί 
µε παρόµοια γεωµετρία, αλλά και στροφή 90° περί τον άξονα της µηχανής. Σε αυτές 
ειδικά τις δύο εικόνες η εικονοσυντεταγµένη yο υπόκειται σε µεγαλύτερη αβεβαιότητα. 

 Επιπλέον, στους Πίνακες 4.2 και 4.3 εµφανίζονται σηµαντικές διαφορές στην θέ-
ση του πρωτεύοντος σηµείου, που µάλιστα φθάνουν µέχρι και 15 pixel. Αλλά τέτοιες 
διαφορές ορισµένων εικονοψηφίδων στον εντοπισµό του πρωτεύοντος σηµείου εικό-
νων είναι γενικά αναµενόµενες, αφού προκύπτουν τόσο σε επιλύσεις µε σηµεία φυ-
γής (Wang and Tsai, 1990) όσο και σε άλλες, κατ’ αρχήν ακριβέστερες, µεθόδους βα-
θµονόµησης (Lenz and Tsai, 1988), συµπεριλαµβανόµενης της µεθόδου της δέσµης, 
όπως µαρτυρούν και οι διαφορές στις σειρές b και B του Πίνακα 4.2. Ο Stein (1995), 
έτσι, αναµένει ακρίβεια 0.15% στην σταθερά c της µηχανής και ορισµένων pixel στην 
θέση του πρωτεύοντος σηµείου. Γενικεύοντας, οι  Ruiz et al. (2002) επισηµαίνουν ότι 
όταν χρησιµοποιούνται έγκυροι αλγόριθµοι βαθµονόµησης σε διαφορετικά µπλοκ ει-
κόνων από την ίδια µηχανή, η σταθερά c της µηχανής γενικά επιδεικνύει αποδεκτή 
σταθερότητα αλλά η θέση του πρωτεύοντος σηµείου εκτιµάται µε µεγάλη διασπορά. 

 Μάλιστα οι Zhang et al. (1996) έδειξαν πειραµατικά, και επιχείρησαν να ερµηνεύ-
σουν θεωρητικά, ότι σε µιά διαδικασία αυτοβαθµονόµησης είναι πολύ δύσκολο να εκ-
τιµήσει κανείς µε ακρίβεια τις συντεταγµένες του πρωτεύοντος σηµείου µηχανών (βλ. 
και Faugeras et al., 2001). Θεωρούν, όµως, ότι στην πράξη διακυµάνσεις έως ακόµα 
και µερικές δεκάδες εικονοψηφίδες στην θέση του πρωτεύοντος σηµείου δεν επηρεά-
ζουν σηµαντικά την 3D ανακατασκευή του χώρου. Στην πραγµατικότητα, εκτιµούν οι 
ίδιοι, το ότι η αβεβαιότητα του πρωτεύοντος σηµείου δεν επηρεάζει σηµαντικά την 3D 
ανακατασκευή είναι ακριβώς κύριος λόγος που καθιστά δύσκολο τον εντοπισµό του. 
Πρέπει, πάντως, να επισηµάνει κανείς ότι η παρατήρηση αυτή ισχύει βέβαια µέσα σε 
κάποια όρια, που κυρίως αφορούν το ανάγλυφο του προς ανακατασκευή χώρου. 

• 

Έχει ήδη επισηµανθεί πως η αξιολόγηση αποτελεσµάτων βαθµονόµησης από διαφο-
ρετικές µεθόδους – ή ακόµα και µε διαφορετικά δεδοµένα – δεν είναι εύκολο να γίνει 
µε απλή σύγκριση των τιµών των παραµέτρων. Έτσι, ακόµα και όταν διατίθενται δε-
δοµένα βαθµονόµησης από άλλες µεθόδους, η άµεση σύγκριση δεν οδηγεί σε από-
λυτα συµπεράσµατα λόγω των µεταξύ τους συσχετίσεων. Ακόµα, όπως προκύπτει α-
πό τα προηγηθέντα, ένα µέρος των σφαλµάτων µπορεί να “απορροφάται” στον εξω-
τερικό προσανατολισµό των εικόνων και, συνεπώς, τελικά να µην αντανακλάται στην 
3D ανακατασκευή. Για τον λόγο αυτό, πραγµατοποιήθηκε εδώ αξιολόγηση των απο-
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τελεσµάτων και βάσει της 3D ανακατασκευής του χώρου, ως ένα πρόσθετο “αντικει-
µενικότερο” κριτήριο αξιολόγησης. Κατά µία έννοια, µπορεί να θεωρηθεί ότι έτσι εξα-
σφαλίζεται η “αληθής εξωτερική πληροφορία” (ground truth), της οποίας η έλλειψη εί-
ναι όντως πρόβληµα όταν θελήσει κανείς να αξιολογήσει ποσοτικά την απόδοση µε-
θόδων βαθµονόµησης µε πραγµατικές εικόνες (Swaminathan and Nayar, 2000).  

    
4.4.3.3  Αξιολόγηση µεθόδου βαθµονόµησης µέσω 3D ανακατασκευής 

Προκειµένου, λοιπόν, να αξιολογηθούν οι αποκλίσεις µεταξύ των αποτελεσµάτων βα-
θµονόµησης ως προς την επίπτωσή τους στον χώρο, χρησιµοποιήθηκαν οι 3D συν-
τεταγµένες των σηµείων που είχαν προκύψει από την εφαρµογή της µεθόδου της δέ-
σµης µε αυτοβαθµονόµηση χωρίς φωτοσταθερά στα δύο µπλοκ εικόνων (τα οποία έ-
χουν παρουσιαστεί στα Σχ. 4.10 και 4.11). Μετά από αναγωγή τους σε πραγµατική 
κλίµακα, τα σηµεία αυτά αποτέλεσαν το σηµειοσύνολο αναφοράς. Με αυτό το σηµειο-
σύνολο συγκρίθηκαν όλα τα σηµειοσύνολα που ανακατασκευάστηκαν από συνορθώ-
σεις δέσµης των ίδιων µπλοκ, στις οποίες χρησιµοποιήθηκαν διαδοχικά ως σταθερός 
εσωτερικός προσανατολισµός τα αποτελέσµατα των βαθµονοµήσεων µέσω σηµείων 
φυγής από τις µεµονωµένες εικόνες, και ακόµα οι τιµές της βαθµονόµησης µέσω ση-
µείων φυγής µε συµµετοχή όλων των εικόνων. Κατά συνέπεια, αφού πρόκειται γιά τα 
ίδια µπλοκ εικόνων και ίδιες ακριβώς µετρήσεις εικονοσηµείων, οι οποίες διαφορές 
στην 3D ανακατασκευή των σηµειοσυνόλων αποδίδονται αποκλειστικά στις διαφορές 
των εσωτερικών προσανατολισµών. 

 Τα τυπικά σφάλµατα (σXYZ) που προέκυψαν από 3D µετασχηµατισµούς οµοιότη-
τας µεταξύ όλων των σηµειοσυνόλων από συνόρθωση δέσµης µε δεσµευµένο εσω-
τερικό προσανατολισµό (για όλες τις περιπτώσεις των µηχανών Ι και ΙΙ) και των ση-
µειοσυνόλων αναφοράς από συνορθώσεις δέσµης µε αυτοβαθµονόµηση χωρίς φω-
τοσταθερά έχουν συγκεντρωθεί στον Πίνακα 4.6 (στήλες b). Γιά είναι συγκρίσιµες και 
καλύτερα ερµηνεύσιµες, οι τιµές αυτές έχουν αναχθεί στο επίπεδο της εικόνας µέσω 
της µέσης κλίµακας του αντίστοιχου µπλοκ.  
 

Πίνακας 4.6. Ακρίβεια 3D ανακατασκευής ως προς µοντέλα από 
συνόρθωση δέσµης µε αυτοβαθµονόµηση χωρίς φωτοσταθερά (b) 

και ως προς γεωδαιτικά µετρηµένα φωτοσταθερά (g) 
 Οµάδα I (g) Οµάδα I (b) Οµάδα IΙ (b) 

δεδοµένα βαθµονόµησης σXYZ (pixel) σXYZ (pixel) σXYZ (pixel) 
από εικόνα 1 
από εικόνα 2 
από εικόνα 3 
από εικόνα 4 
από εικόνα 5 
από εικόνα 6 

από όλες τις εικόνες 
από αυτοβαθµονόµηση (b) 

0.4 
0.4 
0.4 
0.5 
− 
− 

0.4 
0.2 

0.4 
0.4 
0.4 
0.6 
− 
− 

0.5 
− 

0.6 
0.4 
0.8 
0.7 
0.8 
1.0 
0.3 
− 

 
Τέλος, αφού στο µπλοκ της µηχανής Ι οι 3D συντεταγµένες των σηµείων του χώρου 
ήταν γνωστές µε υψηλή ακρίβεια, στην περίπτωση αυτή τα ανακατασκευασµένα ση-
µειοσύνολα από την συνόρθωση δέσµης µε αυτοβαθµονόµηση (b) όσο και τις συνορ-
θώσεις δέσµης µε δεσµευµένους εσωτερικούς προσανατολισµούς συγκρίθηκαν και 
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µε τις γνωστές γεωδαιτικές συντεταγµένες (στήλη g στον Πίνακα 4.6). Σηµειώνεται ότι 
τα αντικείµενα και των δύο µπλοκ εµφανίζουν αρκετές µεταβολές αναγλύφου, γεγο-
νός που προφανώς έχει σηµασία όταν ελέγχει κανείς επιδράσεις αποτελεσµάτων βα-
θµονόµησης. 

 Αυτές οι διαφορές στην ανακατασκευή του χώρου, όπως εκφράζονται στις τιµές 
σXYZ του Πίνακα 4.6, οφείλονται στις διαφορές των αποτελεσµάτων βαθµονόµησης. 
Έτσι, δεδοµένα βαθµονόµησης που προέκυψαν αυτόµατα από σηµεία φυγής σε µε-
µονωµένες εικόνες – δηλαδή χωρίς χρήση µετρητικής πληροφορίας, πχ. φωτοσταθε-
ρών – επέτρεψαν να πραγµατοποιηθούν 3D µετρήσεις µε ακρίβεια όχι κατώτερη από 
1 pixel. Μάλιστα, στην περίπτωση της µηχανής Ι η ανακατασκευή αφορά αντικείµενο 
εντελώς διαφορετικό από εκείνο µέσω του οποίου έγιναν οι βαθµονοµήσεις, ενώ η α-
κρίβεια επιβεβαιώθηκε και µε σύγκριση µε γεωδαιτικές µετρήσεις. Στις δύο περιπτώ-
σεις που εξετάστηκαν, η κοινή βαθµονόµηση βάσει σηµείων φυγής από όλες τις εικό-
νες επέτρεψε ακόµα υψηλότερη ακρίβεια ανακατασκευής (½ pixel). Τελικά, οι πρακτι-
κοί αυτοί έλεγχοι υποδεικνύουν ότι η συγκεκριµένη µέθοδος αυτόµατης βαθµονόµη-
σης µέσω σηµείων φυγής µπορεί κατ’ αρχήν να παρέχει ικανοποιητικά αποτελέσµατα 
από µάλλον τυπικές επίγειες λήψεις, τα οποία µπορούν να αξιοποιηθούν όχι µόνο ως 
προσεγγιστικές τιµές αλλά και ως γνωστά δεδοµένα βαθµονόµησης, τουλάχιστον σε 
εφαρµογές όπου δεν απαιτείται η υψηλότερη δυνατή ακρίβεια. 
 
 
4.5  Σχολιασµός 

Στο παρόν Κεφάλαιο παρουσιάστηκε η ανάπτυξη και αξιολόγηση µιάς αυτόµατης µε-
θόδου για την βαθµονόµηση µηχανής από µεµονωµένες λήψεις µε τρία σηµεία φυγής 
ορθογώνιων διευθύνσεων του χώρου. Ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της προσέγγισης εί-
ναι ότι, βάσει και όσων εκτέθηκαν στο προηγούµενο Κεφάλαιο, τα πρωτεύοντα στοι-
χεία του εσωτερικού προσανατολισµού (c, xo, yo), οι δυο συντελεστές του πολυωνύ-
µου της συµµετρικής ακτινικής διαστροφής του φακού (k1, k2) καθώς και όλα τα ση-
µεία φυγής εκτιµώνται σε ενιαία επαναληπτική συνόρθωση όλων των εικονοσηµείων 
που ανήκoυν σε ευθείες συντρέχουσες στα τρία κύρια σηµεία φυγής της απεικονιζό-
µενης σκηνής. Χαρακτηριστικό, επίσης, του αλγορίθµου είναι ότι προσφέρεται και για 
ενιαία συνόρθωση περισσότερων εικόνων µε δύο ή τρία σηµεία φυγής (όπως συνέβη 
σε αυτό και στο προηγούµενο Κεφάλαιο) ή και συνδυασµών τους. 

 Η εξαγωγή ευθύγραµµων τµηµάτων καθώς και η οµαδοποίησή τους ανά σηµείο 
φυγής (δηλαδή ανά διεύθυνση του χώρου) πραγµατοποιείται µε τρόπο πλήρως αυτό-
µατο βάσει µιας βελτιωµένης παραλλαγής της προσέγγισης του Rother (2000). Οι ακ-
µές συνενώνονται εκ νέου µετά από την αρχική εκτίµηση της διαστροφής του φακού, 
οπότε πλέον και συνδέονται ανεξάρτητα τµήµατα βάσει ενός κατωφλίου συνευθειακό-
τητας. Η αξιολόγηση έναντι αποτελεσµάτων από συνορθώσεις δέσµης µε διαφορετι-
κές εικόνες, αλλά και γεωδαιτικών µετρήσεων, έδειξαν ότι η µέθοδος είναι κατά βάση 
σε θέση να παράσχει ικανοποιητικά αποτελέσµατα. 

 Κατά τα άλλα, ισχύουν σε γενικές γραµµές και εδώ όσα αναφέρθηκαν ως σχολια-
σµός του προηγούµενο Κεφαλαίου (ενότητα 3.8). Προφανώς, απαιτούνται περαιτέρω 
δεδοµένα και από άλλες εικόνες, όσο και πειραµατισµός µε τα χρησιµοποιούµενα κα-
τώφλια της αυτόµατης διαδικασίας, γιά µια οριστικότερη αξιολόγηση της µεθόδου. Ε-
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πιπλέον, η προσέγγιση αυτή υπόκειται βέβαια σε όλους του περιορισµούς που υπάρ-
χουν όταν εργάζεται κανείς µε σηµεία φυγής, δηλαδή η ακρίβεια εξαρτάται όχι µόνο 
από τον θόρυβο των µετρήσεων ή πιθανές αποκλίσεις των διευθύνσεων του χώρου 
από την ορθογωνικότητα, αλλά και από την κατανοµή των ευθύγραµµων στοιχείων 
στις εικόνες, το µήκος τους καθώς και την συγκεκριµένη προοπτική παραµόρφωση 
της απεικονιζόµενης σκηνής. Όλα αυτά συνιστούν ενδιαφέροντα πεδία µελλοντικής έ-
ρευνας. 
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Κεφάλαιο 5 

Αφινική ανακατασκευή επιπέδων από ένα σηµείο φυγής 
 
 
 
Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται κατ’ αρχάς αναφορά στην µέθοδο προβολικής αναγωγής 
της εικόνας επίπεδου αντικειµένου από δύο σηµεία φυγής κάθετων διευθύνσεων 
του χώρου (κατά Liebowitz). Στην συνέχεια αναπτύσσεται η γεωµετρία και οι εξισώ-
σεις που επιτρέπουν αφινική επανασύσταση της εικόνας µέσω ενός µόνο σηµείου 
φυγής, υπό την παραδοχή συγκεκριµένων γεωµετριών λήψης που περιλαµβάνουν 
τις περιπτώσεις εικόνων α) µετωπικών, β) πλάγιων µε οριζόντια ευθεία φυγής, γ) µε 
τυχαία γεωµετρία λήψης. Η µέθοδος εφαρµόζεται εδώ και αξιολογείται στην µέτρη-
ση της ταχύτητας οχηµάτων από διαδοχικές εικόνες ψηφιακών λήψεων βίντεο. Μο-
ναδική εξωτερική πληροφορία που αξιοποιείται είναι ένα γνωστό µήκος στην διεύ-
θυνση του άξονα του δρόµου. Παράλληλα, περιγράφεται αλγόριθµος αυτόµατου εν-
τοπισµού και ιχνηλασίας (tracking) κινούµενων οχηµάτων σε αφινικά ανηγµένες ει-
κόνες µε σκοπό τον υπολογισµό της ταχύτητάς τους. Τα αποτελέσµατα των αυτόµα-
των µετρήσεων (µέση τιµή και τυπική απόκλιση ταχύτητας) συγκρίνονται µε τα αντί-
στοιχα από χειρωνακτικές µετρήσεις σε εικόνες ανηγµένες προβολικά βάσει φωτο-
σταθερών. Περιγράφεται, τέλος, η επέκταση του αλγορίθµου ώστε να συµπεριλάβει 
αυτόµατες τεχνικές γιά την ανίχνευση της σκιάς κινούµενων αντικειµένων. 

 
 
 
 
Εισαγωγικά 

Οι γεωµετρικές πληροφορίες που εξήχθησαν στα προηγούµενα κεφάλαια της διατρι-
βής από µεµονωµένες εικόνες αφορούσαν αποκλειστικά την γεωµετρία της µηχανής 
(εσωτερικός προσανατολισµός). Είναι προφανές όµως ότι, ακόµα και µε µόνο µετρη-
τικό δεδοµένο τον εσωτερικό προσανατολισµό της εικόνας, είναι δυνατόν να προχω-
ρήσει κανείς και στην φάση της µονοεικονικής 3D ανακατασκευής του αντικειµένου σε 
σύστηµα αυθαίρετου προσανατολισµού και κλίµακας – προφανώς υπό την προϋπό-
θεση ότι πρόκειται για αντικείµενο κανονικής γεωµετρίας (ιδίως επίπεδου ή πολυεδρι-
κού τύπου, µε ορθογώνιες και παράλληλες ευθείες και επίπεδα). Ορίζοντας, γιά πα-
ράδειγµα, τις διευθύνσεις Χ, Υ και Ζ του χώρου βάσει των σηµείων φυγής, µπορεί να 
βρει κανείς τον πίνακα στροφής της εικόνας στο σύστηµα αυτό, καθώς και την θέση 
του σηµείου λήψης ως προς αυθαίρετη αρχή (πχ. το ναδίρ της εικόνας σε επίπεδο ο-
ριζόµενο ως Ζ = 0). Αυτό επιτρέπει µετρική αναγωγή 2D αντικειµένων σε αυθαίρετη 
κλίµακα (Καρράς και Πέτσα, 1992) αλλά – κατ’ αρχήν τουλάχιστον – και 3D ανακατα-
σκευή. Στην τελευταία περίπτωση η ανακατασκευή βασίζεται, γενικά, στο ότι σηµεία 
που ανήκουν σε ευθείες παράλληλες σε µια από τις τρεις βασικές διευθύνσεις Χ, Υ, Ζ 
του χώρου έχουν δύο κοινές συντεταγµένες, ενώ σηµεία επί επιπέδου παράλληλου 
σε κάποιο από τα τρία βασικά επίπεδα του συστήµατος (ΧΥ, ΧΖ ή ΥΖ) έχουν µια κοι-
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νή συντεταγµένη. Έτσι µπορούν να συνδεθούν επίπεδα µεταξύ τους, υπό τον όρο ότι 
στην εικόνα απεικονίζονται κοινά σηµεία τους (Πατιάς και Καρράς, 1995, Parodi and 
Piccioli, 1996, Bräuer-Burchardt, 2001, Petsa et al., 2001, van den Heuvel, 2001). 

 Σε αντίθεση µε τα προαναφερθέντα, το παρόν κεφάλαιο πραγµατεύεται λιγότερο 
προφανείς περιπτώσεις, δηλαδή εκείνες όπου χρησιµοποιείται ένα µόνο σηµείο φυ-
γής. Έτσι, εκτίθεται η θεωρία και διατυπώνονται οι εξισώσεις που επιτρέπουν, µε µό-
νο αυτό το δεδοµένο και µιά γνωστή διάσταση, να πραγµατοποιείται αφινικός µετα-
σχηµατισµός επίπεδων αντικειµένων και, τελικά, µετρήσεις γραµµικών (1D) µεγεθών. 
Αυτή η προσέγγιση βασίζεται αποκλειστικά στην προβολική γεωµετρία, δηλαδή πα-
ρακάµπτεται εντελώς το ζήτηµα του εσωτερικού προσανατολισµού της µηχανής. 
 
 
5.1 Αναγωγή επίπεδου αντικειµένου από δύο σηµεία φυγής 

Στο Κεφάλαιο 1 όσο και στην ενότητα 2.3 περιγράφηκε η µαθηµατική σχέση που συν-
δέει τους συντελεστές του προβολικού µετασχηµατισµού Η (πίνακας αναγωγής Η) µε 
τις συντεταγµένες δύο σηµείων φυγής κάθετων διευθύνσεων, και επίσης οι γεωµετρι-
κές ιδιότητες που δεσµεύουν την θέση του προβολικού κέντρου µιας εικόνας όταν εί-
ναι γνωστός ο προβολικός µετασχηµατισµός που την συνδέει µε επίπεδο του χώρου 
(από τον οποίο άλλωστε προκύπτει η θέση των σηµείων φυγής). Η ενότητα αυτή α-
ναλύει την µέθοδο για τον προσδιορισµό του προβολικού πίνακα Η και τον γεωµετρι-
κό µετασχηµατισµό (επανασύσταση) της εικόνας επιπέδου µε µοναδική πληροφορία 
τις συντεταγµένες δύο σηµείων φυγής κάθετων διευθύνσεων του χώρου.  

 Σύµφωνα µε τους Liebowitz et al. (1999) και Liebowitz (2001), ο προσδιορισµός 
της ευθείας του ορίζοντα (ευθεία φυγής) ενός επιπέδου στην εικόνα επιτρέπει να α-
ποκατασταθούν οι αφινικές ιδιότητες της εικόνας αυτής. ∆ύο σηµεία φυγής τυχαίων 
διευθύνσεων του επιπέδου του χώρου επαρκούν για να οριστεί η ευθεία του ορίζοντα 
στην εικόνα (ευθεία φυγής ή εικόνα της ευθείας του απείρου Ι∞ του συγκεκριµένου ε-
πιπέδου). Ο προβολικός µετασχηµατισµός (αναγωγή) που συνδέει τις συντεταγµένες 
µεταξύ εικόνας και επιπέδου καλείται, όπως έχει ήδη αναφερθεί, και οµογραφία, δίδε-
ται δε από την ακόλουθη εξίσωση (Hartley and Zisserman, 2000): 
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= =Hx X  (5.1)

 
όπου Η πίνακας 3×3 µε οκτώ συντελεστές, x = (x1, x2, 1)T ένα σηµείο της εικόνας και 
X = (X1, X2, 1)T το αντίστοιχο σηµείο στο επίπεδο του χώρου. Το διάνυσµα (h7, h8, 1)T 
περιγράφει την ευθεία φυγής l∞ του επιπέδου του χώρου και µπορεί να υπολογιστεί 
από το εξωτερικό γινόµενο των δύο σηµείων φυγής. Γνώση της ευθείας αυτής επιτρέ-
πει να εξαλειφθούν οι προοπτικές παραµορφώσεις της εικόνας και οδηγεί σε αφινική 
επανασύσταση (διόρθωση του λόγου των µηκών σε παράλληλες ευθείες – αποκατά-
σταση της παραλληλίας των διευθύνσεων). Σε περίπτωση όπου τα δύο σηµεία φυγής 
αναφέρονται σε ορθογώνιες διευθύνσεις του επιπέδου του χώρου, είναι πλέον δυνα-
τόν να αποκατασταθεί η ορθογωνικότητα των διευθύνσεων. Τέλος, η αποκατάσταση 
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των µετρητικών ιδιοτήτων της εικόνας (“µετρική ανακατασκευή”) µπορεί να επιτευχθεί 
εάν είναι γνωστός ένας λόγος µηκών στις δύο κάθετες διευθύνσεις. 

 Στο Σχ. 5.1 η αρχική προοπτικά παραµορφωµένη εικόνα Α αποκαθίσταται αφινι-
κά (Β) µε την βοήθεια της ευθείας φυγής που προσδιορίζεται από δύο τυχαία σηµεία 
φυγής του επιπέδου. Στην περίπτωση αυτή η πεπερασµένη ευθεία φυγής του επιπέ-
δου στην εικόνα µεταφέρεται στο άπειρο. Η παραλληλία των ευθειών έχει αποκατα-
σταθεί, δεν συµβαίνει όµως το ίδιο και µε την καθετότητα των διευθύνσεων. Στην πε-
ρίπτωση όπου τα δύο σηµεία φυγής αφορούν κάθετες διευθύνσεις του επιπέδου του 
χώρου είναι δυνατή η ταυτόχρονη διόρθωση της ορθογωνικότητας (C). Η γνώση ενός 
λόγου µηκών στις δύο κάθετες διευθύνσεις επιτρέπει να επανασυσταθεί µετρητικά η 
εικόνα (αναγωγή), όπως φαίνεται στην περίπτωση (D), όπου πλέον η κλίµακα στους 
δύο κάθετους άξονες, και συνεπώς σε όλες τις διευθύνσεις στην εικόνα, είναι ενιαία. 
 

 
 

Σχήµα 5.1. A: Αρχική εικόνα (προέρχεται από ιστοσελίδα του D. Liebowitz). B: Αφινική α-
ποκατάσταση της εικόνας µε µεταφορά της ευθείας φυγής l∞ στο άπειρο. C: Αποκατάστα-
ση της καθετότητας των διευθύνσεων. D: Τελική µετρητική αποκατάσταση της εικόνας. 
 
Αναλυτικότερα, κατά τους Liebowitz et al. (1999) και Liebowitz (2001) κάθε οµογρα-
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φία µπορεί να θεωρηθεί ότι συγκροτείται από δύο επιµέρους µετασχηµατισµούς, έναν 
“µετρητικό” (Μ) και έναν “µη µετρητικό” (Ν): 
 

= ⋅H M N  (5.2)
 
Ο πίνακας Μ εκφράζει έναν µετασχηµατισµό οµοιότητας που δίδεται από την σχέση: 
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όπου R είναι ο πίνακας στροφής, t το διάνυσµα µετάθεσης και s η ισοτροπική κλίµα-
κα. Ο πίνακας αυτός αντιπροσωπεύει τέσσερις βαθµούς ελευθερίας. 

 Το δεύτερο (“µη µετρητικό”) µέρος του Η αναλύεται ως εξής: 
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µε επίσης τέσσερις βαθµούς ελευθερίας. 

 Το µετρητικό µέρος (στροφή, µετάθεση και κλίµακα) µπορεί κατ’ αρχήν να αγνο-
ηθεί κατά την αναγωγή ενός επιπέδου. Ο µετασχηµατισµός ανάγεται άρα σε πρόβλη-
µα τεσσάρων παραµέτρων, αφού πλέον απαιτείται µόνο η εύρεση του πίνακα Ν προ-
κειµένου να επανασυσταθεί η εικόνα µετρητικά (= σωστή απεικόνιση σχηµάτων). 

 Ο µετασχηµατισµός Ν µπορεί να προσδιοριστεί απευθείας από την προβολή των 
“κυκλικών σηµείων” (circular points) Ι και J, τα οποία κείνται επί της ευθείας του απεί-
ρου και έχουν συντεταγµένες (1, ± i, 0)T. Η απεικόνισή τους υπό την οµογραφία Η−1 
(προβολικός µετασχηµατισµός από τον χώρο στην εικόνα) δίδεται ως: 
 

( ) ( )T T1 2 1 11, i, 0 α iβ , 1, l αl il β−= = − − − +I H  
conj( )=J I  

(5.5)

 
Προφανώς, η απεικόνιση των “κυκλικών σηµείων” εξαρτάται µόνο από το µη µετρητι-
κό µέρος Ν της οµογραφίας. Συνεπώς, µέσω του προσδιορισµού των σηµείων Ι και J 
της εικόνας µπορούν να υπολογιστούν οι παράµετροι α, β, l1, l2, δηλαδή ο πίνακας Ν. 

 Εναλλακτικά, ο πίνακας Ν µπορεί να προσδιοριστεί σε δύο στάδια βάσει της α-
νάλυσής του στους δύο επιµέρους πίνακες Α (αφινικός µετασχηµατισµός) και Ρ (προ-
βολικός µετασχηµατισµός): 
 

= ⋅N A P  (5.6)
όπου 



 101

1 α 0
β β

0 1 0

0 0 1

 
− 

 
=  

 
 
  

A  

1 2

1 0 0
0 1 0

1

 
 =  
  l l

P  

 
Το διάνυσµα l∞ = (l1, l2, 1)T είναι η ευθεία φυγής του επιπέδου του χώρου, δηλαδή η 
απεικόνιση της ευθείας του απείρου του επιπέδου. Η εξίσωση της ευθείας είναι οµο-
γενής και έχει δύο βαθµούς ελευθερίας, οι οποίοι περικλείουν ολόκληρη την αµιγώς 
προβολική παραµόρφωση του επιπέδου.  

 Αρχικά λοιπόν η εικόνα διορθώνεται µέσω του πίνακα Ρ αφού έχει προσδιοριστεί 
η εξίσωση της ευθείας φυγής (πχ. από ζεύγος σηµείων φυγής του επιπέδου), και έτσι 
αποκαθίστανται οι αφινικές ιδιότητες. Στην συνέχεια απαιτείται ο προσδιορισµός του 
πίνακα Α για την αποκατάσταση των γωνιών και του λόγου µηκών µεταξύ και των µη 
παράλληλων ευθειών. Οι γεωµετρικές δεσµεύσεις που οδηγούν στο αποτέλεσµα αυ-
τό µπορούν να εξαχθούν από µία γνωστή γωνία, ή την ισότητα δύο άγνωστων γω-
νιών, και έναν γνωστό λόγο µηκών. Επίσης η γνώση δύο σηµείων φυγής κάθετων δι-
ευθύνσεων µπορεί να αποκαταστήσει τις γωνίες του επιπέδου και ένας γνωστός λό-
γος µηκών στις δύο αυτές διευθύνσεις την σχετική κλίµακα µεταξύ τους. Μετά λοιπόν 
από τον µετασχηµατισµό της εικόνας µέσω του πίνακα Ρ πραγµατοποιείται στροφή R 
τέτοια ώστε µία από τις διευθύνσεις να ευθυγραµµιστεί µε τον οριζόντιο άξονα. Εάν θ 
η γωνία µεταξύ των δύο διευθύνσεων στην εικόνα, τότε η ορθογωνικότητα των διευ-
θύνσεων αποκαθίσταται µέσω του πίνακα: 
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ενώ η σχετική κλίµακα διορθώνεται µε τον µετασχηµατισµό: 
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όπου µ είναι η διόρθωση που υπολογίζεται από έναν λόγο δύο µηκών στις δύο βα-
σικές διευθύνσεις. Συνοπτικά λοιπόν, η εικόνα µετασχηµατίζεται µέσω του πίνακα:  
 

2 1= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅N Α P A A R P  (5.9)
 
 
5.2  Αναγωγή επίπεδου αντικειµένου από ένα σηµείο φυγής 

Στην προηγούµενη ενότητα εκτέθηκε η µέθοδος γιά την γεωµετρική αποκατάσταση ε-
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νός προβολικά απεικονιζόµενου επιπέδου µέσω δύο σηµείων φυγής κάθετων διευ-
θύνσεων του χώρου. Η µετάβαση από το προβολικό επίπεδο σε ένα νέο επίπεδο ο-
µοιότητας και η γνώση ενός πραγµατικού µήκους στο χώρο (αποκατάσταση σχετικής 
κλίµακας στους δύο άξονες) επιτρέπει να γίνονται µετρήσεις (µήκη, γωνίες) επί της α-
νηγµένης εικόνας. Εντούτοις υπάρχουν και περιπτώσεις όπου ο εντοπισµός σηµείων 
φυγής δύο κάθετων διευθύνσεων δεν είναι πάντοτε εφικτός. Στο Σχ. 5.2, για παράδει-
γµα, οι παράλληλες διαχωριστικές γραµµές των λωρίδων του δρόµου επιτρέπουν τον 
προσδιορισµό ενός σηµείου φυγής F στη διεύθυνση του άξονα του δρόµου, αλλά δεν 
υπάρχουν επαρκείς πληροφορίες προκειµένου να εντοπιστεί το σηµείο φυγής και της 
κάθετης διεύθυνσης (Χ), αφού το µήκος και η θέση των διαχωριστικών γραµµών δεν 
µπορούν να θεωρηθούν πάντοτε αξιόπιστα για την υλοποίηση της διεύθυνσης αυτής. 
 

 
Σχήµα 5.2. Σηµείο φυγής F στην διεύθυνση του άξονα του δρόµου. 
 
Έτσι, τίθεται το ερώτηµα σχετικά µε το ποιοι είναι οι εν δυνάµει υλοποιήσιµοι µετα-
σχηµατισµοί στην περίπτωση που διατίθεται ένα και µόνο σηµείο φυγής. Προφανώς, 
η µετάβαση από το προβολικό επίπεδο σε ένα επίπεδο οµοιότητας (ενιαία κλίµακα σε 
όλες τις διευθύνσεις του επιπέδου) δεν είναι πλέον δυνατή, όµως υπό συγκεκριµένες 
προϋποθέσεις µπορούν να πραγµατοποιηθούν µετρήσεις σε µία µόνο διεύθυνση, εν 
προκειµένω εκείνη του άξονα Υ του δρόµου. Αρκεί, λοιπόν, προς τούτο η µετάβαση 
από το προβολικό επίπεδο σε ένα αφινικό επίπεδο (ενιαία, αλλά όχι ίδια, κλίµακα σε 
κάθε διεύθυνση). Η πρόσθετη γνώση ενός µήκους παράλληλου προς την αναφερθεί-
σα διεύθυνση (άξονας του δρόµου) επαρκεί ώστε να οριστεί πλήρως το 1D πρόβλη-
µα µέτρησης µηκών στην διεύθυνση αυτή. Ενδιαφέρουσα και µε πρακτική σηµασία ε-
φαρµογή της µεθόδου αφινικής επανασύστασης της εικόνας είναι η µέτρηση αποστά-
σεων που διανύουν τα οχήµατα – σε ευθύγραµµα τµήµατα επίπεδου δρόµου – σε µια 
αλληλουχία λήψεων βίντεο και ο υπολογισµός της ταχύτητάς τους από εικόνα σε ει-
κόνα, όπως αυτό παρουσιάζεται αναλυτικά σε επόµενες ενότητες (µε παρόµοια λογι-
κή µπορούν να µετρηθούν και πλάτη λωρίδων – πρβλ. Psarianos et al., 2001, Gram-
matikopoulos et al., 2002).  

 Οι περιπτώσεις όπου µπορεί να εφαρµοστεί η µέθοδος αυτή αφορούν τρεις δια-
φορετικές γεωµετρίες λήψεων:  

• µετωπικές εικόνες  
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• πλάγιες εικόνες µε οριζόντια ευθεία φυγής  
• πλάγιες εικόνες µε τυχαία γεωµετρία λήψης. 

 
 
5.2.1  Μετωπικές εικόνες 

Στην περίπτωση αυτή το επίπεδο της εικόνας είναι πρακτικά παράλληλο µε τον ορι-
ζόντιο άξονα Χ του δρόµου (όπως πχ. συµβαίνει στο Σχ. 5.2), και κατά συνέπεια το 
δεύτερο σηµείο φυγής βρίσκεται στο άπειρο (ευθείες του επιπέδου κάθετες στον άξο-
να του δρόµου απεικονίζονται παράλληλες στον άξονα x της εικόνας). Η συγκεκριµέ-
νη γεωµετρία λήψης υλοποιείται από εικόνες µε γωνίες στροφής φ = κ = 0 (ή ισοδύ-
ναµα µε αζιµούθιο α = 0 και στροφή s = 0) και γωνία στροφής ω ≠ 0 (και ισοδύναµα 
κλίση t ≠ 0). Οι συντεταγµένες των σηµείων φυγής F1 της διεύθυνσης του άξονα του 
δρόµου και F2 (το οποίο θεωρείται πρακτικά στο άπειρο) δίνονται στην οµογενή τους 
µορφή ως εξής: 
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(5.10)

 

Από τα σηµεία  F1 και F2 προσδιορίζεται, µέσω του εξωτερικού τους γινοµένου, η εξί-
σωση της ευθείας φυγής l∞ (0, −1/f2, 1)T. Έτσι το σηµείο του απείρου στην διεύθυνση 
την κάθετη στον άξονα του δρόµου απεικονίζεται µέσω της οµογραφίας Η στο σηµείο 
του απείρου του άξονα x της εικόνας:  
 
























=

0
0
1

0
0
1

H
 

(5.11)

 
Η Εξ. (5.9) βάσει των παραπάνω δεσµεύσεων γίνεται: 
 

1

1 2 1 2

1 cot(θ) 0 1 0 0 1 cot(θ) 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 1 1

− −     
     = ⋅ = ⋅ ⇔ =     
          l l l l

H Α P H  (5.12)

 
Ο πίνακας Α2, ο οποίος αφορά την αποκατάσταση της σχετικής κλίµακας µεταξύ των 
αξόνων, δεν συµπεριλαµβάνεται στην οµογραφία καθώς εν προκειµένω δεν ενδιαφέ-
ρουν οι µετρήσεις κατά µήκος του άξονα Χ του δρόµου. Ο πίνακας στροφής R θεω-
ρείται µοναδιαίος εφόσον ο άξονας x της εικόνας συµπίπτει εξαρχής µε τον οριζόντιο 
άξονα (τον άξονα Χ του δρόµου). Τέλος, η συνεφαπτοµένη των δύο διευθύνσεων επί 
της ανηγµένης εικόνας προκύπτει από τις συντεταγµένες των δύο σηµείων φυγής ως 
cot(θ) = f1/f2. Η οµογραφία Η δίνεται, συνεπώς, από την σχέση: 
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1 2

2

1 –f / f 0
0 1 0
0 –1 / f 1

=
 
 
  

H
 

(5.13)

 
Όπως προαναφέρθηκε, δεν υπάρχει κανένας λόγος να διορθωθεί η σχετική κλίµακα 
των δύο αξόνων στην τελική εικόνα. Εντούτοις, οπτικοί λόγοι επιβάλλουν να εκτιµηθεί 
µια “λογική” τιµής της κλίµακας αυτής. Ένας συντελεστής κλίµακας µ, κατάλληλα επι-
λεγµένος σε κάθε περίπτωση, µπορεί να βελτιώσει την σχετική κλίµακα της επανασύ-
στασης, χωρίς βέβαια στην ουσία να την αποκαθιστά. Εποµένως, η οµογραφία Η δί-
νεται πλέον από την σχέση: 
 

2 2M

µ 0 0
0 1 0
0 0 1

= → =
 
 
  

A H A H
 

(5.14)

 
Η µέτρηση µίας απόστασης στην διεύθυνση του άξονα του δρόµου συσχετίζει το µέ-
γεθος της εικονοψηφίδας στην ανηγµένη εικόνα µε τις µονάδες µέτρησης στο έδαφος 
στην ίδια διεύθυνση. ∆ύο παραδείγµατα µετασχηµατισµού της ίδιας αρχικής µετωπι-
κής εικόνας φαίνονται στο επόµενο Σχ. 5.3. 
 

 

 

 

Σχήµα 5.3. Αρχική µετωπική εικόνα και δύο αφινικές αναγωγές της µε διαφορετικούς συν-
τελεστές σχετικής κλίµακας στους δύο κάθετους άξονες του δρόµου. 
 
Αριστερά στο Σχ. 5.3 φαίνεται η αρχική µετωπική εικόνα. Στο κέντρο βρίσκεται η αφι-
νικά ανηγµένη εικόνα όπως έχει διορθωθεί µέσω της οµογραφίας HM (µε ταυτόχρονη 
διόρθωση της σχετικής κλίµακας των δύο αξόνων x και y), ενώ δεξιά φαίνεται άλλη α-
φινική αναγωγή της µε διαφορετικό συντελεστή σχετικής κλίµακας. Είναι προφανές ό-
τι από οπτικής απόψεως η αναγωγή στο κέντρο υπερτερεί της δεξιάς, καθώς η απει-
κόνιση του δρόµου συµφωνεί περισσότερο µε την πραγµατικότητα. Γενικά, σκόπιµο 
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είναι να επιλέγεται συντελεστής κλίµακας που να εκµεταλλεύεται την ανάλυση της αρ-
χικής εικόνας. Με αυτή την έννοια ούτε πρέπει να συµπιέζεται το βάθος του δρόµου 
σε πολύ µικρό αριθµό εικονοψηφίδων ούτε πάλι να διαστέλλεται υπερβολικά, µε συ-
νέπεια την αύξηση της αβεβαιότητας εντοπισµού (χειρωνακτικού ή αυτόµατου). 

 Εναλλακτικά, η οµογραφία Η µπορεί να υπολογιστεί σε ένα βήµα, δηλαδή χωρίς 
επιµέρους υπολογισµό της ευθείας φυγής κ.λπ. Εάν θεωρηθεί ότι η Η εκφράζεται ως: 
 

a d 0
b e 0
c f 1

 
 =  
  

H  (5.15)

 
όπου το διάνυσµα µετάθεσης έχει αγνοηθεί (θεωρείται ότι Η13 = Η23 = 0), τότε η οµο-
γραφία αντιπροσωπεύεται από 6 συντελεστές οι οποίοι µπορούν να προσδιοριστούν 
άµεσα από τις εξισώσεις µετασχηµατισµού των σηµείων φυγής F1 και F2 ως: 
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0
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0
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 
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  
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0
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(5.16)

 
οπότε η οµογραφία Η προκύπτει ως: 
 

1 2

2

2

1 –f / f 0
0 1/ f 0
0 –1/ f 1

=
 
 
  

H
 

(5.17)

 
η οποία διαφέρει από την Εξ. (5.13) ως προς τη σχετική κλίµακα των δύο αξόνων (το 
στοιχείο Η22 έχει επίδραση στην κλίµακα κατά την διεύθυνση Υ).  
 
 
5.2.2  Πλάγιες εικόνες µε οριζόντια ευθεία φυγής 

Σε αυτήν την περίπτωση το επίπεδο των εικόνων δεν είναι παράλληλο προς τον άξο-
να Χ του δρόµου, όµως η ευθεία του απείρου του επιπέδου του δρόµου απεικονίζεται 
παράλληλη προς τον άξονα x της εικόνας. Αυτή την ιδιότητα εµφανίζουν εικόνες που 
έχουν ληφθεί µε στροφές s = 0 και α ≠ 0, t ≠ 0. Το σηµείο φυγής της διεύθυνσης Χ 
του δρόµου δεν ανήκει πλέον στο άπειρο, είναι δηλαδή πεπερασµένο αλλά µη προσ-
διορίσιµο. Εντούτοις, το F2 (1, 0, 0) ανήκει στην ευθεία φυγής του επιπέδου, αντιπρο-
σωπεύοντας µιά άγνωστη διεύθυνση του επιπέδου. Καίτοι λοιπόν δεν συνιστά σηµείο 
φυγής διεύθυνσης κάθετης σε εκείνη του F1, το F2 είναι αξιοποιήσιµο (ως κείµενο επί 
της ευθείας φυγής του επιπέδου) για την προοπτική αποκατάσταση του επιπέδου. 
Για αυτό τον λόγο, εφαρµογή της οµογραφίας (Εξ. 5.13) σε τέτοιες πλάγιες εικόνες δί-
νει, όπως φαίνεται στο Σχ. 5.4, ανηγµένες εικόνες απαλλαγµένες από προοπτική πα-
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ραµόρφωση (η ευθεία φυγής έχει πλέον µεταφερθεί στο άπειρο), χωρίς όµως και α-
ποκατάσταση της ορθογωνικότητας των αξόνων Χ και Υ. Μολαταύτα, η κλίµακα κατά 
την διεύθυνση του άξονα Υ του δρόµου είναι ενιαία, επιτρέποντας έτσι να µετρούνται 
οι αποστάσεις που διανύονται από οχήµατα κινούµενα σε αυτήν την διεύθυνση. 
 

  

Σχήµα 5.4. Αριστερά: πλάγια εικόνα µε οριζόντια ευθεία φυγής l∞. ∆εξιά: αφινικά ανηγµέ-
νη εικόνα βάσει της οµογραφίας Η. 
 
 
5.2.3  Πλάγιες εικόνες µε τυχαία γεωµετρία λήψης 

Στην κατηγορία αυτή εµπίπτουν όλες τις άλλες περιπτώσεις µε τυχαία γεωµετρία λή-
ψης όπου δεν είναι δυνατή καµία παραδοχή για την θέση της ευθείας φυγής (Σχ. 5.5). 
 

 

Σχήµα 5.5. Πλάγια εικόνα µε τυχαία γεωµετρία λήψης. 

l∞ 

l∞ 
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• Σηµείωση. Οι εικόνες της κατηγορίας αυτής εξετάζονται εδώ θεωρητικά χάριν πληρότη-
τας, αφού (τουλάχιστον όσον αφορά τις µετρήσεις οχηµάτων) δεν αναµένεται ότι προκύ-
πτουν στην πράξη. Σε λήψεις µε στροφές ω και φ, το πιθανότερο είναι ότι στρέφει κανείς 
την µηχανή και περί τον άξονά της (στροφή κ) ώστε ο ορίζοντας να είναι παράλληλος µε 
τον άξονα x της εικόνας (δηλαδή: α ≠ 0, t ≠ 0, s = 0). Γιά τον λόγο αυτό, άλλωστε, στο 
πλαίσιο της διατριβής δεν χρησιµοποιούνται τέτοιες εικόνες γιά µετρητικούς σκοπούς. 

Στην προκειµένη λοιπόν περίπτωση και τα δύο σηµεία φυγής είναι πεπερασµένα, αλ-
λά µόνο το ένα από αυτά µπορεί να προσδιοριστεί από τις ευθείες του δρόµου. Με ε-
φαρµογή της προηγούµενης µεθόδου αποκαθίσταται η παραλληλία των ευθειών στην 
διεύθυνση του άξονα του δρόµου (άξονας Υ). Όµως η κλίµακα σε αυτή την διεύθυνση 
δεν θα είναι ενιαία: κάθε ευθεία του επιπέδου που είναι παράλληλη στον άξονα Υ α-
πεικονίζεται υπό διαφορετική κλίµακα. Εποµένως, σχετικές µετρήσεις µπορούν να γί-
νουν σε κάθε τέτοια µετασχηµατισµένη ευθεία της εικόνας, απόλυτες όµως µετρήσεις 
µπορούν να πραγµατοποιηθούν µόνο επί της “βαθµονοµηµένης” ευθείας, δηλαδή της 
συγκεκριµένης ευθείας στην οποία ανήκει το µήκος αναφοράς (µήκος που χρησιµο-
ποιείται για να αποκατασταθεί η κλίµακα µεταξύ των µονάδων µέτρησης της ανηγµέ-
νης εικόνας και του επιπέδου του δρόµου). 

 Λύση σε αυτό το πρόβληµα µπορεί να αποτελέσει η “κατασκευή” ενός δεύτερου 
σηµείου φυγής από δύο γνωστά µήκη στο επίπεδο του χώρου, γεγονός που θα επι-
τρέψει να διορθωθεί αφινικά η εικόνα. Έστω ότι στο Σχ. 5.6 είναι γνωστά τα µήκη των 
ευθύγραµµων τµηµάτων d και p, τα οποία ανήκουν στις παράλληλες προς τον άξονα 
Υ του δρόµου ευθείες D και P, αντίστοιχα. Τοµή των δύο αυτών ευθειών στην εικόνα 
είναι βέβαια το σηµείο φυγής F1. Εκµεταλλευόµενος τις ιδιότητες του διπλού λόγου, 
µπορεί κανείς από το µήκος p να υπολογίσει ένα µήκος επί της ευθείας P τέτοιο ώστε 
στο έδαφος να είναι q = d. Προφανώς, αυτά τα δύο ίσα και παράλληλα ευθύγραµµα 
τµήµατα d και q του επιπέδου ορίζουν – µέσω των άκρων τους – δύο παράλληλες ευ-
θείες του χώρου. Στο επίπεδο της εικόνας οι ευθείες αυτές (µε διακεκοµµένη γραµµή 
στο Σχ. 5.6) χρησιµοποιούνται για να προσδιοριστεί το σηµείο φυγής F2, το οποίο α-
νήκει στον ορίζοντα Ι∞ της εικόνας, εποµένως και ο ίδιος ο ορίζοντας. 
 

d

D

P

p
qF1

F2

I∞

 

Σχήµα 5.6. Προσδιορισµός σηµείου φυγής F2 από τα γνωστά µήκη d και p επί παράλλη-
λων ευθειών. 
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Σχήµα 5.7. ∆ιόρθωση εικόνας µε τυχαία προβολική παραµόρφωση µέσω ενός σηµείου 
φυγής (αριστερά) και δύο σηµείων φυγής (δεξιά). 
 
Τα αποτελέσµατα των προηγουµένων εικονογραφούνται στο Σχ. 5.7. Αριστερά φαί-
νεται τµήµα εικόνας που έχει διορθωθεί µε την χρήση ενός µόνο σηµείου φυγής (F1). 
Η παραλληλία έχει αποκατασταθεί µόνο κατά µήκος του άξονα y της εικόνας. Εξαγω-
γή (απόλυτης) µετρητικής πληροφορίας µπορεί να πραγµατοποιηθεί µόνο επί της ευ-
θείας του µήκους αναφοράς. ∆εξιά φαίνεται το αποτέλεσµα αφινικής διόρθωσης από 
δύο γνωστά µήκη, βάσει της µεθόδου που περιγράφηκε προηγουµένως. Σε αυτή την 
περίπτωση η εικόνα αντιπροσωπεύει έναν πλήρη αφινικό µετασχηµατισµό του αρχι-
κού σχήµατος, δηλαδή η παραλληλία έχει αποκατασταθεί σε όλες τις διευθύνσεις. Οι 
γωνίες µπορούν να αποκατασταθούν µόνο εάν είναι γνωστή η γωνία που σχηµατίζε-
ται από τις δύο διευθύνσεις. Οι (απόλυτες) µετρήσεις µηκών είναι εφικτές σε όλες τις 
ευθείες τις παράλληλες στην διορθωµένη από κλίµακα διεύθυνση y της εικόνας. 

• 

Στην επόµενη ενότητα 5.3 η µέθοδος αφινικής αναγωγής από ένα σηµείο φυγής που 
αναπτύχθηκε εδώ εφαρµόζεται για τον προσδιορισµό της ταχύτητας οχηµάτων, η ο-
ποία συνιστά σηµαντικό παράγοντα για την µελέτη της κυκλοφορίας σε οδικά δίκτυα 
και την παραγωγή των σχετικών “θεµελιωδών διαγραµµάτων” (Κονδύλη, 2003). 
 
 
5.3  Μέτρηση της ταχύτητας οχηµάτων από µεµονωµένες εικόνες 
 
5.3.1  Βιβλιογραφική επισκόπηση 

Η καταγραφή της κυκλοφορίας σε αυτοκινητοδρόµους µε ψηφιακές µηχανές βίντεο 
συγκεντρώνει τελευταία έντονο ενδιαφέρον, συνεισφέροντας βασικά δεδοµένα για την 
εποπτεία της λειτουργικότητας οδικών δικτύων και την τήρηση της οδικής ασφάλειας 
(τεχνικές επεξεργασίας λήψεων βίντεο γιά εφαρµογές σε κυκλοφοριακά θέµατα επι-
σκοπούν οι Kastrinaki et al., 2003). Ανάµεσα στα συστήµατα κινητής χαρτογράφησης 
(mobile mapping) ή καταγραφής σε βίντεο (video logging) που αναφέρει η διεθνής βι-
βλιογραφία (Tao and El-Sheimy, 2000) συγκαταλέγονται συστήµατα µε περισσότερες 
από µία µηχανές λήψης που παρέχουν ακολουθίες εικόνων µε γεωαναφορά, όσο και 
πιο απλές εκδοχές µε µία µόνο µηχανή λήψης. Στην τελευταία αυτή περίπτωση µονο-
εικονικών συστηµάτων η πραγµατοποίηση κάποιων 3D µετρήσεων δεν είναι γενικά 
δυνατή, παρά µόνον υπό όρους και εφόσον υιοθετηθούν συγκεκριµένες γεωµετρικές 
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δεσµεύσεις, όπως κυρίως το µοντέλο του επίπεδου δρόµου (Tao, 2001). 

 Οι δυνατότητες των αυτόµατων µονοεικονικών µεθόδων, υπό διαφορετικές γεω-
µετρικές παραδοχές, µελετάται τα τελευταία χρόνια στην βιβλιογραφία της όρασης υ-
πολογιστών, στο πλαίσιο πλήθους δυνατών εφαρµογών. Βασικός σκοπός είναι να α-
ναπτυχθούν εργαλεία γιά την καθοδήγηση και την υποβοήθηση του οδηγού, ή ακόµα 
και την “αυτόνοµη” οδήγηση (δηλαδή χωρίς οδηγό). Σε αυτό το πνεύµα έχουν σχεδια-
στεί αλγόριθµοι αυτόµατου εντοπισµού λωρίδων κυκλοφορίας και εµποδίων (Bertozzi 
and Broggi, 1997, Enkelmann, 2001) προσδιορισµού της µορφής της λωρίδας καθώς 
και της θέσης του οχήµατος στο δρόµο (egomotion) (Stein et al., 2000, Southall and 
Taylor, 2001). Θεωρώντας το πλάτος τους σταθερό, ο Guiducci (1998) ανέπτυξε αλ-
γόριθµο 3D ανακατασκευής δρόµων από την προβολή των ορίων τους στην εικόνα. 

 Παράλληλα µε µεθόδους που αξιοποιούν µηχανές λήψης επί του οχήµατος, χρη-
σιµοποιούνται και αλληλουχίες εικόνων από σταθερή ως προς το οδόστρωµα µηχανή 
λήψης. Τέτοιες τεχνικές αποσκοπούν, µέσω επεξεργασίας εικόνας και αλγορίθµων ό-
ρασης, στον εντοπισµό της κυκλοφοριακής συµφόρησης και της οµαδοποίησης ή µέ-
τρησης οχηµάτων (Dailey et al., 2000). Ειδικότερα, η χρήση κοινών µηχανών βίντεο 
εµφανίζει ορισµένα πλεονεκτήµατα έναντι άλλων τεχνικών στην παρακολούθηση της 
ταχύτητας οχηµάτων – πχ. σε συνδυασµό µε αλγορίθµους αυτόµατης ιχνηλασίας αν-
τικειµένων (Chun and Li, 2000) – η οποία αντιπροσωπεύει µια σηµαντική παράµετρο 
για την µελέτη της κυκλοφορίας σε αυτοκινητόδροµους. 

 Η πλειοψηφία των αναφερθεισών µονοεικονικών τεχνικών προϋποθέτουν λήψεις 
γνωστού εσωτερικού ή και εξωτερικού προσανατολισµού. Υπάρχει πλήθος τεχνικών 
βαθµονόµησης µηχανής, ενώ έχουν προταθεί και ορισµένες µε αξιοποίηση του ίδιου 
του δρόµου ως αντικειµένου βαθµονόµησης (Guiducci, 2000). Εντούτοις, όσο αυτό 
είναι δυνατόν, σκόπιµο είναι να εξαντλούνται οι δυνατότητες µη βαθµονοµηµένων µη-
χανών στο πλαίσιο ευέλικτων προσεγγίσεων µικρού κόστους. Για λόγους προφανείς, 
η απαιτούµενη εξωτερική πληροφορία είναι επίσης σκόπιµο να διατηρείται σε ένα ε-
λάχιστο, ώστε να παρακάµπτεται η ανάγκη για αντιστοιχία σηµείων και στόχων είτε 
και για χρήση πρόσθετου εξοπλισµού (που δίνει πχ. τις στροφές της µηχανής). Κατά 
την µέτρηση ταχυτήτων όµως, για παράδειγµα, οι µηχανές λήψης τελευταίας τεχνο-
λογίας που έχουν υιοθετηθεί από υπηρεσίες µεταφορών απαιτούν ακριβή βαθµονό-
µηση του εσωτερικού και εξωτερικού προσανατολισµού µηχανών υψηλού κόστους, 
ενώ περιορισµένες είναι οι προσπάθειες που έχουν γίνει για την µέτρηση ταχύτητας 
από µη βαθµονοµηµένες εικόνες (Dailey et al., 2000, Pumrin and Dailey, 2002). 

 Σε τέτοιου είδους εφαρµογές µε µη βαθµονοµηµένες µηχανές, το σηµείο φυγής 
στην διεύθυνση του δρόµου αποτελεί συνήθως το πιο σηµαντικό δεδοµένο. Για πα-
ράδειγµα, οι Simond and Rives (2003) προσδιορίζουν την προβολική σχέση µεταξύ 
δύο εικόνων χρησιµοποιώντας δεσµεύσεις από το κύριο σηµείο φυγής, ενώ οι Bose 
and Grimson (2003) χρησιµοποιούν σηµεία φυγής που έχουν προσδιοριστεί υπό την 
παραδοχή σταθερής ταχύτητας οχηµάτων ανά λωρίδα κυκλοφορίας. 
 
 
5.3.2  Το πλαίσιο της εφαρµογής 

Βάσει του µαθηµατικού µοντέλου αφινικής διόρθωσης εικόνων µε ένα σηµείο φυγής 
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που έχει περιγραφεί, αναπτύχθηκε στο πλαίσιο της διδακτορικής διατριβής µία µέθο-
δος γιά την µέτρηση της ταχύτητας οχηµάτων σε αυτοκινητόδροµους από διαδοχικές 
εικόνες ψηφιακής µηχανής βίντεο (768×576) µε δεδοµένη σταθερή συχνότητα λήψης 
(25 frames/sec). Η µηχανή που χρησιµοποιήθηκε ήταν µη βαθµονοµηµένη, υπό την 
έννοια ότι η σταθερά της µηχανής, η θέση του πρωτεύοντος σηµείου και πιθανές αφι-
νικές παράµετροι της εικόνας ήταν άγνωστες (οι συντελεστές ακτινικής διαστροφής 
του φακού δεν ελήφθησαν υπόψη). Όσον αφορά τον εξωτερικό προσανατολισµό των 
εικόνων, θεωρήθηκαν οι παρακάτω λογικές παραδοχές: 

• Το έδαφος µπροστά από την µηχανή είναι επίπεδο. 
• Η θέση της µηχανής (που είχε τοποθετηθεί σε υπάρχουσα κατασκευή ύψους 
10 m πάνω από την στάθµη του δρόµου) είναι σταθερή ως προς το έδαφος. 
• Οι στροφές της µηχανής περί την κατακόρυφο και περί τον άξονα της µηχανής 
θεωρήθηκαν αρχικά αµελητέες (περίπτωση µετωπικών εικόνων), ενώ σε µιά δεύ-
τερη σειρά λήψεων ικανοποιούσαν την γεωµετρία λήψης πλάγιων εικόνων µε 
οριζόντια ευθεία φυγής (βλ. ενότητα 5.2.2). 

Υπό την υπόθεση, επιπλέον, ότι οι διαγραµµίσεις του δρόµου είναι ευθύγραµµες και 
παράλληλες, η µόνη απαίτηση για τον υπολογισµό του 2D–2D µετασχηµατισµού από 
την εικόνα στο έδαφος είναι µια γνωστή απόσταση στο επίπεδο του δρόµου (στην δι-
εύθυνση του άξονά του). Η µέθοδος αξιολογήθηκε µέσω χειρωνακτικών µετρήσεων 
στις εικόνες, αλλά και µε αυτόµατες µετρήσεις που πραγµατοποιήθηκαν από αλγόρι-
θµο αυτόµατου εντοπισµού οχηµάτων ο οποίος αναπτύσσεται στην ενότητα 5.3.4. Τα 
αποτελέσµατα εν προκειµένω αναφέρονται σε ταχύτητες µεµονωµένων οχηµάτων και 
όχι απλώς σε µέσες ταχύτητες οχηµάτων ανά λωρίδα κυκλοφορίας, όπως αυτές που 
µετρούν οι Dailey et al. (2000) και Pumrin and Dailey (2002). 

 Για να υπάρχει µέτρο σύγκρισης µε µέθοδο ανώτερης κατ’ αρχήν ακρίβειας, οι υ-
πολογισθείσες τιµές ταχύτητας συγκρίθηκαν µε αντίστοιχες µετρήσεις που πραγµατο-
ποιήθηκαν σε εικόνες ανηγµένες µέσω αυστηρού 2D προβολικού µετασχηµατισµού 
βάσει 14 γεωδαιτικά µετρηµένων φωτοσταθερών, τα οποία προϋπήρχαν από παλαι-
ότερη εργασία (Χωριανόπουλος, 2001) και φαίνονται στο Σχ. 5.8. 
 

 

Σχήµα 5.8. Σκαρίφηµα φωτοσταθερών (Χωριανόπουλος, 2001). 
 
Σηµειώνεται ότι η ακρίβεια υπολογισµού ταχύτητας οχηµάτων από αυστηρά (προβο-
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λικά) ανηγµένες εικόνες βάσει φωτοσταθερών είχε αποδειχτεί ιδιαιτέρως ικανοποιητι-
κή (µέσες διαφορές ≤ 1 km/h), συγκρινόµενη µε µετρήσεις ταχύτητας µε ειδικό σύστη-
µα εντοπισµού GPS φερόµενου επί οχήµατος (Χωριανόπουλος, 2001).  
 
 
5.3.3  Αξιολόγηση εκτιµήσεων ταχύτητας από χειρωνακτικές µετρήσεις 

Για την πρακτική αξιολόγηση της µεθόδου χρησιµοποιήθηκαν µετωπικές εικόνες µε έ-
να σηµείο φυγής (της διεύθυνσης του άξονα του δρόµου), ενώ το δεύτερο θεωρήθηκε 
στο άπειρο. Μετρήθηκαν οι ταχύτητες 11 οχηµάτων (και στις τρεις λωρίδες κυκλοφο-
ρίας) σε 4–8 εικόνες για το καθένα. Προκειµένου να ελεγχθεί η επαναληψιµότητα των 
µετρήσεων αλλά και ενδεχόµενη επίδραση της κλίµακας, έγιναν τρεις ανεξάρτητες εκ-
τιµήσεις ταχύτητας βάσει των τριών διαφορετικών γνωστών αποστάσεων του Σχ. 5.9. 
 

 
Σχήµα 5.9. Οι τρεις αποστάσεις a, b, c που χρησιµοποιήθηκαν ως γνωστές για ανε-
ξάρτητους υπολογισµούς της ταχύτητας οχηµάτων. 
 
Το ίχνος των οχηµάτων στον δρόµο µετρήθηκε χειρωνακτικά στην πρώτη από τις α-
φινικά ανηγµένες εικόνες κάθε οχήµατος (Σχ. 5.10), και εν συνεχεία εντοπίστηκε αυ-
τόµατα στις επόµενες εικόνες µέσω του κανονικοποιηµένου συντελεστή συσχέτισης.  
 

 
Σχήµα 5.10. Αφινική αναγωγή τριών διαδοχικών εικόνων από ένα σηµείο φυγής. 
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Τα αναλυτικά αποτελέσµατα έχουν συγκεντρωθεί στον Πίνακα 5.1. Για κάθε ένα από 
τα οχήµατα δίδεται η µέση τιµή (v) και η τυπική απόκλιση (σ) από τις µετρήσεις της 
ταχύτητάς του που έγιναν σε όλες τις εικόνες. Ελάχιστες αποκλίνουσες τιµές έχουν 
απορριφθεί λόγω χονδροειδούς απόκλισης από τις υπόλοιπες, κυρίως από το επάνω 
µέρος των εικόνων όπου η κλίµακα της εικόνας είναι πολύ µικρότερη και, ως εκ τού-
του, το σφάλµα µέτρησης αντιστοιχεί σε µεγάλες µεταθέσεις. 
 

Πίνακας 5.1. Υπολογισµός µέσης ταχύτητας v (km/h) και 
τυπικής απόκλισης σ (km/h) από 1D µετρήσεις βάσει 

διαφορετικών γνωστών αποστάσεων a, b, c 
και από 2D προβολικό µετασχηµατισµό (11 οχήµατα) 

1D 2D 
a b c  

v σ v σ v σ v σ 
  95 ±2   94 ±2   95 ±2   95 ±1 
110 ±2 110 ±2 110 ±2 109 ±1 
118 ±2 117 ±2 118 ±2 118 ±2 
  99 ±2   99 ±2 100 ±2   98 ±1 
115 ±1 115 ±1 116 ±1 116 ±1 
122 ±2 122 ±2 120 ±2 122 ±2 
146 ±3 146 ±3 146 ±3 144 ±2 
103 ±1 102 ±1 103 ±1 103 ±1 
133 ±2 132 ±2 133 ±2 133 ±1 
132 ±1 131 ±1 132 ±1 131 ±2 
156 ±3 156 ±3 157 ±3 155 ±1 

 
Από τα αποτελέσµατα συµπεραίνεται ότι η απλή µέθοδος αφινικής διόρθωσης µετω-
πικών εικόνων µε ένα σηµείο φυγής και µε τη βοήθεια ενός γνωστού µήκους συγκρί-
νεται ικανοποιητικά µε την αυστηρή φωτογραµµετρική µέθοδο του πλήρους 2D προ-
βολικού µετασχηµατισµού βάσει φωτοσταθερών, η αξιοπιστία του οποίου άλλωστε έ-
χει ελεγχθεί, όπως έχει ήδη σηµειωθεί, µε µετρήσεις GPS. Τελικά, µιά ρεαλιστική εκτί-
µηση της ακρίβειας υπολογισµού της ταχύτητας µε την µέθοδο αυτή είναι ±3 km/h. 
 

5.3.4  Μέθοδος αυτόµατου υπολογισµού ταχύτητας οχηµάτων 

Η αυτόµατη µέθοδος για τον υπολογισµό της ταχύτητας οχηµάτων που αναπτύχθηκε 
στο πλαίσιο της διδακτορικής διατριβής χρησιµοποιεί ως δεδοµένο µια σειρά διαδοχι-
κών λήψεων σε αυτοκινητόδροµο µε ψηφιακή βιντεοκάµερα και στηρίζεται στον αλγό-
ριθµο αφινικής ανακατασκευής επίπεδων αντικειµένων που αναλύθηκε στα προηγού-
µενα. Η µέθοδος χωρίζεται σε τρία διαφορετικά στάδια: 

• Αυτόµατη αναγωγή εικόνων βάσει ενός σηµείου φυγής. 
• Αυτόµατος εντοπισµός οχηµάτων στις ανηγµένες εικόνες. 
• Αυτόµατη ιχνηλασία οχηµάτων µεταξύ διαδοχικών λήψεων. 

 
5.3.4.1  Αυτόµατη αναγωγή εικόνων µε ένα σηµείο φυγής 

Στο στάδιο αυτό, ο προσδιορισµός του σηµείου φυγής της διεύθυνσης του άξονα του 
δρόµου επιτυγχάνεται αυτόµατα, µε εφαρµογή παραλλαγής της µεθόδου αυτόµατης 
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ανίχνευσης σηµείων φυγής που περιγράφηκε στο Κεφάλαιο 4. Στις εικόνες εφαρµόζε-
ται αρχικά φίλτρο εξαγωγής ακµών (τελεστής ακµών Canny), οι δε εξαγόµενες συνευ-
θειακές ακµές συνδέονται προκειµένου να σχηµατιστούν ευθύγραµµα τµήµατα (edge-
linking). Στην συνέχεια, τα ευθύγραµµα τµήµατα οµαδοποιούνται ανά διευθύνσεις του 
χώρου µε διαδικασία “ψηφοφορίας”, και από εκείνα που είναι παράλληλα στον άξονα 
του δρόµου εκτιµώνται οι εικονοσυντεταγµένες του σηµείου φυγής µε ελαχιστοτετρα-
γωνική συνόρθωση (Σχ. 5.11). Επίσης, για ακριβέστερο εντοπισµό του σηµείου φυ-
γής σε διαδοχικές εικόνες, αυτός µπορεί να επαναλαµβάνεται σε διαφορετικές λήψεις 
ανά τακτό χρονικό διάστηµα, επιτρέποντας ταυτόχρονα έλεγχο της γεωµετρίας των 
λήψεων και των τελικών αποτελεσµάτων. 
 

 

Σχήµα 5.11. Αριστερά: εξαγωγή ακµών µε τον τελεστή Canny. ∆εξιά: αυτόµατος εντοπι-
σµός του σηµείου φυγής της διεύθυνσης του δρόµου. 
 
Καίτοι η ακτινική διαστροφή του φακού δεν φαίνεται εν προκειµένω να επηρεάζει τα 
αποτελέσµατα, αξίζει να σηµειωθεί ότι οι αρχικές εικόνες µπορούν να διορθωθούν α-
πό αυτήν εάν είναι γνωστοί οι συντελεστές της k1 και k2. Στο Σχ. 5.12 φαίνεται ενδει-
κτικά η διόρθωση εικόνας από ακτινική διαστροφή (µε συντελεστές k1 = −2.074×10−7 
και k2 = 1.661×10−13, οι οποίοι είχαν εκτιµηθεί ανεξάρτητα µε παρεµβολή ευθειών σε 
λήψη καννάβου). 
 

Σχήµα 5.12. Αριστερά: αρχική εικόνα. ∆εξιά: εικόνα διορθωµένη από ακτινική διαστροφή. 
 
Παράλληλα, προκειµένου να εξαχθεί µεγαλύτερο πλήθος ακµών στην εικόνα είναι δυ-
νατόν να εφαρµόζονται τεχνικές δυναµικής ισοστάθµισης ιστογράµµατος (adaptive hi-
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stogram equalization) µε στόχο την ενίσχυση των ακµών, αλλά και φίλτρα εξοµάλυν-
σης της εικόνας (φίλτρα Gauss, µέσης τιµής ή Wiener) για την απαλοιφή πιθανού θο-
ρύβου (Lim, 1990). Στο Σχ. 5.13 φαίνεται αρχική ασπρόµαυρη λήψη καθώς και η ίδια 
εικόνα µετά από εφαρµογή δυναµικής ισοστάθµισης ιστογράµµατος και φίλτρου εξο-
µάλυνσης Wiener. 
 

Σχήµα 5.13: Αριστερά: αρχική εικόνα. ∆εξιά: εικόνα µετά από εφαρµογή δυναµικής ισο-
στάθµισης ιστογράµµατος και φίλτρου εξοµάλυνσης Wiener. 
 
Κατόπιν, µετά από την επεξεργασία των αρχικών εικόνων και τον προσδιορισµό της 
θέσης του σηµείου φυγής, υλοποιείται αφινικός µετασχηµατισµός κατά την Εξ. (5.13) 
και προκύπτουν οι νέες ανηγµένες εικόνες (Σχ. 5.14), επί των οποίων πραγµατοποι-
είται ο εντοπισµός των οχηµάτων. 
 

  

Σχήµα 5.14. Αριστερά: αρχική εικόνα. ∆εξιά: αφινική επανασύσταση τµήµατος της αρχι-
κής εικόνας. 

 
5.3.4.2  Αυτόµατος εντοπισµός οχηµάτων 

Ο αυτόµατος εντοπισµός των οχηµάτων στηρίζεται στην δηµιουργία ανηγµένης “εικό-
νας υποβάθρου” (background image) δια της επαναληπτικής απαλοιφής αποκλινου-
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σών τιµών χρώµατος και, εν συνεχεία, την διαδοχική αφαίρεσή της από όλες τις ανη-
γµένες εικόνες. Έτσι, για κάθε εικονοψηφίδα καταγράφονται οι τιµές χρώµατος (RGB) 
από συγκεκριµένο πλήθος λήψεων και υπολογίζονται η µέση τιµή gm καθώς και η τυ-
πική απόκλιση σ και για τα τρία κανάλια. Η τιµή χρώµατος κάθε εικονοψηφίδας της ει-
κόνας υποβάθρου ισούται µε την µέση τιµή gm  χρώµατος των αντίστοιχων εικονοψη-
φίδων των ανηγµένων εικόνων, ενώ οι τιµές εκτός του εύρους gm ± σ  θεωρούνται ότι 
ανήκουν σε κινούµενα αντικείµενα και αποκλείονται από την διαδικασία. Οι αποκλί-
νουσες τιµές αφαιρούνται µία προς µία και ο στατιστικός έλεγχος επαναλαµβάνεται 
για τις εναποµένουσες τιµές έως ότου αυτός ικανοποιηθεί. Στο Σχ. 5.15 φαίνεται η ει-
κόνα υποβάθρου που έχει προκύψει από τέσσερις αρχικές λήψεις.  
 

 

 

 

Σχήµα 5.15. ∆ηµιουργία ανηγµένης εικόνας υποβάθρου (δεξιά) από τέσσερις ανηγµένες 
εικόνες (αριστερά). 
 
Η δηµιουργία της ανηγµένης εικόνας υποβάθρου είναι δυνατόν να επαναλαµβάνεται 
ανά συγκεκριµένα χρονικά διαστήµατα ή να ενηµερώνεται εικόνα µε την εικόνα ώστε 
να λαµβάνοντας υπόψη ενδεχόµενες αλλαγές στην φωτεινότητα λόγω σκιών και και-
ρικών συνθηκών (για µεγαλύτερη ακρίβεια µπορούν να χρησιµοποιούνται πιο εξειδι-
κευµένες µέθοδοι, βλ. πχ. Stauffer and Grimson, 2000, Gutchess et al., 2001). 

 Η αφαίρεση της εικόνας υποβάθρου από κάθε διαδοχική ανηγµένη εικόνα δίνει 
ως αποτέλεσµα µια νέα εικόνα, η οποία πλέον περιλαµβάνει µόνο τα κινούµενα αντι-
κείµενα (οχήµατα). Η εικόνα αυτή δυαδικοποιείται, ενώ τα µικρά κενά µεταξύ των εξα-
χθέντων αντικειµένων ελαχιστοποιούνται µέσω µιας διαδικασίας µορφολογικού “κλει-
σίµατος” (morphological closing), δηλαδή µορφολογικής διαστολής (dilation) και διά-
βρωσης (erosion). 

 Tέλος, τα οχήµατα αναγνωρίζονται βάσει µιας διαδικασίας οµαδοποίησης συνδε-
όµενων στοιχείων (connected-component labeling). Αντικείµενα που καταλαµβάνουν 
περιοχή µικρότερη από ένα ορισµένο κατώφλι (εικονοψηφίδες µε θόρυβο) εξαιρούν-
ται από την συνέχεια της διαδικασίας. 

 Η συγκεκριµένη µέθοδος εντοπισµού οχηµάτων λαµβάνει χώρα για κάθε διαδο-
χική εικόνα. Τα βήµατα της περιγραφείσας διαδικασίας απεικονίζονται στο Σχ. 5.16. 
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Σχήµα 5.16. Από αριστερά προς δεξιά: Αφαίρεση της εικόνας υποβάθρου από την ανη-
γµένη εικόνα, δυαδικοποίηση, µορφολογικό “κλείσιµο”, ανίχνευση οχήµατος. 

 
5.3.4.3 Ανίχνευση οχηµάτων σε διαδοχικές εικόνες 

Αφού ολοκληρωθεί η αναγνώριση των οχηµάτων, πραγµατοποιείται πλέον αυτόµατη 
ανίχνευση όλων των εντοπισµένων αντικειµένων από εικόνα σε εικόνα µέσω του κα-
νονικοποιηµένου συντελεστή συσχέτισης. Σκοπός αυτής της διαδικασίας είναι να υ-
πολογιστεί µε ακρίβεια η ταχύτητα κάθε µεµονωµένου οχήµατος που εµφανίζεται στις 
εικόνες µε υπολογισµό της µετατόπισής του σε όλες τις ανηγµένες εικόνες (και βέβαια 
του γνωστού χρόνου που µεσολαβεί µεταξύ λήψεων). Ένα γνωστό µήκος στην διεύ-
θυνση του δρόµου – για παράδειγµα, η απόσταση µεταξύ δύο λευκών διαχωριστικών 
γραµµών – επαρκεί, ως µοναδική εξωτερική πληροφορία, για να προσδιοριστεί η µε-
τάθεση του οχήµατος στην διεύθυνση Y (διεύθυνση άξονα του δρόµου), δεδοµένου 
ότι η κλίµακα σε αυτή την διεύθυνση είναι σταθερή. Στην βιβλιογραφία οι µέθοδοι πα-
ρακολούθησης οχηµάτων στηρίζονται συνήθως σε υπολογισµό της µέσης ταχύτητας 
ανά λωρίδα κυκλοφορίας µε την παρακολούθηση ολόκληρου του εντοπισµένου οχή-
µατος, ή χαρακτηριστικών του, από εικόνα σε εικόνα (Beymer et al., 1997, Dailey and 
Schoepflin, 2003). Η εκτίµηση ταχύτητας µε αυτόν τον τρόπο (δηλαδή µέσω σηµείων 
του οχήµατος που δεν ανήκουν κατ’ ανάγκην στο επίπεδο του δρόµου) ενδέχεται να 
υπόκειται σε σφάλµατα καθώς, µε την αυστηρή έννοια, η µοναδική γεωµετρική σχέση 
που έχει ανακτηθεί είναι εκείνη µεταξύ εικόνας και επιπέδου του δρόµου.  

 Βάσει αυτής της θεώρησης, η συγκεκριµένη προσέγγιση υπολογίζει την µετάθε-
ση του οχήµατος παρακολουθώντας το κατώτερο τµήµα του (το κοντινότερο στο επί-
πεδο του οδοστρώµατος) µέσω του κανονικοποιηµένου συντελεστή συσχέτισης µετα-
ξύ εικόνων. Περί κάθε ανιχνευτέο αντικείµενο ορίζεται στην εικόνα ορθογώνιο παρά-
θυρο (παράθυρο αναφοράς), το οποίο περιέχει επαρκή πληροφορία για ολόκληρο το 
κατώτερο τµήµα του οχήµατος (προφίλ οχήµατος). Το πλάτος αυτού του παραθύρου 
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αναφοράς προσαρµόζεται ανάλογα µε το πλάτος του προφίλ του οχήµατος, το δε ύ-
ψος του εξαρτάται από την ανάλυση των ανηγµένων εικόνων και το µέσο µήκος των 
οχηµάτων. Για παράδειγµα, στο Σχ. 5.17 το ύψος του παραθύρου αναφοράς έχει ορι-
στεί στις 40 εικονοψηφίδες. Η περιοχή αυτή ανιχνεύθηκε κατά µήκος του άξονα του 
δρόµου για όλες τις επόµενες εικόνες µέχρι την έξοδο του οχήµατος από αυτές. Ο α-
ριθµός µε κόκκινο υποδηλώνει τιµή συντελεστή συσχέτισης, ενώ εκείνος µε πράσινο 
δείχνει (σε µονάδες pixel) υπολογιζόµενη απόσταση στην κατακόρυφη διεύθυνση Υ. 
 

 
Σχήµα 5.17. Ανίχνευση των προφίλ των οχηµάτων σε τρεις διαδοχικές ανηγµένες εικόνες 
µέσω του συντελεστή συσχέτισης. 
 
Στο Σχ. 5.18 η διαδικασία αυτόµατης ιχνηλασίας οχηµάτων έχει εφαρµοστεί σε τέσσε-
ρις ανηγµένες εικόνες που προέκυψαν από αφινική διόρθωση τεσσάρων αντίστοιχων 
πλάγιων εικόνων µε οριζόντια ευθεία φυγής. Μπορεί κανείς να παρατηρήσει την ταυ-
τόχρονη λειτουργία της διαδικασίας εντοπισµού του προφίλ των οχηµάτων (κόκκινο 
περίγραµµα) και της διαδικασίας ιχνηλασίας (πράσινο περίγραµµα) των προφίλ από 
εικόνα σε εικόνα. Επισηµαίνεται πως, σε αντίθεση µε τις λήψεις του Σχ. 5.17 όπου τα 
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οχήµατα κινούνται από το βάθος προς την µηχανή, εδώ οι εικόνες έχουν ληφθεί στο 
αντίθετο ρεύµα (τα οχήµατα αποµακρύνονται από τον παρατηρητή). 
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Σχήµα 5.18. Ανίχνευση των προφίλ των οχηµάτων σε τρεις διαδοχικές ανηγµένες εικόνες 
µέσω του συντελεστή συσχέτισης. 
 
Αξίζει ακόµα να σηµειωθεί ότι, εφόσον η κλίµακα της εικόνας είναι ενιαία κατά µήκος 
του άξονά της y, δεν υπάρχει λόγος για αλλαγή µεγέθους του παραθύρου αναφοράς, 
όπως πχ. συµβαίνει σε µεθόδους που χρησιµοποιούν απευθείας τις προοπτικές εικό-
νες (Beymer et al., 1997). Ένα πρόσθετο πλεονέκτηµα της περιγραφόµενης µεθόδου 
είναι η δυνατότητα να ανιχνεύονται οχήµατα τα οποία είτε αλλάζουν λωρίδα κυκλοφο-
ρίας είτε έχουν καλύψει µεγάλες αποστάσεις µεταξύ δύο διαδοχικών εικόνων. 
Παρατηρείται, επίσης, ότι η παρουσία διαχωριστικών γραµµών εντός του παραθύρου 
αναφοράς µπορεί να οδηγήσει σε εσφαλµένη συσχέτιση. Έτσι, ο συντελεστής συσχέ-
τισης εφαρµόζεται στις εικόνες που προκύπτουν από αφαίρεση της εικόνας υποβά-
θρου από τις αρχικές και όχι άµεσα στις ανηγµένες αρχικές εικόνες. Ακόµη, προκειµέ-
νου να ληφθούν υπόψη τυχόν ραδιοµετρικές µεταβολές (αλλαγές φωτεινότητας ή και 
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αντίθεσης) µεταξύ εικόνων, το παράθυρο αναφοράς δεν διατηρείται ως είχε στην αρ-
χική εικόνα παρά ανανεώνεται µετά από κάθε νέα ανίχνευση οχήµατος.  

 Σε αυτή την µορφή του ο αλγόριθµος δεν µπορεί να εφαρµοστεί σε περιπτώσεις 
µερικής απόκρυψης οχηµάτων (υποτίθενται συνθήκες σχετικά αραιής κυκλοφορίας). 
Ο περιορισµός αυτός είναι αντιµετωπίσιµος εάν επεκταθεί ο αλγόριθµος µε άλλες πιο 
αποτελεσµατικές µεθόδους πρόγνωσης θέσης (Melo et al., 2004) προκειµένου να ε-
ξασφαλιστεί ακριβέστερος υπολογισµός της κίνησης των οχηµάτων στο χρόνο. 

 
5.3.4.4 Πρακτική αξιολόγηση αυτόµατης µεθόδου 

Για να αξιολογηθεί πρακτικά ο αλγόριθµος, πραγµατοποιήθηκαν µετρήσεις σε αυστη-
ρά µετωπικές όσο και σε πλάγιες εικόνες µε οριζόντια ευθεία φυγής. Οι µετωπικές ει-
κόνες ελήφθησαν µε την διάταξη της ενότητας 5.3.3. Για τις πλάγιες εικόνες η µηχανή 
στράφηκε κατά γωνία ∼15ο περί τον κατακόρυφο άξονα (αζιµούθιο α), ενώ η στροφή 
της µηχανής περί τον άξονα λήψης παρέµεινε µηδενική (s = 0), ώστε η ευθεία φυγής 
του επιπέδου του δρόµου να απεικονίζεται παράλληλη µε τον άξονα x της εικόνας. Η 
απόδοση του αλγορίθµου αυτόµατης ιχνηλασίας και µέτρησης ταχύτητας αξιολογήθη-
κε συγκρινόµενη µε 2D προβολικό µετασχηµατισµό (πίνακας αναγωγής Η µεταξύ ε-
πιπέδου εδάφους και εικόνας) βάσει γεωδαιτικά µετρηµένων φωτοσταθερών. 

 Συνολικά εντοπίστηκαν και ιχνηλατήθηκαν και στις τρεις λωρίδες κυκλοφορίας 20 
οχήµατα (διαφορετικού µεγέθους και χρώµατος) από τις µετωπικές εικόνες, κατευθυ-
νόµενα από το σηµείο φυγής προς την µηχανή, και 10 οχήµατα από τις πλάγιες εικό-
νες, κινούµενα στην αντίθετη διεύθυνση. Βασιζόµενος σε ένα γνωστό µήκος, ο υπο-
λογισµός της ταχύτητας κάθε οχήµατος πραγµατοποιήθηκε µε µετρήσεις σε 4–8 εικό-
νες, δίνοντας κάθε φορά ελαφρώς διαφορετικές τιµές. Θεωρώντας σταθερή την ταχύ-
τητα κάθε οχήµατος για όλο το µήκος του απεικονιζόµενου οδοστρώµατος, µπορεί τε-
λικά να υπολογίσει κανείς από τις επιµέρους τιµές την µέση ταχύτητα (v) και την τυπι-
κή απόκλιση (σ). Ο Πίνακας 5.2 δείχνει τα αποτελέσµατα από τις µετωπικές εικόνες. 
 

Πίνακας 5.2. Υπολογισµός ταχύτητας v ± σ (km/h) 
1D: αυτόµατη µέτρηση σε αφινικά ανηγµένες µετωπικές εικόνες 
2D: προβολικός µετασχηµατισµός από χειρωνακτικές µετρήσεις 

στις αρχικές εικόνες 
1D 2D 1D 2D 

v σ v σ v σ v σ 
  78 ±1   79 ±1 134 ±2 133 ±1 
124 ±1 124 ±1   97 ±1   98 ±2 
137 ±2 136 ±1 118 ±2 118 ±1 
109 ±1 107 ±2 117 ±2 117 ±1 
110 ±2 110 ±1 134 ±1 134 ±1 
  97 ±1   97 ±2 137 ±2 136 ±2 
126 ±3 127 ±2 112 ±1 111 ±1 
149 ±3 148 ±1   95 ±2   95 ±1 
112 ±1 111 ±1 156 ±3 155 ±1 
115 ±1 115 ±1 122 ±2 122 ±2 

 
Αντίστοιχα, τα αποτελέσµατα από τις πλάγιες εικόνες φαίνονται στον Πίνακα 5.3. 



 120

Πίνακας 5.3. Υπολογισµός ταχύτητας v ± σ (km/h) 
1D: αυτόµατη µέτρηση σε αφινικά ανηγµένες πλάγιες εικόνες 

2D: προβολικός µετασχηµατισµός από χειρωνακτικές µετρήσεις 
στις αρχικές εικόνες 

1D 2D 1D 2D 
v σ v σ v σ v σ 

117 ±1 117 ±1 112 ±2 112 ±1 
104 ±2 103 ±1 114 ±2 114 ±2 
100 ±1 100 ±1   92 ±1   92 ±1 
  97 ±1   97 ±1   96 ±2   95 ±1 
  95 ±1   95 ±1 101 ±1 101 ±2 

 
Παράλληλα, ο αλγόριθµος εφαρµόστηκε και σε πλάγιες εικόνες µε ακόµα εντονότερη 
στροφή περί την κατακόρυφο (αζιµούθιο a) και µε οριζόντια ευθεία φυγής (Σχ. 5.19). 
Συνολικά υπολογίστηκαν αυτόµατα οι ταχύτητες 10 µεµονωµένων οχηµάτων από τις 
αφινικά ανηγµένες εικόνες και χειρωνακτικά από τους αντίστοιχους προβολικούς µε-
τασχηµατισµούς. Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στον Πίνακα 5.4. 
 

 
Σχήµα 5.19. Πλάγια εικόνα µε µεγάλο αζιµούθιο και οριζόντια ευθεία φυγής. 
 

Πίνακας 5.4. Υπολογισµός ταχύτητας v ± σ (km/h) 
1D: αυτόµατη µέτρηση σε αφινικά ανηγµένες πολύ πλάγιες εικόνες 

2D: προβολικός µετασχηµατισµός από χειρωνακτικές µετρήσεις 
στις αρχικές εικόνες 

1D 2D 1D 2D 
v σ v σ v σ v σ 

109 ±1 109 ±2 118 ±1 117 ±1 
111 ±1 112 ±1 118 ±1 118 ±1 
117 ±1 116 ±1 105 ±1 105 ±2 
114 ±1 114 ±1 101 ±1 101 ±1 
101 ±2 102 ±1 103 ±2 104 ±2 
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Τέλος, το Σχ. 5.20 εµφανίζει τέσσερις αφινικά ανηγµένες εικόνες αυτής της περίπτω-
σης και την εικόνα υποβάθρου που προέκυψε µε την προαναφερθείσα διαδικασία. 
 

             

Σχήµα 5.20. Αφινικά ανηγµένες διαδοχικές εικόνες (αριστερά) και η προκύπτουσα εικόνα 
υποβάθρου (δεξιά). 
 
Από τα παρατεθέντα σε αυτή την ενότητα αποτελέσµατα είναι σαφές ότι ο αυτόµατος 
υπολογισµός της ταχύτητας οχήµατος, µε τον αναπτυχθέντα αλγόριθµο εντοπισµού 
και ανίχνευσης µέσω αφινικά ανηγµένων εικόνων, συγκρίνεται ικανοποιητικά µε εκεί-
να από αυστηρό 2D προβολικό µετασχηµατισµό (βάσει φωτοσταθερών και χειρω-
νακτικών µετρήσεων στην εικόνα). Οι διαφορές των τιµών ταχύτητας µεταξύ των δύο 
οµάδων αποτελεσµάτων δεν διαφέρουν περισσότερο από 2 km/h, ενώ και η µέγιστη 
αβεβαιότητα (σ) ανεξάρτητων αυτόµατων µετρήσεων δεν υπερβαίνει τα ±3 km/h. Συ-
νεπώς, οι πειραµατικές εφαρµογές υποδηλώνουν πως η συγκεκριµένη πλήρως αυτό-
µατη µονοεικονική µέθοδος προσδιορισµού ταχύτητας οχηµάτων – ακόµα και µε χρή-
ση πλάγιων εικόνων – έχει µια εκτιµώµενη ακρίβεια της τάξη των ±3 km/h. Σηµειώνε-
ται, τέλος, ότι τα αποτελέσµατα από την αυτόµατη µέθοδο είναι πρακτικά ταυτόσηµα 
µε εκείνα από χειρωνακτικές µετρήσεις σε πλάγιες εικόνες (Παπατζίκου, 2004). 

 Αξίζει ακόµα να σχολιαστεί η περίπτωση όπου ένα όχηµα δεν κινείται παράλλη-
λα προς τον άξονα Y του δρόµου (πχ. προσπέρασµα). Αν και το πρόβληµα αυτό δεν 
προέκυψε στην πρακτική εφαρµογή, εκτιµάται ότι εάν χρησιµοποιούνται όλες οι δια-
δοχικές εικόνες της λήψης η παρακολούθηση του οχήµατος θα είναι εφικτή. Σε µια τέ-
τοια περίπτωση είναι δυνατόν να µετρείται η ταχύτητά του σε µετωπικές εικόνες. Σε 
ανηγµένες πλάγιες εικόνες όµως, όπου ο άξονας Υ σχηµατίζει άγνωστη γωνία µε τον 
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άξονα Χ (βλ. Σχ. 5.7 και 5.20), η µέτρηση δεν είναι πλέον δυνατή. 
 
5.3.5 Αλγόριθµος εντοπισµού σκιάς οχηµάτων 

Μερικοί από τους παράγοντες που µπορούν να επηρεάσουν αρνητικά, οδηγώντας σε 
εσφαλµένα αποτελέσµατα, την διαδικασία του αυτόµατου εντοπισµού κινούµενων ο-
χηµάτων είναι η αλλαγή της προοπτικής του οχήµατος, που εξαρτάται από τις γωνίες 
στροφής της ψηφιακής µηχανής αλλά και από την θέση του τελευταίου ως προς την 
µηχανή, η µεταβολή της φωτεινότητας στο οδόστρωµα όσο και στα ίδια τα οχήµατα, 
καθώς και οι σκιές που σχηµατίζουν τα τελευταία στο επίπεδο του δρόµου. Όσον α-
φορά την αλλαγή φωτεινότητας λόγω καιρικών συνθηκών, έχει ήδη αναφερθεί πως η 
συχνή ανανέωση της εικόνας υποβάθρου µπορεί να απορροφήσει, στις περισσότε-
ρες των περιπτώσεων, τέτοιου είδους αλλαγές, εξασφαλίζοντας υψηλής πιστότητας 
εντοπισµό. 

 Από την άλλη µεριά, οι σκιές των κινούµενων οχηµάτων (σκιές επί του οχήµατος 
ή επί του δρόµου) µπορούν να “παραπλανήσουν” τον αυτόµατο εντοπισµό οχηµά-
των, είτε επηρεάζοντας την γεωµετρία και το σχήµα του ανιχνεύσιµου αντικειµένου εί-
τε οδηγώντας σε συνένωση δύο ή και περισσότερων οχηµάτων σε ένα ενιαίο αντικεί-
µενο. Τα τελευταία χρόνια στον χώρο της όρασης υπολογιστών έχουν αναφερθεί ση-
µαντικές προσπάθειες σχετικά µε τον εντοπισµό κινούµενων σκιών σε διαδοχικές ει-
κόνες ψηφιακών µηχανών βίντεο. Μια εκτενής και συγκριτική αξιολόγηση τέτοιων µε-
θόδων δίδεται από τους Prati et al. (2001). Σύµφωνα µε αυτούς, οι αλγόριθµοι αυτό-
µατης ανίχνευσης σκιάς µπορούν κατ’ αρχήν να διακριθούν σε “ντετερµινιστικές” µε-
θόδους, όπου κάθε εικονοψηφίδα χαρακτηρίζεται ως σηµείο µε σκιά ή χωρίς σκιά, και 
σε “στοχαστικές” µεθόδους οι οποίες χρησιµοποιούν συναρτήσεις πιθανότητας και ει-
σάγουν την έννοια της αβεβαιότητας. Στις στοχαστικές µεθόδους (Mikic et al., 2000, 
Elgammal et al., 1999, Horprasert et al., 1999) η επιλογή των παραµέτρων παίζει κα-
θοριστικό ρόλο και πραγµατοποιείται αυτόµατα (µη παραµετρικές µέθοδοι) µέσω δια-
δικασίας στατιστικής εκπαίδευσης (Haritaoglu et al., 2000) είτε παραµετρικά µε την 
βοήθεια του χειριστή (Mikic et al., 2000). Οι ντετερµινιστικές µέθοδοι (Stauder et 
al.,1999, Cucchiara et al., 2001), από την µεριά τους, µπορούν να διακριθούν σε ό-
σες χρησιµοποιούν 3D αντικείµενο γνωστής γεωµετρίας (Koller et al., 1993) και σε ε-
κείνες που δεν βασίζονται στην γεωµετρία του 3D µοντέλου (Cucchiara et al., 2001). 

 Βασιζόµενη στον αλγόριθµο της τελευταίας δηµοσίευσης, η προσέγγιση που α-
ναπτύχθηκε στο πλαίσιο της παρούσας διατριβής για αυτόµατο εντοπισµό οχηµάτων 
και µέτρηση της ταχύτητάς τους επεκτάθηκε ώστε να συµπεριλάβει και τον αυτόµατο 
εντοπισµό σκιών για πιο αξιόπιστα αποτελέσµατα. Σύµφωνα λοιπόν µε τους Cucchi-
ara et al. (2001), η απόφαση για το αν µια εικονοψηφίδα ανήκει σε περιοχή µε σκιά 
λαµβάνεται βάσει της ακόλουθης εξίσωσης:  
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όπου Ι και Β οι τιµές της εικονοψηφίδας στην αρχική εικόνα και στην εικόνα υποβά-
θρου, αντίστοιχα. Οι δείκτες H, S και V αντιπροσωπεύουν την τιµή της εικονοψηφίδας 
από το αντίστοιχο κανάλι της εικόνας (χώρος χρώµατος HSV). Εµπειρικές τιµές για 
τις παραµέτρους α, β, tS, tH δίδονται από τους Cucchiara et al. (2001). Στο Σχ. 5.21 έ-
χει πραγµατοποιηθεί ο αυτόµατος εντοπισµός κινούµενων οχηµάτων µε ταυτόχρονο 
εντοπισµό σκιάς (δεξιά ανηγµένη εικόνα) και χωρίς εντοπισµό σκιάς (αριστερή ανη-
γµένη εικόνα). 
 

  
Σχήµα 5.21. Εντοπισµός κινούµενων οχηµάτων χωρίς (αριστερή εικόνα) και µε αυτόµατο 
εντοπισµό σκιάς (δεξιά εικόνα). 
 
Αγνοώντας την σκιά, ο αλγόριθµος ενοποιεί (Σχ. 5.21, αριστερά) τα δύο οχήµατα της 
κεντρικής και δεξιάς λωρίδας εντοπίζοντάς τα ως ένα ενιαίο όχηµα, και συνεπώς α-
ποδίδει σε αυτά ένα µοναδικό προφίλ εντοπισµού (πράσινο περίγραµµα). Η αστοχία 
αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι η σκιά του οχήµατος στα δεξιά βρίσκεται πολύ κοντά 
στο αριστερό όχηµα, µε συνέπεια την ενοποίησή τους. Με εφαρµογή του αλγορίθµου 
που προαναφέρθηκε (Εξ. 5.19), τα οχήµατα εντοπίζονται ως δύο ξεχωριστά κινούµε-
να αντικείµενα, καθώς η µεταξύ τους σκιά έχει πλέον ανιχνευθεί και εξαιρεθεί της δια-
δικασίας (Σχ. 5.21, δεξιά). Είναι προφανές πως µε αυτή την τεχνική αυξάνει η αξιοπι-
στία της µεθόδου (ενισχύεται η πιθανότητα να εντοπίζονται όλα τα οχήµατα που διέρ-
χονται µπροστά από την µηχανή), αλλά και η ακρίβειά της καθώς τα σχηµατιζόµενα 
προφίλ περιλαµβάνουν µικρότερο τµήµα σκιάς. 
 
 
5.4  Σχολιασµός 

Ο αλγόριθµος που αναπτύχθηκε στην ενότητα αυτή επιτρέπει να πραγµατοποιούνται 
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αυτόµατα µονοδιάστατες (1D) µετρήσεις και έτσι – στην ειδική περίπτωση που εξετά-
στηκε πρακτικά εδώ – να υπολογίζεται µε ικανοποιητική ακρίβεια η ταχύτητα µεµονω-
µένων κινούµενων οχηµάτων από απλές (δηλαδή µη βαθµονοµηµένες) διαδοχικές 
λήψεις βίντεο. Η µόνη εξωτερική πληροφορία που απαιτείται για το αντικείµενο είναι 
ένα γνωστό µήκος στην διεύθυνση του άξονα του δρόµου. ∆είχθηκε ότι η συγκεκρι-
µένη µέθοδος, που χρησιµοποιεί απλώς ένα σηµείο φυγής της εικόνας, είναι δυνατόν 
να παρέχει ικανοποιητικά µετρητικά αποτελέσµατα από µετωπικές εικόνες, αλλά και 
από πλάγιες εικόνες τόσο µε µικρό όσο και µε µεγάλο αζιµούθιο, υπό την παραδοχή 
ότι ο ορίζοντας του δρόµου απεικονίζεται παράλληλος µε τον άξονα x της εικόνας.  

 Στις τυπικές φωτογραµµετρικές εφαρµογές, η µετρητική διαδικασία απαιτεί να εί-
ναι γνωστός ο εσωτερικός προσανατολισµός των µηχανών. Βασική εξαίρεση αποτε-
λούν οι περιπτώσεις όπου χρησιµοποιούνται οι προβολικές σχέσεις εικόνας – 3D χώ-
ρου (DLT), οι οποίες απαιτούν ≥ 6 φωτοσταθερά ανά εικόνα, και συνηθέστερα βέβαια 
οι 2D–2D προβολικές σχέσεις (αναγωγή επίπεδων αντικειµένων), οι οποίες ως γνω-
στόν απαιτούν ≥ 4 φωτοσταθερά ανά εικόνα. Στην τελευταία αυτή περίπτωση η δυνα-
τότητα γιά µετρήσεις σε προοπτικές απεικονίσεις εξασφαλίζεται µε την ευκλείδεια α-
νακατασκευή του επίπεδου αντικειµένου. Σε αυτό το κεφάλαιο δείχτηκε και πρακτικά 
ότι, υπό όρους, η φωτογραµµετρία έχει την δυνατότητα για αξιόπιστες µετρήσεις από 
µη βαθµονοµηµένες εικόνες ακόµα και αν από τις τρεις συνιστώσες της προοπτικής 
παραµόρφωσης µιας απεικόνισης (οµοιότητα – αφινική – προβολική) αποµακρυνθεί 
µόνο η τελευταία, επιτρέποντας έτσι να ανακατασκευαστεί αφινικά το επίπεδο και να 
γίνουν µετρήσεις 1D µεγεθών. 

 Ακόµα, ο αλγόριθµος επεκτάθηκε όσον αφορά την δυνατότητα γιά την ανίχνευση 
σκιών, γεγονός που µπορεί να βελτιώσει την ακρίβεια και αξιοπιστία των µετρήσεων. 
Τέλος, ο συνδυασµός της µεθόδου µε άλλες που αντιµετωπίζουν περιπτώσεις από-
κρυψης οχηµάτων µπορεί να αποτελέσει σηµαντικό βήµα προκειµένου να εφαρµόζε-
ται ο αλγόριθµος υπό συνθήκες όχι µόνο αραιής αλλά και πυκνής κυκλοφορίας.  
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Κεφάλαιο 6 

Συµπεράσµατα και προοπτικές 
 
Ο κύριος στόχος της παρούσας διδακτορικής διατριβής, όπως αυτός ετέθη στην Eισαγω-
γή, υπήρξε η µελέτη, η εµβάθυνση και η διατύπωση βασικών ιδιοτήτων και σχέσεων, οι 
οποίες περιγράφουν την γεωµετρία της µεµονωµένης εικόνας υπό το πρίσµα δύο διαφο-
ρετικών – εκ πρώτης όψεως τουλάχιστον – προσεγγίσεων: της φωτογραµµετρικής, που 
στηρίζεται σχεδόν αποκλειστικά στην ευκλείδεια γεωµετρία, και εκείνης που κατά κανόνα 
υιοθετεί η Όραση Υπολογιστών, όπου κυριαρχεί το µοντέλο του προβολικού χώρου. 

 Στο πλαίσιο της εξαγωγής γεωµετρικής πληροφορίας από µεµονωµένες εικόνες, αρ-
χικά αξιολογήθηκαν τρεις µέθοδοι µονοεικονικής βαθµονόµησης της µηχανής – δύο προ-
ϋπάρχουσες και µία που επεκτάθηκε εδώ για πλήρη βαθµονόµηση µηχανής – οι οποίες 
εκµεταλλεύονται την ύπαρξη σηµείων φυγής σε τρεις ορθογώνιες διευθύνσεις του χώρου 
χωρίς την ανάγκη πρόσθετου εξωτερικού ελέγχου (φωτοσταθερά ή γνωστές διαστάσεις 
αντικειµένων). Η αξιολόγηση των µεθόδων, που βασίστηκε και σε σύγκριση των αποτε-
λεσµάτων µε εκείνα από την µέθοδο της δέσµης, έδειξε ότι η µονοεικονική βαθµονόµηση 
από σηµεία φυγής εκτιµά µε ικανοποιητική κατ’ αρχήν ακρίβεια (τουλάχιστον σε όσες πε-
ριπτώσεις εξετάστηκαν) τις εσωτερικές παραµέτρους της µηχανής, συµπεριλαµβανοµέ-
νης της ακτινικής διαστροφής του φακού. Η διαπίστωση αυτή επεκτείνει τις πιο προφα-
νείς µονοεικονικές εφαρµογές περιορισµένης σχετικά ακρίβειας (όπως η 3D ανακατα-
σκευή πολυεπίπεδων αντικειµένων από µεµονωµένες εικόνες και η αυτόµατη πλοήγηση 
ροµποτικών συστηµάτων) και σε άλλες εφαρµογές, µεταξύ των οποίων συγκαταλέγεται 
η (αυτόµατη) εκτίµηση προσεγγιστικών τιµών εσωτερικού αλλά και εξωτερικού (πίνακας 
στροφής) προσανατολισµού σε πολυεικονικές εφαρµογές, αλλά ακόµα και η απευθείας 
χρήση των υπολογισµένων εσωτερικών παραµέτρων της µηχανής σε περιπτώσεις όπου 
η βαθµονόµηση ή η αυτοβαθµονόµηση δεν είναι εφικτές. 

 Μια ενδιαφέρουσα πλευρά της βαθµονόµησης µηχανής από τρία σηµεία φυγής που 
χρήζει περαιτέρω µελέτης (το πρόβληµα εξετάστηκε αλλά δεν αντιµετωπίστηκε πλήρως 
στο πλαίσιο της διατριβής) αφορά την επίδραση της γεωµετρίας της λήψης στην ακρίβεια 
των τελικών αποτελεσµάτων. Ειδικότερα, στο Κεφάλαιο 2 επισηµαίνεται πως οι στροφές 
της µηχανής, οι οποίες καθορίζουν την γεωµετρία της λήψης, προφανώς συνδέονται ά-
µεσα µε την ακρίβεια υπολογισµού των εσωτερικών παραµέτρων της µηχανής. Εµπειρι-
κά αλλά και µε προσοµοιώσεις, έχει διαπιστωθεί ότι όταν ο άξονας της µηχανής τριχοτο-
µεί το τρισορθογώνιο σύστηµα αξόνων ΧΥΖ του χώρου – ή, πράγµα ισοδύναµο, τα ση-
µεία φυγής σχηµατίζουν ισόπλευρο τρίγωνο στην εικόνα – επιτυγχάνεται βέλτιστος υπο-
λογισµός των παραµέτρων c, xο, yο. Πέρα όµως από αυτή την ιδανική περίπτωση, τι θα 
µπορούσε να συµπεράνει κανείς για όλες τις υπόλοιπες γεωµετρίες λήψεων, αλλά και ει-
δικότερα σχετικά µε την ακρίβεια βαθµονόµησης όταν σηµεία φυγής τείνουν στο άπειρο; 
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 Μια σχέση που µπορεί να διευκολύνει την απάντηση σε αυτόν τον προβληµατισµό, 
συνδέοντας άµεσα την σταθερά της µηχανής µε τα στοιχεία του σχηµατιζόµενου από τα 
τρία σηµεία φυγής τριγώνου, αποτελεί η ακόλουθη εξίσωση, στην οποία Α, Β και C είναι 
οι τρεις γωνίες του τριγώνου των σηµείων φυγής και Ε το εµβαδόν του (βλ. και Σχ. 6.1): 
 

c = 2E cotA cotB cotC  (6.1)
 
Η σταθερά c της µηχανής ισούται σε αυτή την περίπτωση µε το ύψος της τρισορθογώ-
νιας πυραµίδας που έχει ως βάση το προαναφερθέν τρίγωνο και κορυφή το κέντρο προ-
βολής της µηχανής. Ας σηµειωθεί εδώ ότι η Εξ. (6.1) περιγράφει πυκνότερα σε µια µόνη 
εξίσωση εκείνο ακριβώς που εκφράζουν οι τρεις ισοδύναµες Εξ.( 2.5) του Gracie (1968). 
Με την ευκαιρία, αξίζει να παρατηρηθεί γενικότερα ότι το πρόβληµα προσδιορισµού του 
εσωτερικού προσανατολισµού από τρία σηµεία φυγής είναι, από γεωµετρική άποψη, ένα 
τυπικό πρόβληµα οπισθοτοµίας µε τρία σηµεία (οι πλευρές τριγωνικής πυραµίδας οφεί-
λουν να διέλθουν από τρία αντίστοιχα σηµεία), αλλά στον χώρο της εικόνας. Όταν η πυ-
ραµίδα είναι τρισορθογώνια, υπάρχει µια λύση στην σωστή πλευρά της εικόνας (και όχι 
περισσότερες, όπως έχει αναφερθεί στην Εισαγωγή γιά το πρόβληµα της οπισθοτοµίας). 
 

 

Σχήµα 6.1. Τρίγωνο σχηµατιζόµενο από τα σηµεία φυγής ορθογωνικών διευθύνσεων. 
 
Στην Εξ. (6.1), λοιπόν, το δεύτερο µέρος έχει δύο διακριτά µέρη: το πρώτο (2Ε) αναφέ-
ρεται στο εµβαδόν του τριγώνου και εποµένως αφορά αποκλειστικά το µέγεθός του, ενώ 
το δεύτερο µέρος (cotA cotB cotC) αναφέρεται στις γωνίες του τριγώνου και αφορά απο-
κλειστικά το σχήµα του. Εφαρµόζοντας µετάδοση σφάλµατος στην Εξ. (6.1) για σταθερή 
τιµή του Ε, και υπό την παραδοχή ότι το σφάλµα των εσωτερικών γωνιών είτε είναι για 
όλες ίσο είτε είναι αναλογικά µεγαλύτερο για µικρότερες τιµές της γωνίας (το σηµείο φυ-
γής βρίσκεται µακριά από το κέντρο της εικόνας), καταλήγει κανείς σε µία νέα εξίσωση 
που εκφράζει το σφάλµα υπολογισµού της σταθεράς c της µηχανής συναρτήσει της µορ-
φής του τριγώνου. Αυτή η εξίσωση σφάλµατος εµφανίζει ελάχιστο όταν Α = Β = C = 60°, 
δηλαδή σε περίπτωση ισόπλευρου τριγώνου. Με τον τρόπο αυτό αποδεικνύεται και ανα-
λυτικά η αρχική διαπίστωση ότι γεωµετρίες λήψεων που σχηµατίζουν ισόπλευρα τρίγω-
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να σηµείων φυγής αντιπροσωπεύουν βέλτιστη γεωµετρία βαθµονόµησης. Αντίστοιχα, εί-
ναι δυνατόν να γραφεί η σχέση που συνδέει την θέση του πρωτεύοντος σηµείου (ορθό-
κεντρο) µε το σχήµα του τριγώνου και, συνδυαζόµενη µε την Εξ. (6.1), να επιτρέψει κα-
λύτερη κατανόηση του προβλήµατος. 

 Στο Κεφάλαιο 3 εισήχθη η έννοια της “σφαίρας βαθµονόµησης”, µιας ευκλείδειας 
γεωµετρικής οντότητας που εκφράζει τον γεωµετρικό τόπο του προβολικού κέντρου της 
µηχανής όταν είναι γνωστή η θέση δυο σηµείων φυγής κάθετων διευθύνσεων του χώ-
ρου. Σύγκρισή της µε βασικές ιδιότητες του προβολικού χώρου οδήγησε στο συµπέρα-
σµα ότι αυτή αναπαριστά γεωµετρικά την δέσµευση που εισάγουν οι συντεταγµένες δυο 
σηµείων φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων στις παραµέτρους της εικόνας ω της απόλυ-
της κωνικής, και κατά συνέπεια στον εσωτερικό προσανατολισµό της µηχανής. Η εξίσω-
ση της σφαίρας βαθµονόµησης αντιπροσωπεύει βασική εξίσωση του ενιαίου αλγορίθµου 
για αυτόµατη “πολυεικονική” βαθµονόµηση της µηχανής, ο οποίος αναπτύχθηκε στο Kε-
φάλαιο 4 βάσει της ελαχιστοποίησης παρατηρήσεων σε πλήθος ανεξάρτητων (µεµονω-
µένων) εικόνων. Σηµαντικό λοιπόν χαρακτηριστικό αυτής της µεθόδου βαθµονόµησης α-
πό σηµεία φυγής είναι ότι µπορεί να συνδυάσει λήψεις που απεικονίζουν εντελώς διαφο-
ρετικά αντικείµενα σε ενιαία λύση, εφόσον οι εικόνες έχουν τον ίδιο εσωτερικό προσανα-
τολισµό. Παράλληλα, στην µέθοδο αυτή οι εσωτερικές παράµετροι της µηχανής υπολογί-
ζονται ανεξάρτητα από τον εξωτερικό προσανατολισµό των λήψεων (στροφές των µηχα-
νών) όπως συµβαίνει µε άλλες µεθόδους βαθµονόµησης (πχ. αυτοβαθµονόµηση µε µέ-
θοδο της δέσµης), περιορίζοντας έτσι τις συσχετίσεις µεταξύ των αγνώστων. Η αξιολόγη-
ση των αποτελεσµάτων από συνθετικά και πραγµατικά δεδοµένα επέτρεψε το συµπέρα-
σµα ότι η συγκεκριµένη µέθοδος βαθµονόµησης βάσει σηµείων φυγής υπερέχει σε ακρί-
βεια συγκρινόµενη µε τις πιο κλασικές µεθόδους µονοεικονικής βαθµονόµησης βάσει ση-
µείων φυγής, όπως εκείνες που περιγράφηκαν στο Κεφάλαιο 2. Η ακρίβεια προσδιορι-
σµού των εσωτερικών παραµέτρων εµφανίζεται ως κατ’ αρχήν συγκρίσιµη µε εκείνη που 
προκύπτει από αυστηρότερες και πιο διαδεδοµένες µεθόδους βαθµονόµησης (µέθοδος 
δέσµης, βαθµονόµηση µέσω επιπέδων), οι οποίες στηρίζονται στην άµεση οµολογία ση-
µείων µεταξύ εικόνων.  

 Ωστόσο, ένα εύλογο ερώτηµα που ανακύπτει είναι τι συµβαίνει σε περίπτωση όπου 
τα δυο σηµεία φυγής αφορούν όχι κάθετες αλλά τυχαίες διευθύνσεις του χώρου. Η σηµα-
σία του ερωτήµατος είναι τριπλή. Κατ’ αρχάς, αφορά την (µάλλον θεωρητική) δυνατότητα 
να βαθµονοµούνται εικόνες µε ζεύγη σηµείων φυγής που αντιστοιχούν σε γνωστές µη 
κάθετες διευθύνσεις του χώρου. ∆εύτερον, αφορά την (ρεαλιστικότερη) περίπτωση όπου 
τα σηµεία φυγής αναφέρονται σε διευθύνσεις του χώρου που σχηµατίζουν άγνωστη αλ-
λά σταθερή γωνία. Και τρίτον, αφορά την εκτίµηση του αναµενόµενου σφάλµατος στον 
υπολογισµό του εσωτερικού προσανατολισµού όταν µη κάθετες διευθύνσεις αντιµετωπί-
ζονται ως κάθετες. Το πρόβληµα απασχόλησε την παρούσα έρευνα. Είναι προφανές ότι 
σε τέτοιες περιπτώσεις η σφαίρα βαθµονόµησης παύει πλέον να ισχύει, µετασχηµατιζό-
µενη σε διαφορετική 3D επιφάνεια. Η µορφή της επιφάνειας (γεωµετρικός τόπος των ση-
µείων του χώρου που βλέπουν δεδοµένο µήκος υπό δεδοµένη µη ορθή γωνία) έχει γίνει 
κατανοητή, και είναι διαφορετική ανάλογα µε το είδος της γωνίας (οξεία ή αµβλεία). Εκ-
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κρεµεί, ωστόσο, η διατύπωση της αναλυτικής της έκφρασης. Εκτιµάται ότι η τελευταία θα 
επέτρεπε να εισαχθεί και η άγνωστη σταθερή γωνία ως άγνωστη παράµετρος στον αλ-
γόριθµο βαθµονόµησης (υπό την προϋπόθεση πρόσθετων ζευγών σηµείων φυγής). Τέ-
λος, µια άλλη ενδιαφέρουσα προοπτική για τον συγκεκριµένο αλγόριθµο θα ήταν η υιο-
θέτηση µεθόδων συνόρθωσης που είναι λιγότερο ευαίσθητες στον θόρυβο των παρατη-
ρήσεων από όσο η ελαχιστοτετραγωνική συνόρθωση.  

 Στο Κεφάλαιο 5 αναπτύχθηκε µέθοδος αφινικής επανασύστασης εικόνων µε στόχο 
την πραγµατοποίηση 1D µετρήσεων στο επίπεδο (µετρήσεις ταχύτητας οχηµάτων στο 
επίπεδο του δρόµου). Το παράδειγµα της µεθόδου αυτής καταδεικνύει την ανάγκη να υι-
οθετούνται, κατά περίπτωση, βασικές ιδιότητες της προβολικής γεωµετρίας στην φωτο-
γραµµετρική πρακτική (πέραν του καθιερωµένου 2D-2D προβολικού µετασχηµατισµού 
µέσω φωτοσταθερών), καθώς κάτι τέτοιο µπορεί να επεκτείνει δραστικά το πεδίο εφαρ-
µογών της. Η επιτευχθείσα εδώ ακρίβεια στον αυτόµατο υπολογισµό της ταχύτητας οχη-
µάτων, για παράδειγµα, θα µπορούσε να καταστήσει την συγκεκριµένη τεχνική σηµαντι-
κό εργαλείο για την µελέτη και τον έλεγχο κυκλοφορίας σε αυτοκινητόδροµους. Απαραί-
τητο για κάτι τέτοιο θα ήταν να µεταγραφεί ο υπάρχων αλγόριθµος (υλοποιηµένος σε πε-
ριβάλλον Matlab) σε ανώτερη γλώσσα προγραµµατισµού (πχ. C++), ώστε να µπορεί να 
αξιολογηθεί και σε εφαρµογές πραγµατικού χρόνου. 
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