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Πρόλογος 
 
Το θέμα της διατριβής μου και η τριμελής Συμβουλευτική Επιτροπή ορίστηκαν τον Νοέμ-
βριο του 2002. Η εκπόνησή της υποστηρίχθηκε οικονομικά από τον Ειδικό Λογαριασμό 
Κονδυλίων Έρευνας του ΕΜΠ. Αφετηρία και πηγή έμπνευσης στάθηκε η επαφή, έπειτα 
και από παρότρυνση του επιβλέποντά μου Γιώργου Καρρά, με την έρευνα που διεξάγεται 
τα τελευταία χρόνια στο επιστημονικό πεδίο της Όρασης Υπολογιστών. Η αυστηρή μαθη-
ματική προσέγγιση της γεωμετρίας των εικόνων στον προβολικό χώρο και οι εντυπωσια-
κές εφαρμογές αυτοματισμού συνδύαζαν το ενδιαφέρον μου για τα μαθηματικά και τον 
προγραμματισμό, ενταγμένα στο ευρύτερο ερευνητικό αντικείμενο της Φωτογραμμετρίας, 
με το οποίο είχα ήδη ασχοληθεί στην διπλωματική μου εργασία. Καθοριστική για μένα ή-
ταν, ακόμα, η παρακολούθηση του 9ου Διεθνούς Συνεδρίου Όρασης Υπολογιστών (IEEE 
International Conference on Computer Vision), το 2003 στην Νίκαια. Εκεί οι παρουσιάσεις 
και οι συζητήσεις με νέους αλλά και με καταξιωμένους ερευνητές από αυτή την επιστημο-
νική κοινότητα έκαναν ακόμη πιο φανερό ότι οι επικαλύψεις των ερευνητικών αντικειμένων 
με την Φωτογραμμετρία είναι πολύ έντονες και σαφείς − σε αντίθεση με την περιορισμένη 
επικοινωνία μεταξύ επιστημόνων των δύο κοινοτήτων − και ακόμα ότι η όποια συνεισφορά 
σε θέματα κοινού ενδιαφέροντος οφείλει να απευθύνεται ταυτόχρονα και στους δύο επι-
στημονικούς χώρους. 
 
Θα ήθελα να σημειώσω ότι για την απόδοση στα ελληνικά επιστημονικών όρων χρησιμο-
ποιήθηκαν οι υπάρχουσες μεταφράσεις τους στην ελληνική μαθηματική και φωτογραμμε-
τρική βιβλιογραφία. Όπου κρίθηκε σκόπιμο αναφέρεται ο αγγλικός όρος σε παρένθεση: 
πχ. ομογραφία (homography), μη αντιστρέψιμη ετερογραφία (singular correlation), απόλυ-
τη κωνική (absolute conic), ανάλυση ιδιαζουσών τιμών (singular values decomposition). 
Σε περιπτώσεις όπου δεν προϋπήρχαν αντίστοιχοι ελληνικοί όροι, η απόδοσή έγινε από ε-
μένα με κριτήριο το εννοιολογικό περιεχόμενο των όρων. Ιδιαίτερα επισημαίνω την από-
δοση που επέλεξα για τους δύο κεντρικούς σε αυτή την διατριβή όρους: επιπολικός πίνα-
κας (fundamental matrix) και δεσμευμένος επιπολικός πίνακας (essential matrix). 
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Περίληψη 
 
Αντικείμενο της διδακτορικής διατριβής είναι η γεωμετρία του ζεύγους εικόνων άγνωστου 
εσωτερικού προσανατολισμού. Συγκεκριμένα, διερευνάται η γεωμετρική πληροφορία που 
είναι δυνατόν να εξαχθεί από δύο επικαλυπτόμενες εικόνες σχετικά με την θέση τους στο 
χώρο, τις μηχανές λήψης από τις οποίες προέρχονται και τα απεικονιζόμενα αντικείμενα. 
Αφετηρία αποτέλεσε η αντιμετώπιση του ζητήματος στον προβολικό χώρο τόσο, σήμερα, 
από ερευνητές της όρασης υπολογιστών όσο και, πριν από έναν και πλέον αιώνα, από 
πρωτοπόρους επιστήμονες της φωτογραμμετρίας, ωστόσο βασικός στόχος εδώ ήταν η 
ταυτόχρονη προσέγγιση του προβλήματος και στον ευκλείδειο χώρο.  
 
Η διατριβή ξεκινά με μία εισαγωγή όπου τίθεται το θέμα της, ορίζεται – με επισκόπηση της 
συναφούς βιβλιογραφίας από τα επιστημονικά πεδία της Φωτογραμμετρίας και κυρίως της 
Όρασης Υπολογιστών – το ευρύτερο πλαίσιο στο οποίο εντάσσεται η έρευνα που πρα-
γματοποιήθηκε και περιγράφονται τα στοιχεία πρωτοτυπίας της. Στην συνέχεια δίδονται ο-
ρισμένα εισαγωγικά στοιχεία προβολικής γεωμετρίας, αναγκαία για την περιγραφή και την 
περαιτέρω διερεύνηση της γεωμετρίας των εικόνων. Κατόπιν παρουσιάζεται η επιπολική 
γεωμετρία του στερεοζεύγους στο προβολικό πλαίσιο της Όρασης Υπολογιστών. Για εικό-
νες γνωστού εσωτερικού προσανατολισμού περιγράφεται η γραμμική έκφραση της συνθή-
κης συνεπιπεδότητας και του σχετικού προσανατολισμού μέσω του δεσμευμένου επιπολι-
κού πίνακα (essential matrix) και δίνονται οι ιδιότητες του. Εισάγεται, επίσης, η έννοια της 
2D επιπολικής γεωμετρίας για εικόνες από μη βαθμονομημένες μηχανές. Αυτή εκφράζεται 
μαθηματικά μέσω του επιπολικού πίνακα (fundamental matrix) που περιγράφει, απευθείας 
στα επίπεδα των εικόνων, την μονοσήμαντη αντιστοιχία εικονοσημείων και επιπολικών ευ-
θειών. Παρουσιάζονται διαφορετικές γεωμετρικές ερμηνείες του επιπολικού πίνακα, αλγό-
ριθμοι υπολογισμού του από ομολογίες εικονοσημείων καθώς και η δυνατότητα για προ-
βολική ανακατασκευή του απεικονιζόμενου χώρου αλλά και την αναβάθμιση της ανακατα-
σκευής σε αφινική ή ευκλείδεια μέσω γεωμετρικών δεσμεύσεων που αφορούν τα αντικεί-
μενα ή την μηχανή λήψης. Δίδονται, ακόμα, οι δεσμεύσεις μεταξύ των στοιχείων του επι-
πολικού πίνακα και των παραμέτρων εσωτερικού προσανατολισμού οι οποίες επιτρέπουν 
την αυτοβαθμονόμηση της μηχανής λήψης από ≥3 εικόνες ή την μερική βαθμονόμησή της 
στην περίπτωση του ζεύγους. 
 
Οι επόμενες ενότητες παρουσιάζουν τα αποτελέσματα της πρωτότυπης έρευνας της δια-
τριβής. Με δεδομένους του πόλους των δύο εικόνων και την προβολική αντιστοιχία μεταξύ 
των ομόλογων επιπολικών ευθειών – πληροφορία που εμπεριέχεται στον επιπολικό πίνα-
κα – διερευνάται η 2D επιπολική γεωμετρία στον ευκλείδειο 3D χώρο. Δίνεται δηλαδή μία 
μαθηματική περιγραφή του συνόλου των άπειρων, συμβατών προς τον επιπολικό πίνακα, 
συνδυασμών σχετικού και εσωτερικού προσανατολισμού των εικόνων και, κατά συνέπεια, 
των αντίστοιχων προβολικών ανακατασκευών των απεικονιζόμενων αντικειμένων. Αυτή η 
περιγραφή στηρίζεται στον εντοπισμό 4 γεωμετρικών παραμέτρων του στερεοζεύγους (δι-
εύθυνση ευθείας τομής των επιπέδων των εικόνων, δίεδρη γωνία τους, θέση προβολικών 
κέντρων επί της βάσης) που είναι ανεξάρτητες του επιπολικού πίνακα. Ακόμα, διατυπώνο-
νται γεωμετρικοί τόποι που αντιστοιχούν σε μεταβολές των παραμέτρων αυτών αλλά και 
σε διαφορετικές δεσμεύσεις του εσωτερικού προσανατολισμού των μηχανών λήψης. Πα-
ράλληλα προτείνεται εναλλακτική γεωμετρική παραμετροποίηση για τους 7 βαθμούς ελευ-
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θερίας του επιπολικού πίνακα, η οποία βασίζεται στην απόδειξη ότι, με κατάλληλη 2D με-
τάθεση και στροφή, δύο επίπεδες προβολικές δέσμες ευθειών – που στην γενική περί-
πτωση τέμνονται επί κωνικής τομής – μπορούν να έρθουν σε δεδομένη προοπτική θέση, 
να τέμνονται δηλαδή επί δεδομένης ευθείας.  
 
Επίσης, μέσω διαφορετικής ευκλείδειας προσέγγισης διατυπώνονται μαθηματικές σχέσεις 
που εκφράζουν εκ νέου τις δεσμεύσεις του επιπολικού πίνακα στις παραμέτρους εσωτερι-
κού προσανατολισμού των εικόνων. Οι σχέσεις αυτές στηρίζονται στην ισότητα δίεδρων 
γωνιών μεταξύ των πλευρών τετραέδρων που ορίζονται, ανεξάρτητα στις δύο εικόνες, α-
πό συγκεκριμένα επιπολικά επίπεδα και τα επίπεδα που σχηματίζουν οι οπτικοί άξονες 
των εικόνων με την βάση του ζεύγους. Μέσω αυτών αναπτύσσονται τέσσερις νέοι αλγόρι-
θμοι, κλειστής μορφής (closed form), για την μερική βαθμονόμηση των μηχανών λήψης.  
 
Στο τελευταίο κεφάλαιο ελέγχονται και αξιολογούνται οι αλγόριθμοι της διατριβής με πραγ-
ματικές εικόνες αλλά και προσομοιωμένα δεδομένα λήψεων. Εξετάζεται ο υπολογισμός 
του επιπολικού πίνακα από ομολογίες εικονοσημείων που μετρήθηκαν αυτόματα, δίνονται 
παραδείγματα για την διερεύνηση της 2D επιπολικής γεωμετρίας στον 3D Ευκλείδειο χώρο 
και συγκρίνονται οι αλγόριθμοι μερικής βαθμονόμησης της διατριβής με αντίστοιχους από 
την βιβλιογραφία της Όρασης Υπολογιστών. Η διατριβή ολοκληρώνεται με την σύνοψη 
των συμπερασμάτων που προέκυψαν, την τεκμηρίωση της πρωτοτυπίας της και ορισμέ-
νες σκέψεις για περαιτέρω έρευνα στο πεδίο του αντικειμένου της.  
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Abstract 
 
Subject of this Ph.D. Thesis is the geometry of the uncalibrated stereopair. In particular, 
the question is addressed as to which information may be extracted from two overlapping 
images regarding their position in space, the cameras from which they originate and the 
recorded objects. Starting point was the treatment of this issue in projective space both 
(today) by researchers in the field of computer vision as well as (more than a century ago) 
by pioneering photogrammetrists; but, a basic aim here was to simultaneously handle the 
question also in the Euclidian space.  
 
In the Introduction, the subject of the thesis is posed, its wider research framework is defi-
ned through a review of related literature in the fields of photogrammetry and particularly 
computer vision, and the original aspects of this work are outlined. Next, certain introduc-
tory concepts of projective geometry, indispensable for the description and further study of 
image geometry are given. Following this, the epipolar geometry of the stereopair is pre-
sented in the projective framework of computer vision. For calibrated images the linear ex-
pression of the coplanarity condition and relative orientation represented by the essential 
matrix is described and its properties are given. Also, the concept of 2D epipolar geometry 
for uncalibrated camera pairs is introduced. This is expressed by the fundamental matrix 
which describes, directly on the two image planes, the one-way correspondence between 
image points and epipolar lines. Different geometric interpretations of the fundamental 
matrix are presented along with algorithms for its computation from point corresponden-
ces as well as for projective reconstruction of the imaged space but also for its upgrading 
to affine or Euclidean through geometric constraints referring to object space or the came-
ra parameters. Further, constraints are given between the fundamental matrix and interior 
orientation, which allow camera autocalibation from ≥3 images or partial camera calibra-
tion in the case of the stereopair. 
 
The following chapters present the novel contributions of this thesis. Given the two epipo-
les and the projective correspondence between homologue epipolar lines – information in-
scribed in the fundamental matrix – the 2D epipolar geometry is studied in the Euclidean 
3D space. Specifically, a mathematical expression is formulated to encompass the infinite, 
compatible with the fundamental matrix, combinations of relative and interior orientation of 
the two images and, consequently, the corresponding projective reconstruction of imaged 
space. This description relies on the definition of 4 geometric parameters of the stereopair 
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(direction of the intersection line of the image planes; angle formed by these planes; loca-
tion of projective centres on the base-line) which are independent of the fundamental ma-
trix. Furthermore, geometric loci are established which describe changes of these para-
meters but also different constraints on camera geometry parameters. In this context, an 
alternative geometric parameterization of the 7 degrees of freedom of the fundamental 
matrix is formulated, based on the proof that, with suitable 2D translation and rotation, two 
planar projective bundles of rays – which generally intersect on a conic section – may be 
brought to a given perspective position, i.e. to intersect on a straight line.  
 
On the other hand, with a different but still Euclidean approach equations are formulated 
to express in a new form the constraints posed by the fundamental matrix upon the para-
meters of interior orientation. These equations rely on the equality between angles formed 
by the faces of tetrahedra which are defined, independently for the two images, by specific 
epipolar planes and the planes formed by the optical axes and the base of the stereopair. 
Based on these equations, four new closed-form algorithms for partial camera calibration 
are formulated. 
 
In the last part, the algorithms developed in this thesis are evaluated with both simulated 
as well as real image data (including images from datasets available on the Internet). The 
computation of the fundamental matrix from automatically extracted image point corres-
pondences is examined; examples of image configurations in 3D Euclidean space compa-
tible with specific 2D epipolar geometries are given; the algorithms for partial camera cali-
bration are compared with those from computer vision literature. The thesis is completed 
with conclusions from this study, justification of the originality of the performed research 
work and certain thoughts regarding further possible research issues in the context of the 
present investigation. 
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Εισαγωγή 
 
 
 
1. Εισαγωγή 
 
 
 
1.1 Φωτογραμμετρία και Όραση Υπολογιστών 

Από την αρχική της εμφάνιση ως επιστημονικού κλάδου, η Φωτογραμμετρία είχε ως βασι-
κό στόχο την γεωμετρική τεκμηρίωση του 3D χώρου μέσω εικόνων. Χαρακτηριστικός είναι 
από την άποψη αυτή ο ορισμός του Sebastian Finsterwalder, πριν από έναν περίπου αιώ-
να, στην Εγκυκλοπαίδεια των Μαθηματικών: “Η Φωτογραμμετρία (η τέχνη της Εικονομε-
τρίας) στόχο έχει να προσδιορίζει, μέσω φωτογραφικών εικόνων, το απεικονιζόμενο αντι-
κείμενο ή επιμέρους γεωμετρικά στοιχεία του” (Finsterwalder, 1905). Κυριότερο δε πεδίο ε-
φαρμογής της υπήρξε, και εν πολλοίς παραμένει, η παραγωγή χαρτών. Μετά από μια αρ-
χική φάση, κατά την οποία αναπτύχθηκαν οι θεωρητικές βάσεις της “εικονομετρίας”, το εν-
διαφέρον εύλογα επικεντρώθηκε σχεδόν αποκλειστικά στην τυποποίηση πρακτικών διαδι-
κασιών για μαζική χαρτογράφηση και την προσαρμογή τους στις εκάστοτε τεχνολογικές ε-
ξελίξεις. Η εισαγωγή των Η/Υ επέτρεψε να αναζωογονηθεί η θεωρητική έρευνα, η οποία 
μπορεί μεν να παρέμενε πάντοτε προσανατολισμένη σε άμεσες ανάγκες που έθετε η πρα-
κτική εφαρμογή, ωστόσο παράλληλα παρήγαγε νέες θεμελιώδεις έννοιες και μαθηματικά 
μοντέλα, με ιδιαίτερη έμφαση στις συνορθώσεις μεγάλου όγκου δεδομένων (μέθοδος της 
δέσμης, Brown, 1958). Μεταξύ άλλων, στην φάση αυτή καθίσταται πλέον εφικτή η χρήση 
κοινών (“μη μετρικών”) μηχανών λήψης, είτε απευθείας μέσω του μαθηματικού μοντέλου 
του Άμεσου Γραμμικού Μετασχηματισμού (DLT, Abdel-Aziz & Karara, 1971) είτε μετά από 
βαθμονόμηση των μηχανών με αναλυτικές (δηλαδή όχι εργαστηριακές) μεθόδους. Παράλ-
ληλα λοιπόν με τις τυπικές χαρτογραφικές εφαρμογές διευρύνεται, έτσι, το πεδίο με τις ε-
φαρμογές της “εγγύς φωτογραμμετρίας” (close-range photogrammetry), στην αρχιτεκτονι-
κή και την αρχαιολογία, την βιομηχανική μετρολογία, ακόμα και την ιατρική. 
 
Όμως οι απαρχές μιας πραγματικά ριζικής μεταβολής του φωτογραμμετρικού τοπίου εντο-
πίζονται στα τέλη της δεκαετίας του ’80 με την εισαγωγή της ψηφιακής εικόνας και την ρε-
αλιστική πλέον δυνατότητα για αυτοματοποίηση φωτογραμμετρικών διαδικασιών. Το με-
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γαλύτερο μέρος της ουσιαστικής έρευνας που διεξάγεται έκτοτε εστιάζεται πλέον σε ζητή-
ματα επεξεργασίας εικόνας, αυτόματης συνταύτισης εικόνας (image matching) ή αναγνώ-
ρισης προτύπων (pattern recognition). Ωστόσο η έμφαση στην τυπική διάταξη λήψεων της 
αεροφωτογραμμετρίας και την αυτονόητη χρήση γεωδαιτικά μετρημένου εξωτερικού ελέγ-
χου, αλλά και την χρήση μετρικών μηχανών, άφησε την βασική έρευνα σε καθαυτό ζητη-
ματα γεωμετρίας μάλλον στο περιθώριο. 
 
Παράλληλα όμως, τις τελευταίες δύο δεκαετίες το ζήτημα της εξαγωγής γεωμετρικής όσο 
και σημασιολογικής (semantic) πληροφορίας από εικόνες απασχολούσε και την επιστημο-
νική περιοχή της Όρασης Υπολογιστών (computer vision). Εκεί, με δεδομένη αφετηρία την 
ψηφιακή εικόνα και την απαίτηση για αυτοματισμό, αλλά και για λύσεις πραγματικού χρό-
νου, τα γεωμετρικά ερωτήματα τίθενται σχεδόν εξ υπαρχής και αντιμετωπίζονται περιπτώ-
σεις μηχανών άγνωστης γεωμετρίας, τυχαίων διατάξεων λήψης και οριακής (ή ακόμα και 
ανύπαρκτης) εξωτερικής πληροφορίας. Με άμεσο θεωρητικό όσο και πρακτικό εργαλείο 
την προβολική γεωμετρία, διατυπώνονται εκ νέου μαθηματικά μοντέλα – γνωστά κατ’ αρ-
χήν στην Φωτογραμμετρία, αλλά “ξεχασμένα” πίσω από την καθημερινή χαρτογραφική 
πρακτική – και ταυτόχρονα αναπτύσσονται νέες διαδικασίες προσανατολισμών (Förstner, 
2000, Hartley & Zisserman, 2000, Faugeras & Luong, 2001). Ο προσδιορισμός της “επι-
πολικής γεωμετρίας” εικόνων άγνωστου εσωτερικού προσανατολισμού, η προβολική 3D 
ανακατασκευή του χώρου (σε περιπτώσεις όπου δεν είναι δυνατή η ευκλείδεια ανακατα-
σκευή) και η βαθμονόμηση μηχανών από απλές ομολογίες εικονοσημείων δίχως καμία ε-
ξωτερική πληροφορία συνιστούν ορισμένες μόνο από τις νέες δυνατότητες. Ταυτόχρονα, 
η μελέτη ζητημάτων όπως οι κρίσιμες γεωμετρίες, η πολλαπλότητα λύσεων ή οι γραμμικοί 
αλγόριθμοι αποκτά αποφασιστική θεωρητική όσο και πρακτική σημασία, συγκροτώντας 
μια βάση γνώσης που στην ουσία είναι και εφαλτήριο για νέες μελλοντικές εφαρμογές. 
 
Πράγματι, πέραν του αναμφισβήτητου θεωρητικού ενδιαφέροντος, είναι βέβαια και μια σει-
ρά νέων εφαρμογών που ωθούν στην κατεύθυνση αυτής της “νέας” Φωτογραμμετρίας. Η 
αυτόματη ανακατασκευή φωτορρεαλιστικών 3D μοντέλων του χώρου, για παράδειγμα, α-
ποδεικνύεται εφικτή με μοναδική αρχική πληροφορία εικόνες από κινούμενη μη βαθμονο-
μημένη βιντεοκάμερα (Pollefeys & van Gool, 2002, Pollefeys et al., 2004), μεμονωμένες ε-
πίγειες εικόνες τυχαίου προσανατολισμού (van Gool et al., 2002) ή ακόμα και εκατοντάδες 
τυχαίες εικόνες από το Διαδίκτυο που απλώς απεικονίζουν το ίδιο αντικείμενο (Goesele et 
al., 2007). Σε άλλες περιπτώσεις, όπως η παρακολούθηση μηχανής (camera tracking), τε-
λικό ζητούμενο είναι να υπολογιστεί αυτόματα ο εξωτερικός προσανατολισμός – ο οποίος 
βέβαια στην τυπική φωτογραμμετρική πρακτική αντιμετωπίζεται, γενικά, ως ένα απλό “εν-
διάμεσο” προϊόν – ολόκληρων κινηματογραφικών σκηνών για την δημιουργία οπτικών εφέ 
(Fitzgibbon & Zisserman, 2003) ή και μεγάλου όγκου αναμνηστικών φωτογραφιών για την 
οργάνωση, αποθήκευση και εύκολη αναζήτησή τους στις τρεις διαστάσεις (Microsoft Pho-
tosynth). 
 
Η ορατή πλέον δυνατότητα για αυτοματισμούς σε πλείστα πεδία εφαρμογής (ακόμη και σε 
πραγματικό χρόνο) και η γενικευμένη χρήση ψηφιακών μηχανών (που γενικά δεν είναι με-
τρικές) έχουν αναδείξει την επιτακτική ανάγκη για αλλαγή “φιλοσοφίας” στην Φωτογραμ-
μετρία. Πέραν της προφανούς ανάγκης για περαιτέρω έρευνα σε θέματα επεξεργασίας ει-
κόνας και αναγνώρισης προτύπων, ως εξίσου καίρια αιτήματα εμφανίζονται πλέον η (κατά 
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το δυνατόν) αποδέσμευση από a priori γεωμετρική πληροφορία για τον χώρο ή την μηχα-
νή λήψης και η χρήση γραμμικών αλγορίθμων, ιδίως στο πλαίσιο του αυτοματισμού και ε-
φαρμογών πραγματικού χρόνου, ως αρχικό στάδιο για επόμενες μη γραμμικές επιλύσεις 
υψηλότερης ακρίβειας. Αλλά κάτι τέτοιο υπαγορεύει μια εκ νέου ευρύτερη θεώρηση θεμε-
λιωδών φωτογραμμετρικών προβλημάτων, καθιστώντας συνεπώς αναγκαία την συστημα-
τική θεωρητική εμβάθυνση και την επιστημονική συνεισφορά, από την μεριά και της Φω-
τογραμμετρίας, στην γεωμετρική έρευνα που ήδη πραγματοποιείται την τελευταία 20ετία 
στον χώρο της Όρασης Υπολογιστών. Άλλωστε, όπως επισημαίνεται και σε πρόσφατη δι-
δακτορική διατριβή (Γραμματικόπουλος, 2007), οι κοινοί ερευνητικοί στόχοι όσο και η ανά-
γκη για συνεργασία έχουν υπογραμμιστεί από ειδικούς και των δύο επιστημονικών κλά-
δων (Hartley & Mundy, 1993, Förstner, 2002). Ενδεικτική εξάλλου για αυτή την προσέγγι-
ση είναι και η μετονομασία της Επιτροπής ΙΙΙ της Διεθνούς Εταιρείας Φωτογραμμετρίας και 
Τηλεπισκόπησης (ISPRS), ήδη από το 2000, από “Θεωρία και Αλγόριθμοι” σε “Φωτογραμ-
μετρική Όραση Υπολογιστών” και από το 2008 σε “Φωτογραμμετρική Όραση Υπολογι-
στών και Ανάλυση Εικόνας”. 
 
 
1.2 Η γεωμετρία του στερεοζεύγους 
 
Στο πλαίσιο αυτό, η παρούσα διδακτορική διατριβή εστιάζει το ενδιαφέρον της στην γεω-
μετρία του στερεοζεύγους. Έτσι, ένα από τα θεμελιώδη ερωτήματα – με θεωρητικές και 
εντέλει πρακτικές συνέπειες – που επιχειρείται να αντιμετωπιστεί εδώ είναι το ακόλουθο: 

ποιά γεωμετρική πληροφορία, για τον χώρο ή/και την μηχανή λήψης, είναι δυνατόν 
να εξαχθεί από δύο επικαλυπτόμενες εικόνες; 

 
Στην Φωτογραμμετρία, δύο επικαλυπτόμενες εικόνες γνωστού εσωτερικού προσανατολι-
σμού επαρκούν, μέσω του σχετικού προσανατολισμού του στερεοζεύγους, για να δημι-
ουργηθεί ένα 3D μοντέλο του αντικειμένου (επόμενο βήμα προς την φωτογραμμετρική α-
πόδοση είναι ο απόλυτος προσανατολισμός του στερεομοντέλου στον χώρο βάσει γνω-
στών σημείων ή φωτοσταθερών). Για να προσδιοριστεί η σχετική θέση δύο επικαλυπτόμε-
νων εικόνων στον χώρο χρησιμοποιείται, γενικά, η συνθήκη συνεπιπεδότητας βάσει ομό-
λογων εικονοσημείων, ενώ εν συνεχεία υπολογίζονται εμπροσθοτομικά οι 3D συντεταγμέ-
νες των σημείων του αντικειμένου. Εναλλακτικά, η σχετική θέση των εικόνων και των ση-
μείων του μοντέλου του αντικειμένου μπορεί να υπολογιστεί σε ένα βήμα με την μέθοδο 
της δέσμης και δέσμευση των 7 βαθμών ελευθερίας του 3D μετασχηματισμού ομοιότητας. 
Έτσι, το προκύπτον και στις δύο περιπτώσεις 3D μοντέλο διαφέρει από το πραγματικό αν-
τικείμενο ως προς την κλίμακα, την θέση και τον προσανατολισμό στο χώρο.  
 
Σε αυτή την τυπική φωτογραμμετρική διατύπωση του σχετικού προσανατολισμού – ως α-
ποκατάστασης δηλαδή της σχετικής θέσης δύο 3D προβολικών δεσμών στον χώρο (τομή 
ομόλογων ακτίνων) – ενυπάρχουν προφανώς ορισμένες προϋποθέσεις:   

 Ο εσωτερικός προσανατολισμός των εικόνων οφείλει να είναι γνωστός (μετρικές ή 
βαθμονομημένες μη μετρικές μηχανές). Επομένως, αυστηρά μιλώντας, πρόκειται 
για σχετικό προσανατολισμό 3D δεσμών και όχι απλώς εικόνων. 

 Οι εξισώσεις που υπεισέρχονται είναι μη γραμμικές και απαιτούν καλές αρχικές τι-
μές των αγνώστων προκειμένου να εξασφαλιστεί σύγκλιση της συνόρθωσης.  
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 Ακόμα, ο προσδιορισμός των επιπολικών ευθειών προϋποθέτει γνώση του εσωτε-
ρικού και του σχετικού προσανατολισμού του στερεοζεύγους. Διαβάζει κανείς, για 
παράδειγμα, σε πρόσφατα εγχειρίδια Φωτογραμμετρίας: “Αν ο σχετικός προσανα-
τολισμός είναι γνωστός για δεδομένο στερεοζεύγος, η εξίσωση συνεπιπεδότητας 
μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να οριστούν οι επιπολικές ευθείες” (Wolf & DeWitt, 
2000) ή “οι επιπολικές ευθείες μπορούν να προσδιοριστούν, μετά από τον σχετικό 
προσανατολισμό των εικόνων” (Mickhail et al., 2001) ή ακόμα ότι οι επιπολικές ευ-
θείες ορίζονται “εάν είναι γνωστές οι παράμετροι του προσανατολισμού” (Luhmann 
et al., 2006). 

 Τέλος, προϋποτίθεται ότι στις εικόνες έχουν μετρηθεί ομόλογα σημεία. 
 
Ωστόσο, η μελέτη ορισμένων βασικών εργασιών προερχόμενων από την αρχική φάση θε-
μελίωσης της Φωτογραμμετρίας (εν πολλοίς ως εφαρμοσμένης έκφρασης της προβολικής 
γεωμετρίας) – και ιδίως βέβαια της πλούσιας πρόσφατης βιβλιογραφίας στην περιοχή της 
Όρασης Υπολογιστών – καταδεικνύει ότι οι παραπάνω προϋποθέσεις δεν είναι απόλυτες. 
Ειδικότερα:  

 Οι 5 ανεξάρτητες παράμετροι του σχετικού προσανατολισμού του στερεοζεύγους 
(3 στροφές + διεύθυνση της βάσης του στον χώρο του μοντέλου), μετασχηματιζό-
μενες σε 8 εξαρτημένες παραμέτρους (“δεσμευμένος επιπολικός πίνακας”, essen-
tial matrix), είναι δυνατόν να εκτιμώνται γραμμικά. 

 Η απλή αντιστοίχιση ομόλογων σημείων σε στερεοζεύγος άγνωστου εσωτερικού 
προσανατολισμού επιτρέπει να ορίζονται οι πόλοι του ζεύγους και οι επιπολικές 
ευθείες. Αποκαθίσταται με αυτόν τον τρόπο η 2D επιπολική γεωμετρία των εικόνων 
(7 βαθμοί ελευθερίας), η οποία εκφράζεται προβολικά μέσω του “επιπολικού πίνα-
κα” (fundamental matrix).   

 Οι δύο επιπλέον βαθμοί ελευθερίας του επιπολικού πίνακα (7 έναντι 5 του σχετι-
κού προσανατολισμού) εκφράζονται, αλγεβρικά και γεωμετρικά, στον προβολικό 
χώρο ως δεσμεύσεις στον εσωτερικό προσανατολισμό των εικόνων, επιτρέποντας 
έτσι την μερική βαθμονόμηση της μηχανής, ή των δύο μηχανών, λήψης από ζεύ-
γος γνωστού επιπολικού πίνακα (δηλαδή, εντέλει, από απλές ομολογίες εικονοση-
μείων). 

 Σήμερα, τέλος, η αξιοποίηση τελεστών σημείων ενδιαφέροντος (interest point ope-
rators), αλγορίθμων συνταύτισης εικόνων και στατιστικών εργαλείων για εντοπισμό 
χονδροειδών σφαλμάτων επιτρέπουν να υπολογίζεται αυτόματα η επιπολική γεω-
μετρία ακόμα και σε περιπτώσεις εικόνων με έντονες προοπτικές παραμορφώσεις. 
Τελευταία, μάλιστα, έχουν αναπτυχθεί μέθοδοι που αντιμετωπίζουν το πρόβλημα 
του προσδιορισμού της 2D επιπολικής γεωμετρίας χωρίς καν την απαίτηση ομολο-
γιών στις εικόνες (πχ. Dellaert et al., 2000). 

 
Η επισκόπηση της σχετικής βιβλιογραφίας που ακολουθεί στόχο έχει να αποσαφηνίσει τα 
προαναφερθέντα και να σκιαγραφήσει το ευρύτερο πλαίσιο εντός του οποίου εντάσσεται η 
έρευνα της παρούσας διατριβής (αναπόφευκτα, στα επόμενα κεφάλαια θα γίνουν και άλ-
λες αναφορές σε ορισμένα θέματα που παρουσιάζονται εδώ). Αλλά, υπό μία έννοια, η επι-
σκόπηση αυτή επιδιώκει παράλληλα και να φωτίσει διαφορετικές χρήσεις του όρου σχετι-
κός προσανατολισμός, οι οποίες ενδεχομένως εγκυμονούν παρανοήσεις. Για παράδειγμα, 
στην πρόσφατη έκδοση του Manual of Photogrammetry (McGlone, 2004) εμφανίζεται ο ε-
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ξής ορισμός: “ο σχετικός προσανατολισμός δύο μη βαθμονομημένων μηχανών που διατη-
ρούν τις ευθείες (straight-line preserving cameras) χαρακτηρίζεται από 7 ανεξάρτητες πα-
ραμέτρους”, με την προσθήκη ότι εφικτή είναι μόνο η 3D προβολική ανακατασκευή του αν-
τικειμένου. Είναι σαφές ότι ένας τέτοιος ορισμός της έννοιας του σχετικού προσανατολι-
σμού, και μάλιστα σε βασικό εγχειρίδιο Φωτογραμμετρίας, αναφέρεται σε διαφορετικό εν-
νοιολογικό πλαίσιο από εκείνο του γενικά αποδεκτού φωτογραμμετρικού ορισμού. 
 
 
1.2.1 Γραμμικοί αλγόριθμοι σχετικού προσανατολισμού 
 
Η διατύπωση εναλλακτικών μαθηματικών μοντέλων για το πρόβλημα του σχετικού προ-
σανατολισμού απασχόλησε από νωρίς την φωτογραμμετρική έρευνα. Κύριος στόχος ήταν 
να αναπτυχθούν αλγόριθμοι που δεν απαιτούν αρχικές τιμές για τον υπολογισμό των πα-
ραμέτρων. Η βασική διατύπωση του προβλήματος παρέμενε, στις περισσότερες περιπτώ-
σεις, η ίδια: από ομολογίες σημείων σε δύο εικόνες δεδομένου εσωτερικού προσανατολι-
σμού να υπολογιστούν οι τρεις σχετικές στροφές τους στο χώρο και το διάνυσμα της σχε-
τικής μετάθεσης της δεύτερης εικόνας ως προς την πρώτη (βάση του στερεοζεύγους υπό 
άγνωστη κλίμακα).   
 
Ο Thompson (1959) εξέφρασε την συνθήκη συνεπιπεδότητας ως το μεικτό γινόμενο τριών 
διανυσμάτων (των δύο ακτίνων που ορίζονται από ζεύγος ομόλογων σημείων και της βά-
σης των δύο εικόνων). Αναπαριστώντας το εξωτερικό γινόμενο ως πολλαπλασιασμό δια-
νύσματος με αντισυμμετρικό πίνακα, καταλήγει σε έναν πίνακα διαστάσεων 3×3 – τον “δε-
σμευμένο επιπολικό πίνακα” (essential matrix), όπως αυτός έγινε αργότερα γνωστός στην 
βιβλιογραφία της Όρασης Υπολογιστών – στον οποίο συγκεντρώνονται οι 5 παράμετροι 
του σχετικού προσανατολισμού. Η σχέση αναπτύσσεται μέσω γωνιών Rodrigues και προ-
κύπτει εξίσωση 3ου βαθμού ως προς τα στοιχεία της βάσης και τις τρεις γωνίες. Το γραμμι-
κό μέρος των εξισώσεων επιλύεται για την εύρεση προσεγγιστικών τιμών, και στην συνέ-
χεια το πλήρες μαθηματικό μοντέλο συνορθώνεται ελαχιστοτετραγωνικά.  
 
Ο Stefanovic (1973) κατέληξε με ανάλογο τρόπο στην διατύπωση του δεσμευμένου επι-
πολικού πίνακα, τον οποίο όμως υπολογίζει γραμμικά από ≥ 8 ομολογίες σημείων, και κα-
τόπιν βρίσκει, από τα στοιχεία του, τις τυπικές παραμέτρους του σχετικού προσανατολι-
σμού. Εξέτασε ακόμα τις απαραίτητες δεσμεύσεις για την λύση του προβλήματος στην ο-
ριακή περίπτωση των 5 σημείων, οι οποίες όμως οδηγούν σε μη γραμμικό αλγόριθμο. Ο-
μαδοποιώντας κατάλληλα τις παραμέτρους της συνθήκης συνεπιπεδότητας, οι Khlebniko-
va (1983), Chang (1986) και Shih (1994) καταλήγουν επίσης σε 8 νέες (εξαρτημένες) πα-
ραμέτρους, ισοδύναμες με τα στοιχεία του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα, οι οποίες επι-
λυόμενες ως ανεξάρτητες οδηγούν σε γραμμικό σύστημα εξισώσεων. Σε δεύτερο βήμα ε-
ξάγονται το διάνυσμα της βάσης και οι τρεις σχετικές στροφές των εικόνων. Τέλος, την δυ-
νατότητα να αξιοποιείται ο δεσμευμένος επιπολικός πίνακας στην επίλυση του σχετικού 
προσανατολισμού έχουν επισημάνει ο Niini (1994) αλλά και ο Förstner (2000) σε εργασία 
του για την νέα προοπτική που ανοίγει για την Φωτογραμμετρία η χρήση της προβολικής 
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γεωμετρίας1. Είναι πάντως αξιοσημείωτο ότι στην φωτογραμμετρική βιβλιογραφία η πρώ-
τη διατύπωση πίνακα ανάλογου του δεσμευμένου επιπολικού εμφανίζεται σε διδακτορική 
διατριβή ήδη στις αρχές του περασμένου αιώνα (von Sanden, 1908). 
 
Τα τελευταία χρόνια, όπως έχει ήδη επισημανθεί, το πρόβλημα της εξαγωγής 3D πληρο-
φορίας από εικόνες, και ειδικότερα εκείνο της γεωμετρίας του στερεοζεύγους, απασχόλη-
σε ιδιαίτερα ερευνητές από τον χώρο της Όρασης Υπολογιστών. Εκεί, το μαθηματικό μον-
τέλο αλλά και η ίδια η έννοια του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα (essential matrix) διατυ-
πώθηκαν για πρώτη φορά από τον Longuet-Higgins (1981). Τα στοιχεία του πίνακα βρί-
σκονται γραμμικά και δίνονται σχέσεις για τον υπολογισμό της βάσης και των στροφών α-
πό αυτά. Σε αντίστοιχη σχέση καταλήγουν οι Tsai & Huang (1984), οι οποίοι προτείνουν 
αλγορίθμους για τον υπολογισμό του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα από 7, 8 ή περισ-
σότερα ομόλογα σημεία. Εξετάζουν επίσης ποιές κατανομές σημείων δεν οδηγούν σε μο-
ναδική λύση. Οι Demazure (1988), Trivedi (1988), Huang & Faugeras (1989), Maybank 
(1990), Horn (1990a) δημοσίευσαν εναλλακτικές εκφράσεις για τις δεσμεύσεις τις οποίες 
οφείλει να ικανοποιεί ένας πίνακας 3×3 προκειμένου να συνιστά δεσμευμένο επιπολικό πί-
νακα ζεύγους εικόνων (στην πραγματικότητα, να μπορεί να αναλυθεί σε γινόμενο αντισυμ-
μετρικού και ορθογώνιου πίνακα) και μελέτησαν τις ιδιότητες του. Τα πορίσματα αυτών 
των εργασιών συγκεντρώθηκαν στα εγχειρίδια των Maybank (1993) και Faugeras (1993). 
Οι Weng et al. (1989) υπολογίζουν επίσης γραμμικά τον δεσμευμένο επιπολικό πίνακα και 
μελετούν την μετάδοση σφαλμάτων των μετρήσεων στα στοιχεία του και στις εξαγόμενες 
παραμέτρους μετάθεσης και στροφής. Ανάλογη είναι η μελέτη του Philip (1991) μέσω ε-
λέγχων Monte Carlo. Ο Kanatani (1993) απέδειξε πως οι γραμμικοί αλγόριθμοι υπολογι-
σμού του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα οδηγούν σε συστηματικά σφάλματα και πρότει-
νε μια μη γραμμική ελαχιστοτετραγωνική λύση. Οι Weng et al. (1993) εξέτασαν επίσης την 
ευαισθησία της γραμμικής επίλυσης στα τυχαία σφάλματα (“θόρυβος”) των μετρήσεων και 
ανέπτυξαν διαφορετικούς μη γραμμικούς αλγορίθμους. Τέλος, εναλλακτική διατύπωση του 
σχετικού προσανατολισμού μέσω quaternions έχει δώσει ο Horn (1991), προτείνοντας μέ-
θοδο εύρεσης αρχικών τιμών και εν συνεχεία ελαχιστοτετραγωνικής συνόρθωσης. 
 
Παράλληλα με την ανάπτυξη αλγορίθμων για βέλτιστη εκτίμηση του δεσμευμένου επιπολι-
κού πίνακα από περίσσεια ομόλογων σημείων, μελετήθηκε και η πολλαπλότητα των λύ-
σεων του σχετικού προσανατολισμού στην οριακή περίπτωση των 5 σημείων (το ζήτημα 
αυτό δεν έχει απασχολήσει τα φωτογραμμετρικά εγχειρίδια, επομένως υπονοείται ότι η λύ-
ση είναι μοναδική). Η πρώτη γνωστή αντιμετώπιση του ζητήματος είναι εκείνη του Αυστρι-
ακού μαθηματικού Erwin Kruppa ο οποίος, μέσω προβολικής γεωμετρίας και στηριζόμε-
νος στις ιδιότητες μιας μιγαδικής κωνικής του απείρου, της “απόλυτης κωνικής” (absolute 
conic), έδειξε την ύπαρξη 11 λύσεων (Kruppa, 1913). Οι Demazure (1988) και Faugeras & 
Maybank (1990) απέδειξαν ότι, τελικά, οι πιθανές λύσεις (πραγματικές ή μιγαδικές) είναι 
10 και πρότειναν σύνθετους τρόπους για τον υπολογισμό τους. Το θέμα απασχόλησε και 
τον Horn (1991), ο οποίος κατέληξε σε ίδια συμπεράσματα εκφράζοντας τις στροφές του 
στερεοζεύγους μέσω quaternions, τους Heyden & Sparr (1997), οι οποίοι αντί του δεσμευ-
μένου επιπολικού πίνακα αντιμετώπισαν την γεωμετρία του ζεύγους μέσω “κινητικών δια-
                                                 
1 Γραμμικοί αλγόριθμοι αυτού του τύπου αξιοποιούνται σε ορισμένα προγράμματα φωτοτριγωνισμού (πχ. 
Bingo) για τον άμεσο προσδιορισμό αρχικών τιμών προσανατολισμού. Βλ. ακόμα ανάλογη εφαρμογή τους 
σε διπλωματική εργασία του Εργαστηρίου Φωτογραμμετρίας (Μπουτσικάκης, 2003). 
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νυσμάτων βάθους” (kinetic depth vectors), και τον Thorup (2003) που διατύπωσε νέα αλ-
γεβρική απόδειξη για την ύπαρξη 10 λύσεων, βασιζόμενος στην εξίσωση Thom-Porteous. 
Μάλιστα, το ζήτημα του υπολογισμού του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα από 5 ομολο-
γίες σημείων έχει αποκτήσει τελευταία, εκτός του θεωρητικού, και αμεσότερο πρακτικό εν-
διαφέρον ως συστατικό στοιχείο αλγορίθμων για τον εντοπισμό χονδροειδών σφαλμάτων 
σε ομολογίες σημείων. Έτσι, οι Philip (1996), Nister (2003), Li & Hartley (2006) και Batra 
et al. (2007) πρότειναν νέους τρόπους για να υπολογίζονται όλες οι πιθανές λύσεις του 
σχετικού προσανατολισμού στην οριακή περίπτωση των 5 σημείων. Πρόσφατα, οι Rode-
horst et al. (2008) συνέκριναν τους αλγορίθμους αυτούς από την άποψη της εύρεσης αρ-
χικών τιμών για πολυεικονικές συνορθώσεις.  
 
 
1.2.2 2D επιπολική γεωμετρία 
 
1.2.2.1 Ο επιπολικός πίνακας  
Μελετώντας την περίπτωση ζεύγους εικόνων από μη βαθμονομημένες μηχανές, οι Fauge-
ras (1992), Hartley (1992) και Hartley et al. (1992) έδειξαν ότι οι δέσμες των επιπολικών 
ευθειών είναι εφικτό να προσδιοριστούν χωρίς να πρέπει κατ’ ανάγκην να οριστούν και οι 
αντίστοιχες οπτικές ακτίνες στον χώρο. Η 3D ανακατασκευή των απεικονιζόμενων αντικει-
μένων είναι και τότε δυνατή, όμως το προκύπτον μοντέλο θα διαφέρει από το πραγματικό 
όχι μόνο κατά κλίμακα, θέση και στροφή (ομοιότητα) αλλά κατά έναν πλήρη 3D προβολικό 
μετασχηματισμό. Εισάγονται έτσι η έννοια της προβολικής ανακατασκευής (projective re-
construction) και το μαθηματικό μοντέλο του “επιπολικού πίνακα” (fundamental matrix), ο 
οποίος αντιπροσωπεύει την γενίκευση του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα. Παρά τις πα-
ρόμοιες μαθηματικές τους εκφράσεις, οι δύο αυτοί πίνακες έχουν διαφορετικές ιδιότητες 
και περιγράφουν διαφορετικές γεωμετρικές δεσμεύσεις. Ο επιπολικός πίνακας είναι ένας 
ομογενής πίνακας 3×3 με μηδενική ορίζουσα (7 βαθμοί ελευθερίας, έναντι 5 του δεσμευ-
μένου επιπολικού πίνακα), υπολογίζεται από 7 κατ’ ελάχιστον ομόλογα εικονοσημεία και 
περιγράφει την προβολική σχέση μεταξύ δύο επίπεδων δεσμών ακτίνων (δέσμες ομόλο-
γων επιπολικών ευθειών). Μέσω αυτού ορίζονται οι πόλοι του στερεοζεύγους και εκφρά-
ζεται η σχέση των σημείων μιας εικόνας με τις αντίστοιχες επιπολικές ευθείες της άλλης. 
Με τον επιπολικό πίνακα αποκαθίσταται, δηλαδή, η 2D επιπολική γεωμετρία του στερεο-
ζεύγους. 
 
Αξίζει να σημειωθεί εδώ ότι, όπως επισημαίνουν οι Faugeras & Maybank (1990) αλλά και 
ο Buchanan (1993), το πρόβλημα του υπολογισμού της 2D επιπολικής γεωμετρίας το έθε-
σε, στην ουσία του, για πρώτη φορά ο Γάλλος μαθηματικός M. Chasles το 1855, με την ε-
ξής διατύπωση: 

“Δίδονται στο ίδιο επίπεδο δύο συστήματα επτά σημείων ευρισκόμενων σε αντιστοι-
χία. Να ορισθεί σε κάθε σύστημα μια δέσμη επτά ακτίνων κατά τρόπο ώστε οι δύο 
δέσμες να συνδέονται μέσω ομογραφίας. Να δειχθεί ότι υπάρχουν τρεις λύσεις”.2 

Ιστορικά, το πρόβλημα για πρώτη φορά το έλυσε το 1863 ο O. Hesse3 με τρόπο αντίστοι-
                                                 
2 Chasles, M., 1855. Question No. 296. Nouv. Ann. Math.,14, 50. 
3 Hesse, 0., 1863. Die cubische Gleichung, von welcher die Lösung des Problems der Homographie von M. 
Chasles abhängt. J. reine angew. Math., 62, pp. 188-192. 
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χο του επιπολικού πίνακα. Ενδιαφέρον παρουσιάζει επίσης η προσέγγιση του R. Sturm4 
το 1869, ο οποίος ανέλυσε τις περιπτώσεις με 4, 5 και 6 διαθέσιμα σημεία και κατέληξε 
στην λύση μέσω της τομής δύο καμπυλών 3ου βαθμού. Οι Luong & Faugeras (1998) με-
λέτησαν την δυνατότητα να υπολογίζεται η επιπολική γεωμετρία πραγματικών εικόνων μέ-
σω της προσέγγισης του R. Sturm, διαπιστώνοντας ότι είναι ιδιαίτερα ευαίσθητη στον θό-
ρυβο των μετρήσεων. Μέσω της ίδιας μεθόδου, οι Nister & Schaffalitzky (2004) εξέτασαν 
τον γεωμετρικό τόπο των πόλων στην οριακή περίπτωση ομολογίας 4 σημείων σε εικόνες 
γνωστού προσανατολισμού. Την σύνδεση του προβλήματος που έθεσε ο M. Chasles με 
εφαρμογές της Όρασης Υπολογιστών μελέτησαν επίσης οι Sparr & Sparr (1994).  
 
1.2.2.2 Υπολογισμός επιπολικού πίνακα  
Προσδιορισμός του επιπολικού πίνακα από ομολογίες εικονοσημείων είναι δυνατός με την 
βοήθεια των αλγορίθμων που υπολογίζουν τον δεσμευμένο επιπολικό πίνακα, οι οποίοι α-
ναφέρθηκαν στην προηγούμενη ενότητα. Παράλληλα όμως, στην βιβλιογραφία έχουν δια-
τυπωθεί και πολλές εναλλακτικές προσεγγίσεις. Ο Luong (1992) και οι Luong & Faugeras 
(1996) πρότειναν μη γραμμικούς αλγορίθμους στηριζόμενους, βάσει διαφορετικών κριτη-
ρίων, στην ελαχιστοποίηση αντίστοιχων γεωμετρικών ποσοτήτων και την έκφραση του ε-
πιπολικού πίνακα συναρτήσει 7 ανεξάρτητων παραμέτρων. Εξετάζοντας τα κριτήρια αυτά, 
ο Zhang (1998b) βρήκε υπό ποιές προϋποθέσεις είναι ισοδύναμα μεταξύ τους, ενώ σε άλ-
λη εργασία του (Zhang, 1998a) συγκρίνει τους κυριότερους αλγορίθμους που είχαν διατυ-
πωθεί έως τότε, δείχνοντας ότι για βέλτιστο προσδιορισμό του επιπολικού πίνακα θα πρέ-
πει κανείς να ελέγξει 36 πιθανές παραμετροποιήσεις του. Την απαίτηση αυτή την παρα-
κάμπτει ο ίδιος λίγο αργότερα (Zhang & Loop, 2001) με κατάλληλο μετασχηματισμό των 
μετρημένων ομόλογων σημείων στον προβολικό χώρο, όπως εξάλλου κάνουν και οι Bar-
toli (2002) και Bartoli & Sturm (2004) υιοθετώντας μια ορθοκανονική αναπαράσταση του 
επιπολικού πίνακα μέσω της ανάλυσης ιδιαζουσών τιμών (SVD – singular value decompo-
sition). Μια γενική παραμετροποίηση του επιπολικού πίνακα έχουν προτείνει, επίσης, οι 
Isgrò & Trucco (2000). Ο Hartley (1997a) υποστηρίζει πως η ακρίβεια του γραμμικού υπο-
λογισμού του επιπολικού πίνακα μπορεί να βελτιωθεί με κατάλληλη κανονικοποίηση των 
εικονοσυντεταγμένων και δέσμευση μηδενικής ορίζουσας, καταλήγοντας σε αποτελέσμα-
τα ανάλογης ακρίβειας με εκείνα από πιο σύνθετες, μη γραμμικές προσεγγίσεις. Νέους 
γραμμικούς αλγορίθμους, οι οποίοι υπολογίζουν άμεσα έναν πίνακα μηδενικής ορίζουσας, 
έχουν προτείνει και οι Chesi et al. (2002) και Zhong et al. (2006).  
 
Διαφορετική προσέγγιση υιοθέτησε ο Beardsley (1992), ο οποίος μελέτησε την σχέση της 
επιπολικής γεωμετρίας με επίπεδα του χώρου. Αυτός εντόπισε προβολικούς μετασχηματι-
σμούς συμβατούς με την επιπολική γεωμετρία και, αποδεσμεύοντας τις στροφές των εικό-
νων από την μετάθεση, διατύπωσε αλγόριθμο υπολογισμού του επιπολικού πίνακα από 6 
σημεία, 4 από τα οποία θα πρέπει να είναι συνεπίπεδα. Το πρόβλημα του προσδιορισμού 
της επιπολικής γεωμετρίας από αντικείμενα αποτελούμενα από περισσότερα επίπεδα εξέ-
τασαν και οι Bartoli et al. (2001). Παραλλαγή της προσέγγισης του Beardsley (1992) δια-
τυπώνουν οι Sinclair et al. (1995) και Lawn & Cipolla (1994). Οι δεύτεροι εισάγουν την έν-
νοια της “αφινικής παράλλαξης”, παρακάμπτοντας την απαίτηση για εντοπισμό επιπέδου. 

                                                 
4 Sturm, R., 1869. Das Problem der Projektivität und seine Anwendung auf die Flächen zweiten Grades. Math. 
Ann., 1, pp. 533-574. 
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Στην ίδια λογική, οι Anandan et al. (1994), Vieville et al. (1996), Shashua & Navab (1996) 
και Irani et al. (1998) εξετάζουν την ανάλυση της επιπολικής γεωμετρίας σε έναν προβολι-
κό μετασχηματισμό και τις εναπομένουσες παραλλάξεις στα ομόλογα σημεία, ενώ  οι Bou-
fama & Mohr (1995) και Ponce & Genc (1998) υπολογίζουν ανεξάρτητα τον έναν πόλο και 
έναν προβολικό μετασχηματισμό μεταξύ των επιπολικών ευθειών, ορίζοντας μια “προβο-
λική βάση” (projective basis) από επιλεγμένα ομόλογα σημεία. 
1.2.2.3 Ακρίβεια υπολογισμού επιπολικού πίνακα  
Όσον αφορά την εκτίμηση της ακρίβειας κατά τον υπολογισμό του επιπολικού πίνακα, οι 
Luong & Faugeras (1994) υπολόγισαν τον πίνακα συμμεταβλητότητας των παραμέτρων, 
όμως οι Csurka et al. (1997) εντόπισαν σφάλμα σε αυτόν τον υπολογισμό και πρότειναν 
δύο διαφορετικούς τρόπους για τον σωστό προσδιορισμό του. Την προσέγγισή τους υιο-
θετούν και τα δύο βασικά εγχειρίδια αναφοράς, εκείνα των Hartley & Zisserman (2000) και 
Faugeras & Luong (2001), στα οποία αναλύονται σε βάθος οι ιδιότητες και οι τρόποι υπο-
λογισμού του επιπολικού πίνακα. 
 
Αντικείμενο σημαντικού αριθμού δημοσιεύσεων αποτέλεσε, επίσης, ο υπολογισμός του ε-
πιπολικού πίνακα με παράλληλο εντοπισμό χονδροειδών σφαλμάτων στις ομολογίες ση-
μείων. Οι Torr & Murray (1993) εφάρμοσαν την μέθοδο RANSAC (random sampling con-
sensus) των Fischler & Bolles (1981), η οποία βρίσκει σήμερα γενικότερη αποδοχή, εντο-
πίζοντας, εκτός από χονδροειδή σφάλματα ομολογιών, και σημεία επί κινούμενων αντικεί-
μενων. Από την μεριά τους, οι Shapiro & Brady (1995) στηρίχθηκαν στην μέθοδο της ορ-
θογωνικής παλινδρόμησης (orthogonal regression), οι δε Torr & Murray (1997) και Zhang 
(1998a) έκαναν συγκρίσεις διαφορετικών προσεγγίσεων. Βασιζόμενοι στην μέθοδο αναζή-
τησης “Reactive Tabu Search”, οι Ke et al. (1998) σε ένα βήμα εντοπίζουν ομολογίες ση-
μείων από δύο σύνολα μετρήσεων, εξαιρούν τα πιθανά σφάλματα και υπολογίζουν τον ε-
πιπολικό πίνακα. Οι Chai & Ma (1998) πρότειναν την χρήση γενετικού αλγορίθμου (gene-
tic algorithm), ενώ οι Tang et al. (1999) μπόρεσαν, μέσω παραλλαγής του μετασχηματι-
σμού Hough, να αντιμετωπίσουν επιτυχώς ακόμα και περιπτώσεις όπου οι άστοχες ομο-
λογίες σημείων είναι περισσότερες από τις σωστές. Τέλος, οι Torr & Zisserman (2000) και 
Torr (2002) ανέπτυξαν δύο παραλλαγές της μεθόδου RANSAC, την MLSAC (maximum like-
lihood sample consensus) και την MAPSAC (maximum a posteriori sample consensus), 
αντίστοιχα, βελτιώνοντας την απόδοσή της. Περαιτέρω βελτίωση πέτυχαν οι Feng & Hung 
(2003) αναζητώντας, κατά τον υπολογισμό του επιπολικού πίνακα, διαφορετικές στατιστι-
κές κατανομές στα εναπομένοντα σφάλματα των παρατηρήσεων.   
 
1.2.2.4 Υπολογισμός επιπολικού πίνακα και ακτινική διαστροφή του φακού  
Παράλληλα, ο Zhang (1996), εισάγοντας την έννοια της “επιπολικής καμπύλης” στην θέση 
της επιπολικής ευθείας, ασχολήθηκε πρώτος με τον ταυτόχρονο υπολογισμό του επιπολι-
κού πίνακα και των παραμέτρων της διαστροφής του φακού βάσει του μοντέλου διαστρο-
φής του Brown (1971). Ο αλγόριθμός του είναι μη γραμμικός και ο συγγραφέας εκτιμά ότι 
οι παράμετροι της διαστροφής μπορούν να υπολογίζονται σωστά εάν ο θόρυβος των εικο-
νοσημείων είναι μικρός και η διαστροφή έντονη, ενώ κρίνει ότι γενικά μόνο ο πρώτος όρος 
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του πολυωνύμου της ακτινικής διαστροφής έχει σημασία5. Ο Fitzgibbon (2001) παρουσία-
σε μια γραμμική μέθοδο, διατυπώνοντας την επίλυση του επιπολικού πίνακα και της ακτι-
νικής διαστροφής ως πρόβλημα ιδιοτιμών 2ου βαθμού (quadratic eigenvalue problem). Οι 
Barreto & Daniilidis (2005), αναφερόμενοι στην περίπτωση εικόνων με διαφορετική ακτινι-
κή διαστροφή, εισάγουν το μαθηματικό μοντέλο του “ακτινικού επιπολικού πίνακα” (radial 
fundamental matrix), στο οποίο ενσωματώνονται η 2D επιπολική γεωμετρία και η ακτινική 
διαστροφή του φακού.   
 
1.2.2.5 Αυτόματος προσδιορισμός ομόλογων εικονοσημείων  
Όλες οι προαναφερθείσες προσεγγίσεις προϋποθέτουν ότι έχουν κατ’ αρχάς εντοπιστεί ο-
μόλογα σημεία σε δύο εικόνες. Η αυτοματοποίηση του βήματος αυτού (αντιστοίχιση εικο-
νοσημείων) έχει απασχολήσει από νωρίς τόσο την Φωτογραμμετρία όσο και την Όραση 
Υπολογιστών. Η τυπική αντιμετώπιση βασίζεται σε τεχνικές επιφανειακής συνταύτισης ει-
κόνας μέσω συντελεστή συσχέτισης (Ackermann, 1984, Briechle & Hanebeck, 2001) είτε 
στην εκδοχή της ελαχιστοτετραγωνικής συνταύτισης (Lucas & Kanade, 1981, Grün, 1985, 
Xiao & Shah, 2003) είτε πάλι στον εντοπισμό χαρακτηριστικών σημείων ή σημείων ενδια-
φέροντος (feature points ή interest points) μέσω σημειακών τελεστών (Moravec, 1979, 
Förstner & Gülch, 1987, Harris & Stephens, 1988, Smith & Brady, 1997) και την μετέπειτα 
αναζήτηση ομολογιών τους (Förstner, 1986, Zhang et al., 1995). Εκεί που οι τεχνικές αυ-
τές συχνά αστοχούν είναι σε ζεύγη εικόνων μεγάλης βάσης (wide-base), όπου οι περιοχές 
περί τα ομόλογα σημεία εμφανίζονται υπό διαφορετική κλίμακα και με έντονες προοπτικές 
παραμορφώσεις. Για να αντιμετωπιστούν τέτοιες περιπτώσεις έχουν αναπτυχθεί πρόσφα-
τα αλγόριθμοι που εντοπίζουν όχι απλώς χαρακτηριστικά σημεία αλλά, ταυτόχρονα, περι-
οχές περί αυτά οι οποίες παραμένουν αναλλοίωτες (invariant) υπό αφινικό μετασχηματι-
σμό (Tuytelaars & van Gool, 2000 και 2004, Mikolajczyk & Schmid, 2002 και 2004). Η εύ-
ρεση των ομολογιών επιτυγχάνεται σε επόμενο βήμα με σύγκριση των περιοχών αυτών, 
οι οποίες απεικονίζουν ίδιο τμήμα του αντικειμένου στο χώρο. Παρεμφερής είναι, ακόμα, 
και η προσέγγιση των Lowe (2004) και Bay et al. (2006), οι οποίοι εντοπίζουν σημεία συ-
νοδευόμενα με αναλλοίωτα περιγραφικά χαρακτηριστικά (descriptors). Συγκριτική αξιολό-
γηση των νέων αυτών τεχνικών έχουν παρουσιάσει οι Mikolajczyk & Schmid (2005). 
 
1.2.2.6 Υπολογισμός επιπολικού πίνακα χωρίς ομολογίες σημείων  
Επίσης, τελευταία έχουν αναπτυχθεί και μέθοδοι υπολογισμού του επιπολικού πίνακα που 
δεν απαιτούν μέτρηση ομόλογων εικονοσημείων. Οι Dellaert et al. (2000) αντιμετωπίζουν 
την εύρεση των ομολογιών και του επιπολικού πίνακα ως ένα διπλό πρόβλημα πιθανοτή-
των, το οποίο διατυπώνουν με την μέθοδο δειγματοληψίας των αλυσίδων Markov (Markov 
Chains Monte Carlo) και επιλύουν με τον αλγόριθμο EM (Expectation Maximization). Από 
την δική τους μεριά, οι Makadia et al. (2005) και Lehmann et al. (2006) αναδιατυπώνουν 
το πρόβλημα υπολογισμού του επιπολικού πίνακα στο πεδίο συχνοτήτων της εικόνας, α-
ξιοποιώντας τον μετασχηματισμό Radon για την επίλυσή του. Τέλος, αντί ομολογίες εικο-
νοσημείων οι Domke & Aloimonos (2006) υπολογίζουν κατανομές πιθανοτήτων των ομο-
λογιών (correspondence probability distributions) στις εικόνες με την βοήθεια συντονισμέ-

                                                 
5 Στο συμπέρασμα ότι στους περισσότερους απλούς φακούς μη μετρικών μηχανών σημασία έχει, γενικά, 
μόνο ο πρώτος όρος του πολυωνύμου της ακτινικής διαστροφής συγκλίνουν άλλωστε πολλές παλαιότερες 
μελέτες (πχ. Karara & Abdel-Aziz, 1974). 
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νων φίλτρων Gabor, και από αυτές υπολογίζουν τον επιπολικό πίνακα. 
 
1.2.2.7 Επιπολικός πίνακας και επάλληλη ανακατασκευή του 3D χώρου  
Όπως προαναφέρθηκε, ο επιπολικός πίνακας επιτρέπει 3D προβολικές – και όχι ευκλεί-
δειες (“μετρικές”) – ανακατασκευές του χώρου μέσω εικόνων από μη βαθμονομημένες μη-
χανές. Αυτό οι Hartley et al. (1992) το δείχνουν υπολογίζοντας για το στερεοζεύγος, με την 
βοήθεια αυθαίρετων αντισυμμετρικών πινάκων, δυάδες Άμεσων Γραμμικών Μετασχηματι-
σμών (DLT) συμβατών με τον επιπολικό του πίνακα, και ακολούθως προσδιορίζοντας εμ-
προσθοτομικά κάθε φορά σημεία του αντικειμένου. Οι Hartley & Sturm (1997) εξετάζουν 
το πρόβλημα της εμπροσθοτομίας στον προβολικό χώρο, προτείνοντας διαφορετικούς αλ-
γορίθμους. Αντί της εμπροσθοτομίας στον χώρο, ο Faugeras (1992) επιλέγει 5 σημεία, ο-
ρίζει μια προβολική βάση (projective basis) και προσδιορίζει από αυτήν τα υπόλοιπα ση-
μεία του αντικειμένου στον χώρο. Οι Carlsson (1993) και Csurka & Faugeras (1995), βασι-
ζόμενοι στην άλγεβρα Grassman-Cayley, πραγματοποιούν μετρήσεις διπλών λόγων και 
προχωρούν στην προβολική ανακατασκευή του πραγματικού αντικειμένου. Οι Rothwell et 
al. (1997), τέλος, συγκρίνουν τις διαφορετικές μεθόδους προβολικής ανακατασκευής. 
 
Από μια άλλη σκοπιά, οι Mundy & Zisserman (1994) εξετάζουν ποιά είναι η γενικότερη γε-
ωμετρική πληροφορία που μπορεί να εξάγει κανείς από ζεύγη εικόνων όταν είναι γνωστά 
ορισμένα στοιχεία για τον εσωτερικό προσανατολισμό ή την κίνηση των μηχανών λήψης. 
Στο ίδιο πνεύμα, οι Luong & Vieville (1996) ιεραρχούν τις μηχανές λήψης σε προβολικές, 
αφινικές και ευκλείδειες, αναπαριστώντας τις με πίνακες (αντίστοιχους του DLT) διαφορετι-
κών ιδιοτήτων. Οι Vieville & Lingrand (1999) προβαίνουν επίσης σε μια ιεράρχηση ανάλο-
γα με την κίνηση που εκτελεί η μηχανή λήψης και αναλύουν, ανά περίπτωση, τις ιδιότητες 
του επιπολικού πίνακα και της ανακατασκευής του 3D χώρου. Ο Faugeras (1995) εισάγει, 
στο πλαίσιο της προβολικής γεωμετρίας και βασιζόμενος σε γνωστές γεωμετρικές δεσμεύ-
σεις, την έννοια της επαλληλίας (stratification) και της επάλληλης ανακατασκευής (stratified 
reconstruction). Κατά την προσέγγιση αυτή, εκκινώντας κανείς από μια προβολική ανακα-
τασκευή αρκεί να εντοπίσει το επίπεδο του απείρου για να πραγματοποιήσει αφινικές με-
τρήσεις (πχ. σχετικές αποστάσεις σε παράλληλες διευθύνσεις). Η εύρεση της “απόλυτης 
κωνικής” επιτρέπει, σε επόμενο βήμα, ευκλείδειες μετρήσεις (γωνίες, σχετικές αποστάσεις, 
αναλογίες). Την ιδέα αυτή – της διαδοχής, δηλαδή, ιεραρχημένων ανακατασκευών του 3D 
χώρου μέσω γνωστών γεωμετρικών ιδιοτήτων του – εξετάζουν επίσης οι Faugeras et al. 
(1998), Liebowitz et al. (1999), Criminisi (1999) και Liebowitz (2001). Τέλος, οι Boufama et 
al. (1993) και Mohr et al. (1995) χρησιμοποιούν a priori γεωμετρική πληροφορία για τον 
χώρο με αποτέλεσμα τον απευθείας υπολογισμό ευκλείδειων ανακατασκευών.  
 
1.2.2.8 Επιπολικός πίνακας και επιπολικές εικόνες  
Πέραν όμως της δυνατότητας για εξαγωγή 3D γεωμετρικής πληροφορίας, ο επιπολικός πί-
νακας επιτρέπει και δημιουργία επιπολικών εικόνων χωρίς να απαιτείται κανένα δεδομένο 
για τον εσωτερικό προσανατολισμό ή για την σχετική θέση των εικόνων στον χώρο. Αντί 
της συνήθους φωτογραμμετρικής τεχνικής – κατά την οποία οι δύο βαθμονομημένες εικό-
νες μετασχηματίζονται σε διάταξη κανονικής περίπτωσης του στερεοζεύγους στο σύστημα 
της βάσης (κανονικοποίηση ζεύγους) – οι Hartley & Gupta (1993) και Hartley (1999) διατυ-
πώνουν αλγόριθμο για επιπολική επανασύσταση εικόνων, αναζητώντας έναν προβολικό 
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μετασχηματισμό που επανατοποθετεί τους δύο πόλους στο άπειρο, εξαλείφει την κατά y 
παράλλαξη και, ταυτόχρονα, ελαχιστοποιεί τις κατά x παραλλάξεις προκειμένου να διευκο-
λυνθεί η διαδικασία αυτόματης συνταύτισης σημείων. Στην ίδια λογική, οι Loop & Zhang 
(1999) αναζητούν μια επαλληλία μετασχηματισμών (προβολικού, αφινικού, ομοιότητας), ε-
νώ οι Gluckman & Nayar (2001) τους μετασχηματισμούς εκείνους που ελαχιστοποιούν τις 
μεταβολές στο εμβαδόν των εικόνων. Λαμβάνοντας υπόψη ολόκληρες τις εικόνες και μέ-
σω της ανάλυσης SVD, οι Mallon & Whelan (2005) επιφέρουν βελτιώσεις στο μοντέλο των 
Loop & Zhang (1999). Οι Isgrò & Trucco (1999) υπολογίζουν τον μετασχηματισμό των ε-
πιπολικών εικόνων απευθείας από τις ομολογίες σημείων. Για να αντιμετωπιστεί το πρό-
βλημα εικόνων που περιέχουν τους πόλους – αφού θεωρητικά θα έπρεπε να είχαν άπειρο 
μέγεθος μετά από την επανασύσταση – οι Roy et al. (1997) πραγματοποιούν επιπολική 
επανασύσταση όχι σε επίπεδη αλλά σε κυλινδρική επιφάνεια, οι Pollefeys et al. (1999) 
χρησιμοποιούν μια πρωτότυπη πολική παραμετροποίηση των επιπολικών εικόνων με 
κέντρο τους πόλους, ενώ ο Oram (2001) υιοθετεί μια υβριδική μέθοδο επανασύστασης. 
Στην φωτογραμμετρική βιβλιογραφία πρώτος ο Niini (1992) χρησιμοποίησε τον επιπολικό 
πίνακα για την παραγωγή επιπολικών εικόνων. 
 
1.2.2.9 Η προβολική ανακατασκευή στην φωτογραμμετρική βιβλιογραφία  
Αναμφισβήτητα, η πολύ σημαντική έρευνα των τελευταίων χρόνων στην Όραση Υπολογι-
στών έχει επιτρέψει μια νέα θεώρηση της γεωμετρίας του στερεοζεύγους. Ωστόσο, δεν θα 
πρέπει να θεωρηθεί ότι οι έννοιες της 2D επιπολικής γεωμετρίας και της προβολικής ανα-
κατασκευής είναι εντελώς ξένες στην φωτογραμμετρική βιβλιογραφία. Ήδη στα τέλη του 
19ου αιώνα ο Sebastian Finsterwalder είχε δείξει πως, με γνωστούς τους πόλους ενός στε-
ρεοζεύγους, μπορεί να κατασκευαστεί από ομολογίες εικονοσημείων ένα “βοηθητικό” 3D 
αντικείμενο που θα βρίσκεται σε προβολική σχέση προς το απεικονιζόμενο στις δύο εικό-
νες. Επεσήμανε επιπλέον ότι, σε περίπτωση προοπτικών εικόνων από μη βαθμονομημέ-
νες μηχανές, είναι δυνατές ∞5 τέτοιες προβολικές ανακατασκευές (Finsterwalder, 1899). Η 
προσέγγιση αυτή του Finsterwalder έχει άλλωστε υιοθετηθεί και στον τρίτο τόμο του βασι-
κού βιβλίου αναφοράς των Rinner & Burkhardt (1972). Μαθηματικά μοντέλα αντίστοιχα 
του επιπολικού πίνακα διατύπωσαν ανεξάρτητα ο Thompson (1968) και ο Bender (1971), 
βασιζόμενοι στην προβολική γεωμετρία μέσω ομογενών συντεταγμένων. Ο δεύτερος εξή-
γησε επίσης ότι, εάν επιλεγούν αυθαίρετα ο εσωτερικός και εξωτερικός προσανατολισμός 
της μιας εικόνας, η ανακατασκευή που θα προκύψει μέσω αυτού που ονόμασε “γενικευμέ-
νο σχετικό προσανατολισμό” των δύο εικόνων (δηλαδή, στην ουσία, του επιπολικού πίνα-
κα) θα διαφέρει από την πραγματικότητα κατά έναν 3D προβολικό μετασχηματισμό. Οι 15 
βαθμοί ελευθερίας του τελευταίου, αθροιζόμενοι με τους 7 του επιπολικού πίνακα, δίνουν 
τελικά τις 22 παραμέτρους δύο ανεξάρτητων Άμεσων Γραμμικών Μετασχηματισμών (DLT) 
που περιγράφουν πλήρως τις δύο εικόνες. Τις ιδιότητες του επιπολικού πίνακα έχουν επί-
σης εξετάσει ο Niini (1994 και 2000) και ο Brandstätter (1996). 
 
1.2.3 Αυτοβαθμονόμηση 
 
Παράλληλα με την μελέτη των ιδιοτήτων του επιπολικού πίνακα και της δυνατότητας που 
αυτός παρέχει για 3D προβολική ανακατασκευή, τα τελευταία χρόνια άρχισε να μελετάται 
συστηματικότερα η δυνατότητα βαθμονόμησης από απλές αντιστοιχίες σημείων σε εικόνες 
χωρίς καμία εξωτερική πληροφορία για τον απεικονιζόμενο χώρο. Ο Chang (1986), μάλι-
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στα, είχε ήδη δείξει την δυνατότητα να υπολογίζονται στοιχεία του εσωτερικού προσανατο-
λισμού με ταυτόχρονη χρήση πολλών ανεξάρτητων ζευγών εικόνων από την ίδια μηχανή.  
 
Οι Faugeras & Maybank (1990), ακολουθώντας την προσέγγιση του μαθηματικού Erwin 
Kruppa στην αναζήτηση της πολλαπλότητας των λύσεων του σχετικού προσανατολισμού, 
εξέφρασαν τον εσωτερικό προσανατολισμό της μηχανής μέσω της εικόνας της απόλυτης 
κωνικής (image of the absolute conic) και όρισαν τις εφαπτόμενες σε αυτήν επιπολικές ευ-
θείες (οι οποίες αντιστοιχούν σε δύο επιπολικά επίπεδα εφαπτόμενα στην απόλυτη κωνι-
κή). Οι ίδιοι σε κατοπινή εργασία τους (Maybank & Faugeras, 1992) διατύπωσαν, μέσω 
των ευθειών αυτών, δύο ανεξάρτητες δεσμεύσεις μεταξύ των στοιχείων του επιπολικού πί-
νακα και των παραμέτρων του εσωτερικού προσανατολισμού, ορίζοντας έτσι την πρώτη 
θεωρία αυτοβαθμονόμησης που βασίζεται αποκλειστικά σε ομολογίες σημείων. Μέσω των 
“εξισώσεων Kruppa”, όπως ονομάστηκαν, και της δέσμευσης κοινού εσωτερικού προσα-
νατολισμού σε ≥3 εικόνες είναι δυνατή η βαθμονόμηση της μηχανής. Οι εξισώσεις είναι μη 
γραμμικές και η λύση τους στην οριακή περίπτωση των 3 εικόνων προκύπτει από την το-
μή δύο καμπυλών 6ου βαθμού. Για να υπολογίσουν τον εσωτερικό προσανατολισμό από 
περισσότερες εικόνες, οι Faugeras et al. (1992) χωρίζουν τις εξισώσεις Kruppa σε ομάδες 
των 5, τις οποίες επιλύουν ανεξάρτητα με αριθμητικές μεθόδους επίλυσης πολυωνύμων, 
και μετά αναζητούν τις κοινές πραγματικές λύσεις. Τις λύσεις αυτές τις βελτίωσαν οι Zeller 
& Faugeras (1996) με ενιαία συνόρθωση όλων των εξισώσεων με την μέθοδο Levenberg-
Marquardt και οι Luong & Faugeras (1997) μέσω επαναληπτικών γενικευμένων φίλτρων 
Kalman (iterative extended Kalman filter). Οι τελευταίοι απέδειξαν επίσης ότι οι εξισώσεις 
Kruppa είναι ισοδύναμες προς τις αλγεβρικές δεσμεύσεις που πρέπει να ικανοποιεί ο δε-
σμευμένος επιπολικός πίνακας (Trivedi, 1988, Huang & Faugeras, 1989). Στις δεσμεύσεις 
αυτές στηρίζονται οι Mendonça & Cipolla (1999) για να διατυπώσουν μια απλούστερη μέ-
θοδο αυτοβαθμονόμησης. Απλοποιημένες μορφές των εξισώσεων Kruppa διατύπωσαν ε-
πίσης, μέσω της ανάλυσης ιδιαζουσών τιμών (SVD), οι Hartley (1997b) και Lourakis & De-
riche (2000). Στην λογική της μεθόδου της δέσμης, οι Mohr et al. (1993) επιλύουν ταυτό-
χρονα πολλές εικόνες χωρίς φωτοσταθερά και υπολογίζουν τον εσωτερικό προσανατολι-
σμό της μηχανής λήψης. Στην φωτογραμμετρική βιβλιογραφία, ο Niini (1993 και 1994) εξέ-
φρασε εναλλακτικές αλγεβρικές δεσμεύσεις μεταξύ του επιπολικού πίνακα και των παρα-
μέτρων του εσωτερικού προσανατολισμού, και μέσω αυτών εξέτασε την δυνατότητα βαθ-
μονόμησης.   
 
O Hartley (1993a) αναδιατύπωσε το πρόβλημα της βαθμονόμησης της μηχανής ως εκείνο 
της αναζήτησης ενός προβολικού μετασχηματισμού ο οποίος θα μετατρέπει την προβολι-
κή ανακατασκευή του χώρου σε ευκλείδεια. Αυτό το επιτυγχάνει αποκλειστικά με την δέ-
σμευση ότι οι εικόνες έχουν κοινό εσωτερικό προσανατολισμό, αλλά η μέθοδός του απαι-
τεί πολύ ακριβή αρχική προσέγγιση της θέσης του επιπέδου του απείρου. Το πρόβλημα 
αυτό το αντιμετωπίζουν οι Hartley et al. (1999) αναπτύσσοντας αλγόριθμο που δοκιμάζει 
σε μικρό χρόνο πολλές διαφορετικές πιθανές θέσεις. Οι Heyden & Åström (1996) διατύ-
πωσαν με απλούστερο τρόπο τις ευκλείδειες δεσμεύσεις στην προβολική ανακατασκευή 
σε περίπτωση σταθερού εσωτερικού προσανατολισμού. Για το ίδιο θέμα ο Triggs (1997) 
προτείνει ένα συνεκτικότερο μαθηματικό μοντέλο μέσω της “απόλυτης επιφάνειας 2ου βα-
θμού” (absolute quadric), η οποία ορίζεται από το σύνολο των επιπέδων που εφάπτονται 
στην απόλυτη κωνική και η απεικόνισή της στο επίπεδο της εικόνας εξαρτάται μόνο από 
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τον εσωτερικό προσανατολισμό της μηχανής. Για τον προσδιορισμό της προτείνεται γραμ-
μικός αλγόριθμος μέσω της ανάλυσης SVD και μη γραμμική συνόρθωση (με την μέθοδο 
sequential quadratic programming). Τέλος, οι Bondyfalat & Bougnoux (1998) και Liebowitz 
& Zisserman (1999) εισήγαγαν στο μαθηματικό μοντέλο εξωτερικές γεωμετρικές δεσμεύ-
σεις παράλληλα με την δέσμευση κοινού εσωτερικού προσανατολισμού.  
 
Ταυτόχρονα, οι Heyden & Åström (1997) ασχολούνται με την περίπτωση μεταβλητού ε-
σωτερικού προσανατολισμού και αποδεικνύουν ότι, σε περίπτωση απλών προοπτικών ει-
κόνων (τετραγωνικές εικονοψηφίδες), αρκούν 4 εικόνες για ευκλείδεια ανακατασκευή του 
χώρου. Σε επόμενη εργασία τους (Heyden & Åström, 1999) αντιμετωπίζουν την γενική πε-
ρίπτωση εικόνων και αποδεικνύουν ότι είναι δυνατή η ευκλείδεια ανακατασκευή με μοναδι-
κή a priori πληροφορία την σταθερότητα μιας οποιασδήποτε παραμέτρου του εσωτερικού 
προσανατολισμού. Οι Pollefeys et al. (1996) εκφράζουν τις ευκλείδειες δεσμεύσεις μέσω 
του “modulus constraint” (απέδειξαν ότι οι ιδιοτιμές ενός ενδιάμεσου πίνακα πρέπει να έ-
χουν μοναδιαίο modulus) και αντιμετωπίζουν την ειδική περίπτωση μεταβλητής σταθεράς 
της μηχανής. Αργότερα, οι Pollefeys et al. (1999) και Pollefeys & van Gool (1999) διευρύ-
νουν την προσέγγισή τους αυτή για την γενικότερη περίπτωση μεταβλητού εσωτερικού 
προσανατολισμού. Οι Chandraker et al. (2007) επιλύουν το “modulus constraint” μέσω 
της θεωρίας “διακλάδωσης και φραγμού” (branch and bound theory), η οποία εγγυάται τον 
προσδιορισμό της βέλτιστης λύσης. Συγκριτική επισκόπηση των κυριότερων μεθόδων αυ-
τοβαθμονόμησης που έχουν παρουσιαστεί μπορεί να βρει κανείς στον Fusiello (2000).  
 
Ειδική περίπτωση με ιδιαίτερο ενδιαφέρον αποτελούν οι εικόνες από κοινό σημείο λήψης. 
Ο Hartley (1997c) απέδειξε ότι – παρά την αδυναμία δημιουργίας 3D μοντέλων – είναι και 
τότε δυνατή η βαθμονόμηση της μηχανής χωρίς φωτοσταθερά και πρότεινε αλγόριθμο για 
την περίπτωση σταθερού εσωτερικού προσανατολισμού. Τον αλγόριθμο αυτό επέκτειναν 
αρχικά οι de Agapito et al. (1998), αντιμετωπίζοντας την περίπτωση εικόνων από το ίδιο 
σημείο αλλά με διαφορετικό εσωτερικό προσανατολισμό. Η λύση είναι μη γραμμική, όμως 
σε επόμενη εργασία (de Agapito et al., 1999) προτείνεται και γραμμική επίλυση. Οι Seo & 
Hong (1999) ασχολούνται με την περίπτωση όπου μοναδική άγνωστη παράμετρος είναι η 
σταθερά της μηχανής και μελετούν την επίδραση που έχει η θέση του πρωτεύοντος ση-
μείου στην ακρίβεια προσδιορισμού της. 
 
Ο Sturm (1997a, 1997b) εξετάζει τις κρίσιμες γεωμετρίες της αυτοβαθμονόμησης από ο-
μολογίες σημείων και την δέσμευση κοινού εσωτερικού προσανατολισμού, τόσο στην γενι-
κή περίπτωση εικόνων όσο και σε ειδικές περιπτώσεις. Αργότερα (Sturm, 1999) αντιμετω-
πίζει την περίπτωση μεταβλητής σταθεράς της μηχανής και εντοπίζει μια γεωμετρία ει-
κόνων που, ενώ εν γένει επιτρέπει την βαθμονόμηση, δεν επιλύεται μέσω των εξισώσεων 
Kruppa (Sturm, 2000). Κρίσιμες γεωμετρίες αναζήτησαν επίσης οι Kahl (1999) και Kahl et 
al. (2000), οι οποίοι τις εκφράζουν ως αλγεβρικά πολύπτυχα (algebraic manifolds), και οι 
Ma et al. (1999) που τις εκφράζουν ως υποομάδες ευκλείδειων ανακατασκευών.  
 
1.2.4 Μερική βαθμονόμηση από στερεοζεύγος εικόνων 
 
Για πλήρη βαθμονόμηση μιας μηχανής από απλές ομολογίες σημείων απαιτούνται, στην 
γενική περίπτωση, ≥ 3 εικόνες. Εάν όμως θεωρηθεί γνωστή η θέση του πρωτεύοντος ση-
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μείου, τότε είναι δυνατός ο υπολογισμός της τιμής της σταθεράς της μηχανής από δύο 
μόνο εικόνες, και μάλιστα ακόμα και όταν αυτή δεν είναι ίδια στις δύο εικόνες.  
 
Πρώτος ο Hartley (1992) διατυπώνει έναν σύνθετο αλγόριθμο για τον υπολογισμό, από 
τον επιπολικό πίνακα, δύο διαφορετικών τιμών για την σταθερά της μηχανής, μιας για κά-
θε εικόνα του ζεύγους. Αντίστοιχα, οι Pan et al. (1995) καταλήγουν σε ένα πολυώνυμο 3ου 
βαθμού ως προς τα τετράγωνα των τιμών αυτών. Σε επόμενη εργασία τους (Newsam et 
al., 1996), εκμεταλλευόμενοι ορισμένες αλγεβρικές ιδιότητες του δεσμευμένου επιπολικού 
πίνακα, καταλήγουν σε γραμμικό σύστημα εξισώσεων ως προς το τετράγωνο της σταθε-
ράς της μηχανής για τις περιπτώσεις που αυτή είναι κοινή ή και διαφορετική στις δύο εικό-
νες. Εξετάζοντας την επιλυσιμότητα του συστήματος, εντοπίζουν δύο κρίσιμες γεωμετρίες 
που δεν επιτρέπουν να εξαχθούν δύο διαφορετικές τιμές για την σταθερά της μηχανής α-
πό τον επιπολικό πίνακα (όταν οι οπτικοί άξονες των δύο εικόνων είναι συνεπίπεδοι και ό-
ταν ο οπτικός άξονας της μιας εικόνας και η βάση του ζεύγους ορίζουν επίπεδο κάθετο 
στον οπτικό άξονα της άλλης εικόνας). Σε ισοδύναμη αλλά πυκνότερη εξίσωση καταλήγει 
ο Bougnoux (1998) για το πρόβλημα μεταβλητής σταθεράς της μηχανής, την οποία χρησι-
μοποιούν οι Ha & Kang (2005) για την εύρεση αρχικών τιμών σε πολυεικονική βαθμονό-
μηση. Στην ίδια λύση καταλήγουν οι Kanatani & Matsunaga (2000) με δέσμευση στον δε-
σμευμένο επιπολικό πίνακα των Huang & Faugeras (1989), εκφράζοντας την σταθερά της 
μηχανής ως αλγεβρικό αναλλοίωτο, και οι Huang et al. (2004) μέσω της απόλυτης επιφά-
νειας 2ου βαθμού. Οι Sturm (2001) και Sturm et al. (2005) ασχολήθηκαν με την περίπτωση 
εικόνων με κοινή σταθερά μηχανής, διατυπώνοντας βάσει των εξισώσεων Kruppa τρεις 
διαφορετικές εξισώσεις (δύο γραμμικές και μια 2ου βαθμού). Μελέτησαν επίσης τις κρίσι-
μες γεωμετρίες, αποδεικνύοντας ότι η κοινή σταθερά μπορεί να υπολογιστεί ακόμα και ό-
ταν οι δύο άξονες λήψης είναι συνεπίπεδοι εφόσον δεν είναι παράλληλοι και το σημείο το-
μής τους δεν ισαπέχει από τα προβολικά κέντρα. Υποθέτοντας γνωστό πρωτεύον σημείο, 
οι Ueshiba & Tomita (2003) στρέφουν τις δύο εικόνες περί τους οπτικούς άξονες ώστε να 
ευθυγραμμιστούν οι δύο πόλοι στην οριζόντιο. Στην νέα διάταξη απλοποιείται ο επιπολι-
κός πίνακας και είναι απλούστερος ο προσδιορισμός της σταθεράς της μηχανής. 
 
Ακόμα, οι Hartley & Kaucic (2002) έδωσαν μια νέα γεωμετρική ερμηνεία για την δυνατότη-
τα να υπολογίζονται από τον επιπολικό πίνακα δύο τιμές της σταθεράς της μηχανής, η ο-
ποία επιτρέπει την επαναδιατύπωση της σχέσης του Bougnoux (1998), την απλούστερη ε-
ξαγωγή των κρίσιμων γεωμετριών και την μελέτη της επίδρασης που έχουν εσφαλμένες υ-
ποθέσεις σχετικά με την θέση του πρωτεύοντος σημείου των εικόνων. Για να αντιμετωπι-
στεί η ευαισθησία όλων των αλγορίθμων στα σφάλματα της θέσης του πρωτεύοντος ση-
μείου, οι Hartley & Silpa-Anan (2002) προτείνουν έναν νέο μη γραμμικό αλγόριθμο υπολο-
γισμού του επιπολικού πίνακα που οδηγεί, σε επόμενο βήμα, σε βέλτιστο υπολογισμό της 
σταθεράς της μηχανής. Με τον ίδιο στόχο, οι Whitehead & Roth (2002 και 2004) χρησιμο-
ποιούν την μέθοδο DHC (dynamic hill climbing), παραλλαγή των γενετικών αλγορίθμων, 
ενώ οι Kanatani et al. (2006) υπολογίζουν εκ νέου τον επιπολικό πίνακα από λιγότερα ο-
μόλογα σημεία και ταυτόχρονα εντοπίζουν εάν οι οπτικοί άξονες των εικόνων είναι συνεπί-
πεδοι. Στην περίπτωση αυτή υπολογίζουν μια κοινή τιμή για την σταθερά της μηχανής.  
  
Την ταυτόχρονη εύρεση μιας κοινής σταθεράς της μηχανής και του σχετικού προσανατολι-
σμού στην οριακή περίπτωση των 6 ομόλογων σημείων αντιμετώπισαν για πρώτη φορά 
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οι Stewénius et al. (2005) μέσω της θεωρίας των βάσεων Gröbner, διαπιστώνοντας την ύ-
παρξη 15 (μιγαδικών ή πραγματικών) λύσεων. Μια ευκολότερη λύση προτείνει ο Li (2006) 
καταλήγοντας σε πολυώνυμο 15ου βαθμού μέσω της μεθόδου της “κρυφής μεταβλητής” 
(hidden variable). Αξίζει επίσης να σημειωθεί η εργασία των Ronda & Valdés (2007), οι ο-
ποίοι μελετούν τις εξισώσεις Kruppa για την περίπτωση στερεοζεύγους εικόνων με σταθε-
ρό εσωτερικό προσανατολισμό και, στηριζόμενοι σε ένα θεώρημα προβολικής γεωμετρίας 
του Γάλλου μαθηματικού Poncelet, προτείνουν μια παραμετροποίηση όλων των πιθανών 
λύσεων της βαθμονόμησης.   
 
Τέλος, οι Brooks et al. (1996) διατύπωσαν έναν αλγόριθμο μερικής βαθμονόμησης για την 
ειδική περίπτωση της διάταξης δύο μηχανών λήψης με συνεπίπεδους οπτικούς άξονες και 
δυνατότητα αλλαγής της γωνίας σύγκλισης. Αντίστοιχο σύστημα, όπου όμως οι μηχανές 
στρέφονται περί δύο άξονες και έχουν δυνατότητα μεταβλητής εστίασης, εξέτασαν οι Liu & 
Chuang (2002). 
 
 
1.3 Αντικείμενο και πρωτοτυπία της διατριβής 
 
Από τα προηγηθέντα καθίσταται σαφές πως οι έννοιες του επιπολικού πίνακα και της 2D 
επιπολικής γεωμετρίας επέτρεψαν να αντιμετωπιστεί η γεωμετρία του στερεοζεύγους εικό-
νων στην γενικότητά της, αναδεικνύοντας ταυτόχρονα την δυνατότητα για 3D προβολική 
ανακατασκευή και για μερική (ή πλήρη, στην περίπτωση περισσότερων εικόνων) βαθμο-
νόμηση μηχανής από απλές ομολογίες σημείων σε επικαλυπτόμενες εικόνες χωρίς καμία 
a priori γεωμετρική πληροφορία για τα απεικονιζόμενα αντικείμενα. Ωστόσο:  

 Η ερμηνεία της δυνατότητας αυτοβαθμονόμησης δίνεται είτε μέσω αμιγώς αλγεβρι-
κών προσεγγίσεων είτε μέσω ιδιαίτερα δύσληπτων γεωμετρικών εννοιών (απόλυ-
τη κωνική, απόλυτη επιφάνεια 2ου βαθμού). Παρά την αδιαμφισβήτητη μαθηματική 
κομψότητα που διακρίνει τις προσεγγίσεις αυτές, η ευκλείδεια γεωμετρική αντιμε-
τώπιση και ερμηνεία του όλου προβλήματος παραμένει ένα σημαντικό ζητούμενο 
για την Φωτογραμμετρία. 

 Η αναδιατύπωση ήδη γνωστών σχέσεων μέσω αμιγώς γεωμετρικών προσεγγίσε-
ων ρίχνει πολύ συχνά φως σε πτυχές που παρέμεναν ασαφείς –  όπως είναι, για 
παράδειγμα, η ευαισθησία που έχει ο υπολογισμός της σταθεράς της μηχανής από 
επιπολικό πίνακα στην υποτιθέμενη θέση του πρωτεύοντος σημείου – και έτσι επι-
τρέπει, μεταξύ άλλων, ευκολότερη διερεύνηση κρίσιμων γεωμετριών (Hartley & 
Kaucic, 2002). 

 Οι γραμμικοί αλγόριθμοι που στηρίζονται αποκλειστικά στην προβολική γεωμετρία 
παρουσιάζουν ορισμένα μειονεκτήματα απέναντι στις αντίστοιχες προοπτικές προ-
σεγγίσεις. Όπως το επισημαίνει χαρακτηριστικά και ένας επιφανής ερευνητής από 
τον χώρο της Όρασης Υπολογιστών: “τέτοιες μέθοδοι  δεν μοντελοποιούν σωστά 
την φυσική διαδικασία σχηματισμού της εικόνας, με συνέπεια να απαιτούν περισσό-
τερες ομολογίες σημείων και να είναι περισσότερο ευαίσθητες στα σφάλματα των 
μετρήσεων συγκρινόμενες με μεθόδους που στηρίζονται στην ‘αληθή’ προοπτική 
προβολή” (Horn, 1999) . 

 Η υιοθέτηση του επιπολικού πίνακα για να οριστεί το φωτογραμμετρικό πρόβλημα 
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του σχετικού προσανατολισμού6 ενέχει άμεσο κίνδυνο παρανοήσεων, αφού μέσω 
αυτού δεν ορίζονται μονοσήμαντα όχι μόνο η σχετική θέση των οπτικών δεσμών 
στον χώρο αλλά ούτε καν οι ίδιες οι δέσμες. 

 
Στόχος της παρούσας διατριβής είναι, έτσι, να συνδέσει τις δύο διαφορετικές προσεγγίσεις 
της γεωμετρίας του στερεοζεύγους εικόνων από μη βαθμονομημένες μηχανές:  
− ως αναζήτησης, στον χώρο, των τριών σχετικών στροφών των εικόνων και του διανύ-

σματος σχετικής μετάθεσης των κέντρων προβολής, και 
− ως αναζήτησης, στο επίπεδο, των πόλων και της προβολικής σχέσης που συνδέει τις 

ομόλογες επιπολικές ευθείες. 
Παράλληλα εξετάζεται η δυνατότητα για βαθμονόμηση μηχανής που παρέχει η γνώση ορι-
σμένων μόνο παραμέτρων του εσωτερικού προσανατολισμού ή δεδομένων σχέσεων με-
ταξύ των παραμέτρων του. Υπ’ αυτή την έννοια, η συνεισφορά της παρούσας ερευνητικής 
προσπάθειας θεωρείται ότι είναι διττή.  
 Από θεωρητική σκοπιά, επιχειρείται εδώ να περιγραφεί, με ευκλείδειους όρους, η απει-

ρία ομόλογων 3D προοπτικών δεσμών που αντιστοιχούν σε δεδομένη 2D επιπολική 
γεωμετρία (επομένως και οι αντίστοιχοι γεωμετρικοί τόποι), και συνάμα να αναδιατυ-
πωθούν αντίστοιχα οι δεσμεύσεις που επιβάλλονται στον εσωτερικό προσανατολισμό. 

 Στο πεδίο των πιο άμεσα πρακτικών εφαρμογών, επιχειρείται εδώ να παραμετροποιη-
θεί με εναλλακτικό τρόπο το σύνολο των συνδυασμών σχετικού και εσωτερικού προσ-
ανατολισμού (συνεπώς και των αντίστοιχων προβολικών ανακατασκευών) που αντι-
στοιχούν στον επιπολικό πίνακα δύο εικόνων, ενώ παράλληλα διατυπώνονται και νέοι 
“κλειστοί” (closed-form) αλγόριθμοι μερικής βαθμονόμησης.  

Τέλος, παράλληλο γενικότερο στόχο της εργασίας συνιστά η συνεισφορά στην προσπά-
θεια “γεφύρωσης” των επιστημονικών περιοχών της Φωτογραμμετρίας και της Όρασης Υ-
πολογιστών, και υπ’ αυτή την έννοια η παρούσα διδακτορική διατριβή μπορεί να θεωρηθεί 
ως “συνέχεια” εκείνης του Γραμματικόπουλου (2007), στην οποία εξετάστηκε σε αντίστοι-
χο πνεύμα η γεωμετρία της μεμονωμένης εικόνας. 
 
Αναλυτικότερα, έπειτα από την εισαγωγή σε θέματα προβολικής γεωμετρίας και την συγ-
κεντρωτική παρουσίαση συναφών και προαπαιτούμενων διατυπώσεων από την Όραση 
Υπολογιστών, διερευνάται η επιπολική γεωμετρία του στερεοζεύγους στον 3D ευκλείδειο 
χώρο. Εκκινώντας με δεδομένους τους πόλους και την προβολική σχέση των ομόλογων ε-
πιπολικών ευθειών (πληροφορία την οποία ενσωματώνει ο επιπολικός πίνακας), εξηγείται 
αρχικά πως περιστροφή των εικόνων περί την ευθεία τομής των επιπέδων τους δεν επη-
ρεάζει την επιπολική τους γεωμετρία. Με εξέταση της κατάκλισης του επιπέδου της δεύτε-
ρης εικόνας στο επίπεδο της πρώτης περί την ευθεία τομής τους, αποδεικνύεται ότι στις 
διαφορετικές πιθανές διευθύνσεις της ευθείας τομής των εικόνων αντιστοιχεί κυκλικός γε-
ωμετρικός τόπος (“επιπολικός κύκλος”) του δεύτερου πόλου και εξάγεται η σχέση υπολο-
γισμού του από τον επιπολικό πίνακα. Αποδεικνύεται, επίσης, ότι η ευθεία που συνδέει 
τους δύο πόλους τέμνει την ευθεία τομής των εικόνων επί κωνικής τομής, γεγονός που ε-
πιτρέπει την διατύπωση γραμμικής σχέσης μεταξύ των δύο ευθειών. Σε κάθε σημείο του 

                                                 
6 Πράγμα που συμβαίνει, όπως προαναφέρθηκε, στην τελευταία έκδοση του Manual of Photogrammetry 
(ΜcGlone, 2004), όπου ως σχετικός προσανατολισμός ορίζεται ένα πρόβλημα δύο μη βαθμονομημένων μη-
χανών που εμπλέκει 7 ανεξάρτητες παραμέτρους και η γνώση του επιτρέπει μόνο προβολική ανακατασκευή. 
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επιπολικού κύκλου αντιστοιχεί εκ νέου ένας κύκλος, κάθετος στην αντίστοιχη ευθεία τομής 
των εικόνων, ως ο γεωμετρικός τόπος του δεύτερου πόλου στον χώρο (περιγράφοντας, έ-
τσι, όλες τις πιθανές δίεδρες γωνίες των επιπέδων των εικόνων). Σε κάθε θέση ορίζεται 
μια ευθεία στον χώρο (που διέρχεται από τους δύο πόλους και ισοδυναμεί με την βάση 
του στερεοζεύγους), η προβολή της οποίας στα επίπεδα των εικόνων δίνει τον γεωμετρικό 
τόπο του πρωτεύοντος σημείου. Εξετάζεται ακόμα πώς περιορίζονται αυτοί οι γεωμετρικοί 
τόποι εάν είναι γνωστές σχέσεις μεταξύ των στοιχείων του εσωτερικού προσανατολισμού. 
Επιπλέον, δείχνεται πώς γνώση των ευθειών που συνδέουν τους πόλους με τα αντίστοιχα 
πρωτεύοντα σημεία επιτρέπει να προσδιοριστεί η σχετική θέση των επιπέδων των δύο ει-
κόνων και να οριστεί η βάση στο χώρο. Γνώση της θέσης του πρωτεύοντος σημείου των 
δύο εικόνων επιτρέπει, τέλος, προσδιορισμό του σχετικού τους προσανατολισμού ταυτό-
χρονα με τις τιμές της σταθεράς της μηχανής. Εξετάζονται, επίσης, οι σχετικές κρίσιμες γε-
ωμετρίες.  
 
Ακόμα, διατυπώνεται αναλυτικά και ανεξάρτητα για κάθε εικόνα η σχέση της δίεδρης γω-
νίας δύο επιπολικών επιπέδων συναρτήσει των επιπολικών ευθειών που τα ορίζουν, της 
θέσης του πόλου και των στοιχείων του εσωτερικού προσανατολισμού. Από την ισότητα 
των δύο τιμών της δίεδρης γωνίας προκύπτει μια εξίσωση δέσμευσης για τα στοιχεία του 
εσωτερικού προσανατολισμού. Αντίστοιχη θεώρηση της γωνίας των επιπολικών επιπέ-
δων δύο οπτικών αξόνων (στην περίπτωση μη συνεπιπεδότητας τους) επιτρέπει να εκ-
φραστεί μια δεύτερη δέσμευση. Μέσω αυτών διατυπώνονται τέσσερις νέοι “κλειστοί” αλ-
γόριθμοι υπολογισμού της σταθεράς της μηχανής (μιας ή δύο διαφορετικών τιμών) μέσω 
του επιπολικού πίνακα όταν είναι γνωστή η θέση του πρωτεύοντος σημείου. Με βάση την 
εξίσωση της γωνίας των οπτικών αξόνων αναπτύσσεται επίσης μέθοδος υπολογισμού του 
πίνακα στροφής και του διανύσματος της βάσης των δύο εικόνων. Οι δύο νέες δεσμεύσεις 
εξηγούν στον 3D ευκλείδειο χώρο την δυνατότητα για μερική βαθμονόμηση μηχανής μέσω 
του επιπολικού πίνακα και, υπ’ αυτή την έννοια, μπορούν να θεωρηθούν ως το ευκλείδειο 
ισοδύναμο των εξισώσεων Kruppa. Υπέρ αυτού συνηγορούν και τα αποτελέσματα πειρα-
ματικών ελέγχων των αλγορίθμων που αναπτύχθηκαν. 
 
 
1.4 Διάρθρωση της διατριβής 
 
Στο παρόν Κεφάλαιο 1 έγινε μια εισαγωγή μέσω της βιβλιογραφικής επισκόπησης στην 
έρευνα που διεξάγεται, κυρίως τα τελευταία χρόνια, στα επιστημονικά πεδία της Φωτο-
γραμμετρίας και της Όρασης Υπολογιστών σχετικά με την γεωμετρία του στερεοζεύγους 
εικόνων. Ορίστηκε επίσης το αντικείμενο και οι στόχοι της παρούσας διδακτορικής διατρι-
βής, καθώς και οι βασικές συνεισφορές της.   
 
Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζονται ορισμένα εισαγωγικά στοιχεία προβολικής γεωμετρίας, 
τα οποία συγκροτούν ένα απαραίτητο υπόβαθρο για τα επόμενα κεφάλαια της διατριβής. 
Έπειτα από μια σύντομη ιστορική αναδρομή εισάγεται η έννοια της διάκρισης των διαφο-
ρετικών γεωμετριών μέσω της θεωρίας των αναλλοίωτων. Ακολουθεί η αναλυτική μαθη-
ματική έκφραση θεμελιωδών γεωμετρικών στοιχείων του προβολικού χώρου καθώς και 
των γραμμικών μετασχηματισμών του, μέσω ομογενών συντεταγμένων, αρχικά στις n δια-
στάσεις και, όπου κρίνεται σκόπιμο, εξετάζονται οι περιπτώσεις της προβολικής ευθείας, 
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του προβολικού επιπέδου και του 3D προβολικού χώρου. Περιγράφεται, τέλος, το μαθη-
ματικό μοντέλο της κεντρικής προβολής σημείων του χώρου στο επίπεδο. 
  
Το Κεφάλαιο 3 μελετά την επιπολική γεωμετρία στερεοζεύγους εικόνων παρουσιάζοντας 
τα αποτελέσματα της σχετικής έρευνας στην Όραση Υπολογιστών. Αρχικά αντιμετωπίζε-
ται η περίπτωση εικόνων γνωστής εσωτερικής γεωμετρίας και περιγράφεται η γραμμική 
έκφραση του σχετικού προσανατολισμού μέσω του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα. Ακο-
λουθεί ο ορισμός της επιπολικής γεωμετρίας εικόνων από μη βαθμονομημένες μηχανές, 
όπου εισάγεται το μαθηματικό μοντέλο του επιπολικού πίνακα και των ιδιοτήτων του, ενώ 
επιπλέον εξετάζονται διαφορετικές γεωμετρικές ερμηνείες του. Ακόμα, παρουσιάζονται 
γραμμικοί και μη γραμμικοί επαναληπτικοί αλγόριθμοι για τον υπολογισμό του επιπολικού 
πίνακα από ομολογίες σημείων. Εξετάζεται επίσης η δυνατότητα προβολικής ανακατα-
σκευής του χώρου. Εν συνεχεία, περιγράφεται η έννοια της “επάλληλης ανακατασκευής” 
μέσω γνωστών γεωμετρικών δεσμεύσεων για τον χώρο ή την μηχανή της λήψης. Έμφαση 
δίνεται στην τελευταία περίπτωση, η οποία επιτρέπει αυτοβαθμονόμηση της μηχανής λή-
ψης από απλές ομολογίες σημείων σε ≥ 3 εικόνες ή μερική βαθμονόμησή της στην περί-
πτωση του στερεοζεύγους. 
 
Στο Κεφάλαιο 4 διατυπώνεται μια γεωμετρική ερμηνεία της 2D επιπολικής γεωμετρίας 
ζεύγους εικόνων άγνωστου εσωτερικού προσανατολισμού στον 3D ευκλείδειο χώρο. Διε-
ρευνώνται γεωμετρικά και διατυπώνονται αναλυτικά όλες οι διαφορετικές γεωμετρίες λή-
ψης (συνδυασμοί σχετικού και εσωτερικού προσανατολισμού) που αντιστοιχούν στην ίδια 
2D επιπολική γεωμετρία (κοινός επιπολικός πίνακας). Συνδέονται μαθηματικά οι διαφορε-
τικές πιθανές διευθύνσεις της ευθείας τομής των επιπέδων των δύο εικόνων με τις πιθα-
νές θέσεις των δύο πόλων στον χώρο και αποδεικνύεται η ύπαρξη συγκεκριμένων γεωμε-
τρικών τόπων. Εξετάζονται επίσης οι δεσμεύσεις που προκύπτουν από μερική γνώση των 
στοιχείων του εσωτερικού προσανατολισμού και διατυπώνεται αλγόριθμος υπολογισμού 
της σταθεράς της μηχανής στην περίπτωση γνωστού πρωτεύοντος σημείου. Μελετάται, 
τέλος, η περίπτωση κοινού αλλά άγνωστου εσωτερικού προσανατολισμού και δίδεται ευ-
κλείδεια ερμηνεία της δυνατότητας για πλήρη βαθμονόμηση από ≥ 3 εικόνες.  
 
Στο Κεφάλαιο 5 διατυπώνονται διαφορετικά ευκλείδειες γεωμετρικές δεσμεύσεις μεταξύ 
του επιπολικού πίνακα και του εσωτερικού προσανατολισμού δύο εικόνων, οι οποίες οδη-
γούν εδώ στην διατύπωση “κλειστών” (closed-form) αλγορίθμων μερικής αυτοβαθμονόμη-
σης από στερεοζεύγος. Εξετάζεται ο υπολογισμός κοινής ή διαφορετικής σταθεράς της 
μηχανής από εικόνες γνωστού πρωτεύοντος σημείου. Διατυπώνεται επίσης εναλλακτικός 
γεωμετρικός τρόπος υπολογισμού του πίνακα στροφής και της μετάθεσης εικόνων από 
τον επιπολικό πίνακα στην περίπτωση γνωστού εσωτερικού προσανατολισμού. 
 
Το Κεφάλαιο 6 περιλαμβάνει πειραματικές εφαρμογές των αλγορίθμων που περιγράφη-
καν στα προηγούμενα κεφάλαια. Χρησιμοποιούνται εδώ προσομοιωμένα δεδομένα λή-
ψεων όσο και εικόνες από συλλογές δεδομένων (data sets) διαθέσιμων στο Διαδίκτυο, οι 
δε μετρήσεις ομόλογων σημείων πραγματοποιούνται αυτόματα μέσω σύγχρονων τεχνι-
κών συνταύτισης. 
 
Η διατριβή ολοκληρώνεται με το Κεφάλαιο 7, όπου συνοψίζονται τα συμπεράσματα που 
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προέκυψαν από τα προηγούμενα κεφάλαια και εξετάζονται οι μελλοντικές προοπτικές που 
προκύπτουν από την παρούσα έρευνα. Στο Κεφάλαιο 8, τέλος, τεκμηριώνονται οι επιστη-
μονικές εργασίες που χρησιμοποιήθηκαν και αναφέρονται στο κείμενο της διατριβής.  
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2. Στοιχεία Προβολικής Γεωμετρίας 
 
 
 
2.1 Γενικά 
 
Είναι αλήθεια ότι η εξοικείωση με δυνατότητες αναμφισβήτητης πρακτικής χρησιμότητας 
όπως η μέτρηση γωνιών και αποστάσεων, που έχουν νόημα στην ευκλείδεια γεωμετρία, 
καθιστούν την τελευταία το εργαλείο μέσω του οποίου περιγράφεται αποτελεσματικότερα 
ο κόσμος της φυσικής εμπειρίας. Στην Φωτογραμμετρία, η χρήση βαθμονομημένων μηχα-
νών επιτρέπει την μέτρηση γωνιών μέσω εικόνων και την διατύπωση των αναγκαίων μα-
θηματικών μοντέλων στο πλαίσιο της ευκλείδειας γεωμετρίας. Ακόμα και έννοιες όπως ε-
κείνες του αφινικού ή του προβολικού μετασχηματισμού ορίζονται, συνήθως, ως μαθημα-
τικές σχέσεις που περιγράφουν γραμμικές παραμορφώσεις σχημάτων στον δισδιάστατο ή 
τρισδιάστατο ευκλείδειο χώρο. Όμως τα τελευταία χρόνια η εκτεταμένη αντιμετώπιση φω-
τογραμμετρικών προβλημάτων από ερευνητές του επιστημονικού πεδίου της Όρασης Υ-
πολογιστών απευθείας στο πλαίσιο της προβολικής γεωμετρίας έχει εισαγάγει μια διαφο-
ρετική οπτική. Η προβολική γεωμετρία γίνεται, έτσι, το βασικό θεωρητικό εργαλείο καθώς 
περιγράφει στην γενικότητά της την απεικόνιση του χώρου και μέσω κεντρικής προβολής 
(πχ. μέσω φωτογραφικής μηχανής), ενώ η αφινική και ευκλείδεια γεωμετρία αντιμετωπίζο-
νται πλέον ως ειδικές περιπτώσεις της. Το γενικό πρόβλημα της 3D ανακατασκευής αντι-
κειμένων από εικόνες – προερχόμενες ενδεχομένως από μη βαθμονομημένες μηχανές – 
αντιμετωπίζεται αρχικά στον προβολικό χώρο, ο οποίος μπορεί κατόπιν, μέσω γεωμετρι-
κών δεσμεύσεων, να “αναβαθμιστεί” σε αφινικό ή ευκλείδειο. Ενδεικτική επ’ αυτού είναι η 
επισήμανση του Faugeras (1995): “Συνήθως σκεπτόμαστε τον φυσικό χώρο ως ενταγμένο 
σε έναν 3D ευκλείδειο χώρο, όπου η μέτρηση αποστάσεων και γωνιών πράγματι έχει νόη-
μα. Προκύπτει όμως ότι για τα τεχνητά συστήματα, όπως τα ρομπότ, η αντιμετώπιση αυτή 
δεν είναι υποχρεωτική και ότι ορισμένες φορές αρκεί να σκεφτόμαστε τον φυσικό χώρο ως 
ενταγμένο σε έναν αφινικό ή ακόμα και προβολικό χώρο”.  
 
Η συνοπτική παρουσίαση ορισμένων στοιχείων αναλυτικής προβολικής γεωμετρίας που 
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ακολουθεί κύριο στόχο έχει να λειτουργήσει ως υπόβαθρο για τα επόμενα κεφάλαια. Πε-
ρισσότερα στοιχεία γενικής προβολικής γεωμετρίας μπορούν να αναζητηθούν στο εγχειρί-
διο αναφοράς των Semple & Kneebone (1952), όσο και σε εκείνα των Μπρίκα (1964), Λα-
δόπουλου (1966, 1972) και Coxeter (1969). Εισαγωγικές έννοιες προβολικής γεωμετρίας 
με ειδική έμφαση στις εφαρμογές Όρασης Υπολογιστών έχουν παρουσιαστεί σε εργασίες 
των Kanatani (1991), Mohr & Triggs (1996), Birchfield (1998) και στα βιβλία των Hartley & 
Zisserman (2000) και Faugeras & Luong (2001). Στην Φωτογραμμετρική βιβλιογραφία, α-
ναλυτική παρουσίαση στοιχείων προβολικής γεωμετρίας έχει περιληφθεί στην πρόσφατη 
5η έκδοση του Manual of Photogrammetry (ΜcGlone, 2004), ενώ ο Buchanan (1993) έχει 
κάνει μια ιστορική επισκόπηση της σχέσης Φωτογραμμετρίας και προβολικής γεωμετρίας. 
Τέλος, οι Heuel (2001) και Förstner (2001 και 2004) ασχολήθηκαν με την προσαρμογή της 
θεωρίας σφαλμάτων και εκτίμησης της ακρίβειας κατά τον προσδιορισμό γεωμετρικών ον-
τοτήτων στο μη μετρικό πλαίσιο της προβολικής γεωμετρίας.  
 
 
2.2 Συνοπτική ιστορική αναδρομή 
 
Οι ρίζες της προβολικής γεωμετρίας μπορούν να αναζητηθούν στις προσπάθειες ορισμέ-
νων καλλιτεχνών της περιόδου της Αναγέννησης να συστηματοποιήσουν τις ιδιότητες της 
προοπτικής προκειμένου να αποδώσουν πιστά, στα αρχιτεκτονικά σχέδια και τους πίνα-
κές τους, την αίσθηση των τριών διαστάσεων και του βάθους. Ανάμεσά τους ξεχωρίζει το 
έργο των Leon Battista Alberti (1404-1472), Piero della Francesca (1420-1492), Leonardo 
da Vinci (1452-1519) και Albrecht Dürer (1471-1528). Αξίζει, επίσης, να αναφερθεί ότι ο 
Μενέλαος, ήδη περί το 80 μ.Χ., είχε παρατηρήσει ότι ο διπλός λόγος – ιδιότητα καθορι-
στική στην προβολική γεωμετρία – παραμένει αναλλοίωτος κατά την προβολή σχημάτων 
(Μπρίκας, 1964). Στο πλαίσιο των μαθηματικών, η προβολική γεωμετρία αντιμετωπίστηκε 
και αναπτύχθηκε αρχικά ως τμήμα της κλασικής γεωμετρίας, και μέσω των μεθόδων αυ-
τής αποδείχθηκαν τα πρώτα προβολικά θεωρήματα. Πρωτοποριακή θεωρείται εν προκει-
μένω η μελέτη του G. Desargues (1591-1661) ο οποίος, όπως αναφέρεται από τον Μπρί-
κα (1964), θεώρησε το επ’ άπειρον σημείο της ευθείας ως πραγματικό και τις κωνικές το-
μές ως προοπτικές απεικονίσεις του κύκλου, και παράλληλα εισήγαγε την έννοια της ομο-
λογίας των σχημάτων και της ενέλιξης. Σταθμό στην εξέλιξη της προβολικής γεωμετρίας 
αποτέλεσε επίσης το έργο του J.-V. Poncelet (1822), όπου εισάγονται οι έννοιες της επ’ ά-
πειρον ευθείας και του επ’ άπειρον επιπέδου ως οι γεωμετρικοί τόποι των σημείων φυγής 
του επιπέδου και του χώρου, αντίστοιχα, και ορίζεται η προβολικότητα ως αλυσίδα προο-
πτικοτήτων. Ακόμα, έχει επισημανθεί ότι καίρια συμβολή του Poncelet, πέραν της συστη-
ματικής απόδειξης πληθώρας προβολικών θεωρημάτων, συνιστά και η διάκριση των ιδιο-
τήτων των σχημάτων σε μετρικές και γραφικές (Λαδόπουλος, 1966). Υπ’ αυτό το πρίσμα, 
η προβολική γεωμετρία αντιμετωπίζεται ως η μελέτη των γραφικών, μη μετρικών, ιδιοτή-
των των θεμελιωδών γεωμετρικών οντοτήτων (σημείο, ευθεία, επίπεδο) αλλά και σχηματι-
σμών (ευθύγραμμη σημειοσειρά, επίπεδη δέσμη ακτίνων, αξονική δέσμη επιπέδων, κε-
ντρική δέσμη ακτίνων και επιπέδων στον χώρο) που παραμένουν αναλλοίωτες κατά τις 
πράξεις προβολών και τομών.  
 



2. Στοιχεία Προβολικής Γεωμετρίας 23

Αργότερα, η αμφισβήτηση του 5ου αιτήματος του Ευκλείδη1 κατέστησε σαφές ότι με βάση 
εναλλακτικά συστήματα αξιωμάτων είναι δυνατό να διατυπωθούν συνεπείς μη ευκλείδειες 
γεωμετρίες. Η προβολική γεωμετρία αναπτύσσεται σε αυτοτελή κλάδο, θεμελιώνεται αξιω-
ματικά2 και γίνεται αντιληπτό ότι η ευκλείδεια γεωμετρία αντιπροσωπεύει ειδική περίπτω-
ση της προβολικής.  
 
 
2.3 Γεωμετρία και ομάδες μετασχηματισμών 
 
Ο Klein (1872), στην εργασία του που έμεινε γνωστή ως “προγράμματα του Erlangen” (Er-
langer Programme), επιχειρώντας να ενοποιήσει τις διαφορετικές γεωμετρίες και να διε-
ρευνήσει τις μεταξύ τους σχέσεις, ορίζει γενικώς την γεωμετρία μέσω της θεωρίας ομάδων 
(group theory) ως την μελέτη των αναλλοίωτων (invariants) υπό συγκεκριμένες ομάδες με-
τασχηματισμών. Σύμφωνα με την αντιμετώπιση αυτή, η επιλογή μιας ομάδας μετασχημα-
τισμών του επιπέδου ή του χώρου χρησιμοποιείται για τον ορισμό αντίστοιχων συστημά-
των γεωμετρίας. Έτσι, η προβολική αποτελεί την γενικότερη γεωμετρία, που ενσωματώνει 
τις υπόλοιπες και μελετά τις αναλλοίωτες ιδιότητες των προβολικών μετασχηματισμών. Α-
νάμεσα σε αυτές τις αναλλοίωτες ιδιότητες, πιο σημαντικές είναι εκείνες της συγγραμμικό-
τητας, της συνεπιπεδότητας, της εφαπτομένης σε κωνική τομή, της σχέσης πόλου-πολι-
κής και του διπλού λόγου. Οι κωνικές τομές αντιμετωπίζονται ενιαία στο επίπεδο, ενώ το 
ίδιο συμβαίνει για τις επιφάνειες 2ου βαθμού στον χώρο. Οι γεωμετρικές σχέσεις εκφράζο-
νται αναλυτικά μέσω ομογενών συντεταγμένων, και η απαραίτητη άλγεβρα είναι (ή μπορεί 
εύκολα να καταλήξει να είναι) γραμμική. Η αφινική αντιπροσωπεύει μια μερικότερη γεωμε-
τρία οριζόμενη από την υποομάδα των αφινικών (ομοπαράλληλων) μετασχηματισμών. Δι-
κές της βασικές αναλλοίωτες ιδιότητες είναι επιπλέον η παραλληλία και ο λόγος μηκών σε 
κάθε διεύθυνση. Τα θεμελιώδη ζητήματα της αφινικής γεωμετρίας μπορούν να αντιμετωπι-
στούν προβολικά με το “τέχνασμα” της εισαγωγής της ευθείας του απείρου στο επίπεδο ή 
του επιπέδου του απείρου στον τρισδιάστατο χώρο. Η ευκλείδεια γεωμετρία αντιπροσω-
πεύει επίσης υποπερίπτωση της προβολικής, οριζόμενη δια των ισομετρικών μετασχημα-
τισμών ή μετασχηματισμών “στερεού σώματος” (στροφές και μεταθέσεις). Οι αναλλοίωτες 
που προστίθενται εδώ αφορούν τα μήκη και τις γωνίες. Τέλος, γεωμετρία ενδιάμεση της α-
φινικής και της ευκλείδειας συνιστά η μετρική γεωμετρία ή γεωμετρία ομοιότητας, οριζόμε-
νη από την υποομάδα των μετασχηματισμών ομοιότητας (στροφές, μεταθέσεις και κλίμα-
κα). Αντίστοιχα με την αφινική, η γεωμετρία ομοιότητας είναι δυνατόν να αντιμετωπιστεί 
προβολικά στο επίπεδο με την εισαγωγή των κυκλικών σημείων (circular points) και στον 
3D χώρο μέσω της απόλυτης κωνικής τομής (absolute conic). Σε σχέση με την ευκλείδεια 
γεωμετρία βασική αναλλοίωτη ιδιότητα, αντί των μηκών, είναι εδώ ο λόγος τους. 
 
 
2.4 Ο προβολικός χώρος 
 
Παράλληλα με την κλασική συνθετική αντιμετώπιση των γεωμετρικών προβλημάτων, από 
                                                 
1 Σύμφωνα με αυτό: “εξ ενός σημείου, εκτός ευθείας τινός κειμένου, δύναται να αχθή μία, και μόνον μία, πα-
ράλληλος προς ταύτην” (Μπρίκας, 1964). 
2 Το 5ο αξίωμα του Ευκλείδη αντικαθίσταται από το ακόλουθο αξίωμα: “Δύο συνεπίπεδες ευθείες έχουν 
τουλάχιστον ένα κοινό σημείο” (Coxeter, 1969). 
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την εποχή του Καρτέσιου (R. Descartes, 1596-1650) αναπτύσσεται η αναλυτική γεωμε-
τρία. Οι γεωμετρικές οντότητες αναπαριστώνται από συντεταγμένες και εξισώσεις, και εν 
συνεχεία τα γεωμετρικά προβλήματα αντιμετωπίζονται αλγεβρικά.  
 
2.4.1 Σημεία του ευκλείδειου χώρου 
 
Κάθε σημείο στον ευκλείδειο χώρο n διαστάσεων περιγράφεται είτε από n συντεταγμένες 
ενός ορθοκανονικού συστήματος αναφοράς μέσω ενός διανύσματος x = [x1 … xn]T του Rn 
είτε ως γραμμικός συνδυασμός n γραμμικώς ανεξάρτητων διανυσμάτων (ei)1≤i≤ τα οποία ο-
ρίζουν μια βάση του διανυσματικού χώρου Rn:   

n

i i
i 1

x
=

=∑x e  (2.1)
 
Όταν τα διανύσματα βάσης είναι ανά δύο κάθετα μεταξύ τους και έχουν μοναδιαίο μέτρο, 
η βάση που σχηματίζουν καλείται ορθοκανονική και οι δύο αναπαραστάσεις ταυτίζονται3.  
 
2.4.2 Σημεία του προβολικού χώρου 
 
Στον προβολικό χώρο Pn τα σημεία αναπαριστώνται μέσω (n+1) ομογενών συντεταγμέ-
νων. Έτσι, ένα σημείο του Pn ορίζεται στον διανυσματικό χώρο Rn+1 ως x = [x1 … xn+1]T 
(αρκεί ένα τουλάχιστον στοιχείο να είναι μη μηδενικό). Η αντιστοιχία αυτή είναι μη αμφιμο-
νοσήμαντη καθώς δύο διανύσματα x και x′ του Rn+1 αναπαριστούν το ίδιο σημείο του Pn αν 
υπάρχει λ ≠ 0 τέτοιο ώστε x′ = λx = [λx1 … λxn+1]T. Υπ’ αυτή την έννοια, το σύμβολο “=” 
στις επόμενες γεωμετρικές σχέσεις και εξισώσεις, όταν αναφέρεται σε ομογενείς συντετα-
γμένες, έχει το νόημα ισότητας που συμπεριλαμβάνει πολλαπλασιασμό με σταθερά λ. Το 
ίδιο συμβαίνει και για όλες τις γεωμετρικές οντότητες που εκφράζονται με ομογενείς συντε-
ταγμένες.  
 
Ένα σημείο που στον ευκλείδειο χώρο Rn ορίζεται από το διάνυσμα x  = [ 1x … nx ]T αναπα-
ριστάται στον Pn από το ομογενές διάνυσμα x = [ 1x … nx 1]T. Αντίστροφα, σημείο με ομογε-
νείς συντεταγμένες x = [x1 x2 … xn xn+1]T αντιστοιχεί, σε μη ομογενείς συντεταγμένες, στο 
σημείο x  = [x1 ⁄ xn+1 x2 ⁄ xn+1 … xn ⁄ xn+1]T. Είναι σαφές ότι μέσω αυτής της αντιστοίχισης δεν 
μπορούν να αποδοθούν σημεία του Pn με xn+1 = 0. Τα σημεία αυτά ονομάζονται ιδεατά ση-
μεία, ή σημεία του απείρου, και αντιμετωπίζονται στην προβολική γεωμετρία όπως κάθε 
άλλο σημείο – κάτι που δεν συμβαίνει στην αφινική και την ευκλείδεια γεωμετρία (βλ. ενό-
τητα 2.5.2).  
 
Σε αντιστοιχία με τις διανυσματικές βάσεις του ευκλείδειου χώρου, τα σημεία x του Pn είναι 
δυνατόν να οριστούν μέσω μιας προβολικής βάσης που αποτελείται από (n+2) διανύσμα-
τα (ei)1≤i≤n+2, τα πρώτα (n+1) από τα οποία είναι γραμμικώς ανεξάρτητα:   

λ
n 1

i i i
i 1

x
+

=

=∑x e , όπου λi είναι το i-οστό στοιχείο του en+2 (2.2)
 

                                                 
3 Περισσότερα για τις διανυσματικές βάσεις και τους γραμμικούς χώρους μπορεί να βρει κανείς στο εγχειρί-
διο γραμμικής άλγεβρας του Δερμάνη (1998). 
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Τα διανύσματα e1 = [1 0 … 0]T, e2 = [0 1 … 0]T, … , en+1 = [0 0 … 1]T, en+2 = [1 1 … 1]T, ό-
που το τελευταίο αίρει την αβεβαιότητα κλίμακας, αντιπροσωπεύουν την κανονική προβο-
λική βάση (standard projective basis), στην οποία αντιστοιχούν οι ομογενείς συντεταγμέ-
νες που περιγράφηκαν προηγουμένως, και μπορούν να θεωρηθούν ως τα σημεία φυγής 
των αξόνων ενός ορθοκανονικού συστήματος συντεταγμένων. 
 
Αν τώρα εστιάσει κανείς σε προβολικούς χώρους συγκεκριμένων διαστάσεων, ένα σημείο 
της προβολικής ευθείας, δηλαδή του μονοδιάστατου προβολικού χώρου P1, ορίζεται σε ο-
μογενείς συντεταγμένες ως:  

x ∈ P1 [ ]T1 2x x⇔ =x , x1, x2 ∈ R (2.3)
 
Αντίστοιχα, ένα σημείο του προβολικού επιπέδου ορίζεται ως:  

x ∈ P2 [ ]T1 2 3x x x⇔ =x , x1, x2, x3 ∈ R (2.4)
 
Τέλος, ένα σημείο του 3D προβολικού χώρου ορίζεται ως:  

x ∈ P3 [ ]T1 2 3 4x x x x⇔ =X , x1, x2, x3, x4 ∈ R (2.5)
 
Μέχρι στιγμής ο προβολικός χώρος έχει οριστεί αποκλειστικά μέσω σημείων με πραγματι-
κές συντεταγμένες. Αργότερα, προκειμένου να διατυπωθούν ευκλείδειες ιδιότητες (όπως η 
καθετότητα και η δυνατότητα μέτρησης γωνιών) στο πλαίσιο της προβολικής γεωμετρίας, 
θα απαιτηθεί ο ορισμός σημείων με μιγαδικές συντεταγμένες.  
 
2.4.3 Υπερεπίπεδα του προβολικού χώρου 

 
Ένα διάνυσμα h = [h1 … hn+1]T, διάστασης (n+1), ορίζει επίσης ένα υπερεπίπεδο (hyper-
plane) ως τον γεωμετρικό τόπο των σημείων x που ικανοποιούν την σχέση:  

T 0=x h  (2.6) 
Κάθε διάνυσμα λh (με λ ≠ 0) αναπαριστά το ίδιο υπερεπίπεδο του Pn, το οποίο μπορεί να 
θεωρηθεί ως ένας προβολικός υποχώρος Pn−1 διάστασης (n−1). Η ομοιότητα της αναπα-
ράστασης σημείων και υπερεπιπέδων στην προβολική γεωμετρία είναι συνέπεια μιας γενι-
κής συμμετρίας μεταξύ των δύο. Η ιδιότητα αυτή του “δυασμού” (duality) αναφέρεται για 
πρώτη φορά από τον Poncelet (1822), αλλά διατυπώθηκε σε πλήρη μορφή από τον J. 
Plücker (1801-1868) ως ο νόμος πλήρους συμμετρίας μεταξύ σημείων και επιπέδων στον 
3D χώρο, μεταξύ σημείων και ευθειών στο επίπεδο και μεταξύ ευθειών και επιπέδων στην 
κεντρική δέσμη (Λαδόπουλος, 1966). Σε κάθε θεώρημα προβολικής γεωμετρίας αντιστοι-
χεί ένα “δυϊκό” (dual) θεώρημα εάν αντικατασταθούν αμοιβαία οι έννοιες σημείο και υπερε-
πίπεδο. 
 
Παραδείγματα υπερεπιπέδων αποτελούν οι ευθείες στο προβολικό επίπεδο P2 και τα επί-
πεδα στον προβολικό 3D χώρο P3.  
 
2.4.3.1 Ευθείες στο προβολικό επίπεδο  
Κάθε ευθεία του P2 αναπαριστάται από διάνυσμα της μορφής:  

[ ]Ta b c=l  (2.7)
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και, σύμφωνα με την Εξ. (2.6), σημείο x = [x1 x2 x3]T του προβολικού επιπέδου ανήκει σε 
αυτήν εάν:  

T
1 2 30 ax bx cx 0= ⇔ + + =x l  (2.8)

 
Επιπλέον, το σημείο τομής δύο ευθειών l και l′ προκύπτει από το εξωτερικό γινόμενο των 
διανυσμάτων που τις αναπαριστούν:   

 ′= ×x l l  (2.9) 
ενώ η ευθεία που διέρχεται από δύο σημεία x και x′ ορίζεται από το εξωτερικό γινόμενο 
των ομογενών συντεταγμένων τους:  

′= ×l x x  (2.10) 
Το εξωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων x = [x1 x2 x3]T και x′ = [x1′ x2′ x3′]T μπορεί να εκ-
φραστεί ως γινόμενο ενός αντισυμμετρικού πίνακα (του πίνακα εξωτερικού γινομένου [x]×) 
με ένα διάνυσμα σύμφωνα με την σχέση:  

 [ ]
3 2 1

3 1 2

2 1 3

0 x x x
x 0 x x
x x 0 x

×

⎡ ⎤⎡ ⎤ ′− ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥′ ′ ′× = = − ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ′− ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x x x x  (2.11)

 
 
2.4.3.2 Επίπεδα στον 3D προβολικό χώρο  
Κατ’ αντιστοιχία, κάθε επίπεδο του P3 αναπαριστάται από διάνυσμα:  

[ ]T1 2 3 4= π π π πΠ  (2.12)
 
και σημείο X = [x1 x2 x3 x4]T του προβολικού 3D χώρου ανήκει σε αυτό εφόσον ικανοποιεί 
την εξίσωση:  

T
1 1 2 2 3 3 4 40 x x x x 0= ⇔ π +π +π +π =XΠ  (2.13)

 
Τρία σημεία X, X′ και X″ ορίζουν επίπεδο από την λύση του ομογενούς συστήματος εξισώ-
σεων:   

T

T

T

0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ =⎢ ⎥
⎢ ⎥′′⎢ ⎥⎣ ⎦

X
X
X

Π  (2.14)

 
ενώ το σημείο τομής τριών επιπέδων Π, Π′ και Π″ ορίζεται από την λύση του συστήματος:  

T

T

T

0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ =⎢ ⎥
⎢ ⎥′′⎢ ⎥⎣ ⎦

X
Π
Π
Π

 (2.15)

 
 
2.4.4 Επιφάνειες 2ου βαθμού του προβολικού χώρου 

 
Μια ακόμα γεωμετρική οντότητα του Pn με ιδιαίτερο ενδιαφέρον στην προβολική γεωμετρία 
είναι η επιφάνεια 2ου βαθμού n διαστάσεων (quadric). Αυτή αναπαριστάται από ομογενή 
συμμετρικό πίνακα Q διαστάσεων (n+1)×(n+1), και σημείο x ανήκει σε αυτήν αν ικανοποιεί 
την σχέση:  
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T 0=x Qx  (2.16) 
Αντίστοιχα, η “δυϊκή” επιφάνεια 2ου βαθμού (dual quadric) Q* ορίζεται από το σύνολο των 
υπερεπιπέδων h που ικανοποιούν την σχέση:  

T * 0=h Q h  (2.17) 
Αν ο πίνακας Q (ή Q*) είναι αντιστρέψιμος τότε η επιφάνεια ονομάζεται κανονική, ενώ στην 
αντίθετη περίπτωση εκφυλισμένη (degenerate).  
 
Παραδείγματα αποτελούν οι κωνικές τομές (κύκλος, έλλειψη, υπερβολή, παραβολή) στο 
προβολικό επίπεδο και οι επιφάνειες 2ου βαθμού (σφαίρα, ελλειψοειδές, παραβολοειδές, 
υπερβολοειδές κ.λπ.) στον τρισδιάστατο προβολικό χώρο.  
 
2.4.4.1 Κωνικές τομές στο προβολικό επίπεδο  
Μία κωνική τομή C ορίζεται στο P2 αλγεβρικά μέσω ενός συμμετρικού ομογενούς πίνακα 
διαστάσεων 3×3:  

a b 2 d 2
b 2 c e 2
d 2 e 2 f

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

C  (2.18)

 
ο οποίος έχει 5 βαθμούς ελευθερίας, δεδομένου ότι μόνο οι λόγοι (a : b : c : d : e : f) των 
στοιχείων του έχουν σημασία. Γεωμετρικά, μια κωνική τομή μπορεί να οριστεί ως ο γεωμε-
τρικός τόπος των σημείων τομής δύο επίπεδων κεντρικών δεσμών ευθειών που βρίσκον-
ται σε προβολική αντιστοιχία (βλ. ενότητα 2.5.1.1).  
 
Σημείο x = [x1 x2 x3]T ανήκει στην κωνική τομή C εφόσον ικανοποιεί την εξίσωση:  

T 2 2 2
1 1 2 2 1 3 2 3 30 ax bx x cx dx x ex x fx 0= ⇔ + + + + + =x Cx  (2.19)

 
και 5 σημεία αρκούν για τον προσδιορισμό της κωνικής τομής. Παράλληλα με τον σημειο-
γενή ορισμό, μια κωνική τομή μπορεί να οριστεί και από το σύνολο των ευθειών που εφά-
πτονται σε αυτή, και σύμφωνα με την Εξ. (2.17) ορίζεται από την σχέση:  

T * 0=l C l  (2.20) 
Η C* ονομάζεται “δυϊκή” ή ευθειογενής κωνική τομή, και στην περίπτωση που ο πίνακας C 
είναι αντιστρέψιμος οι δύο αναπαραστάσεις μιας κωνικής τομής συνδέονται με την σχέση:  

* 1−=C C  (2.21) 
Μέσω των κωνικών τομών είναι δυνατόν να οριστεί ο γεωμετρικός μετασχηματισμός της 
πόλωσης. Η πόλωση αποτελεί ειδική περίπτωση μιας γενικής κατηγορίας μετασχηματι-
σμών, των ετερογραφιών (βλ. ενότητα 2.5.4), δια των οποίων αντιστοιχίζονται ετερώνυμα 
γεωμετρικά σχήματα, εν προκειμένω σημεία με ευθείες. Έτσι, σημείο x του προβολικού ε-
πιπέδου και κωνική τομή C ορίζουν ευθεία l μέσω της σχέσης:  

=l Cx  (2.22) 
Η ευθεία αυτή ονομάζεται πολική του σημείου x ως προς την κωνική τομή C, και αντίστοι-
χα το σημείο x ονομάζεται πόλος της ευθείας l ως προς την κωνική C. Η σχέση πόλου-πο-
λικής (pole-polar) αποτελεί γενίκευση της έννοιας της εφαπτομένης σε κωνική, και μέσω 
αυτής ορίζεται η καθετότητα στο πλαίσιο της προβολικής γεωμετρίας (βλ. ενότητα 2.5.3).  
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Σχήμα 2.1. Πόλωση (αριστερά) και συζυγή σημεία ως προς κωνική τομή (δεξιά). 
 
Η πολική σημείου x τέμνει την κωνική τομή σε δύο σημεία. Οι εφαπτόμενες στην κωνική 
τομή στα σημεία αυτά διέρχονται από το σημείο x (Σχ. 2.1, αριστερά). Εάν σημείο x κείται 
επί της κωνικής τομής, τότε η πολική του ευθεία ταυτίζεται με την εφαπτομένη στην κωνική 
τομή στο σημείο αυτό. Εάν σημείο x′ ανήκει στην πολική σημείου x ως προς κωνική τομή 
C, τότε και το x ανήκει στην πολική του x′, και τα δύο σημεία ονομάζονται συζυγή ως προς 
την κωνική τομή C (Σχ. 2.1, δεξιά). Έτσι, η πολική l σημείου x ως προς κωνική C είναι ο 
γεωμετρικός τόπος των συζυγών σημείων του x. Σύμφωνα με τις Εξ. (2.22) και (2.8), ση-
μεία συζυγή ως προς κωνική ικανοποιούν την σχέση:  

T 0′ =x Cx  (2.23) 
 
2.4.4.2 Επιφάνειες 2ου βαθμού στον 3D προβολικό χώρο  
Η επιφάνεια 2ου βαθμού Q ορίζεται αλγεβρικά στον P3 μέσω συμμετρικού ομογενούς πίνα-
κα διαστάσεων 4×4, έχει 9 βαθμούς ελευθερίας και αρκούν 9 σημεία για να οριστεί. Σημείο 
X = [X1 X2 X3 X4]T ανήκει στην επιφάνεια Q εφόσον ικανοποιεί την εξίσωση:  

T 0=X QX  (2.24) 
Αντίστοιχα, η “δυϊκή” ή επιπεδογενής επιφάνεια 2ου βαθμού Q* ορίζεται από το σύνολο των 
επιπέδων Π που εφάπτονται σε αυτήν και ικανοποιούν την εξίσωση:   

T * 0=QΠ Π  (2.25) 
 

 
Σχήμα 2.2. Παραδείγματα επιφανειών 2ου βαθμού (από τον ιστότοπο: mathworld.wolfram.com). 
 
Στην περίπτωση των επιφανειών 2ου βαθμού ο μετασχηματισμός της πόλωσης αντιστοιχί-
ζει σημεία σε επίπεδα μέσω της σχέσης:  
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= QXΠ  (2.26) 
Το Π καλείται πολικό επίπεδο του σημείου X ως προς την επιφάνεια Q, το δε X πόλος του 
επιπέδου Π. Εάν η επιφάνεια Q είναι κανονική και το σημείο X βρίσκεται εκτός αυτής, τότε 
το πολικό επίπεδο Π ορίζεται γεωμετρικά από τα σημεία επαφής με την Q δέσμης ακτίνων 
που διέρχονται από το X και εφάπτονται στην επιφάνεια Q. Αν το X είναι σημείο της επιφά-
νειας Q, τότε η Εξ. (2.26) ορίζει επίπεδο Π εφαπτόμενο στην επιφάνεια Q.  
 
 
2.5 Γραμμικοί μετασχηματισμοί του προβολικού χώρου 
 
Ο γραμμικός γεωμετρικός μετασχηματισμός4 είναι θεμελιώδης έννοια της γεωμετρίας κα-
θώς, όπως αναφέρθηκε και στην ενότητα 2.3, είναι δυνατόν να χρησιμοποιηθεί για να ορι-
στούν κατά ενιαίο τρόπο διαφορετικά συστήματα γεωμετρίας. Η γενικότερη ομάδα μετα-
σχηματισμών που θα εξεταστούν είναι εκείνη των προβολικών και έπονται, ως ειδικότερες 
περιπτώσεις, οι υποομάδες των αφινικών μετασχηματισμών και των μετασχηματισμών ο-
μοιότητας. Τέλος, εξετάζονται οι ετερογραφίες, ειδική περίπτωση των οποίων αντιπροσω-
πεύει το μαθηματικό μοντέλο του επιπολικού πίνακα. 
 
2.5.1 Προβολικοί μετασχηματισμοί 
 
Κάθε αντιστρέψιμος γραμμικός (σε ομογενείς συντεταγμένες) μετασχηματισμός του Pn με-
ταξύ ομώνυμων γεωμετρικών στοιχείων (σημείων, ευθειών κ.λπ.) καλείται ομογραφία (ho-
mography). Στην βιβλιογραφία, ως όροι συνώνυμοι της ομογραφίας συναντώνται ακόμα η 
προβολικότητα (projectivity), ο συγγραμμισμός (collineation) και ο προβολικός μετασχημα-
τισμός. Οι ομογραφίες συγκροτούν ομάδα μετασχηματισμών, πράγμα που σημαίνει ότι η 
αντιστροφή ομογραφίας καθώς και ο συνδυασμός δύο ή περισσότερων ομογραφιών συνι-
στούν επίσης ομογραφία. Σημαντική ιδιότητα του προβολικού μετασχηματισμού είναι η α-
πεικόνιση των υπερεπιπέδων σε υπερεπίπεδα. Επιπλέον, υπάρχει μόνο μια ομογραφία 
που μετασχηματίζει μια δεδομένη προβολική βάση σε άλλη δεδομένη βάση, και υπ’ αυτή 
την έννοια η ομογραφία μπορεί να θεωρηθεί ως μετασχηματισμός μεταξύ διαφορετικών 
συστημάτων προβολικών συντεταγμένων. Αλγεβρικά, ο προβολικός μετασχηματισμός του 
Pn περιγράφεται από αντιστρέψιμο πίνακα H διαστάσεων (n+1)×(n+1), ο οποίος μπορεί να 
γραφεί μέσω υποπινάκων ως:  

(n n) (n)
T
(n) c
×

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

A b
H

v
  (2.27)

 
(αυτή η ανάλυση του H σε υποπίνακες θα αξιοποιηθεί στην συνέχεια για να οριστούν οι ει-
δικές περιπτώσεις των αφινικών και των μετασχηματισμών ομοιότητας). Κάθε πίνακας λΗ 
με λ ≠ 0 αντιπροσωπεύει τον ίδιο προβολικό μετασχηματισμό του Pn.  
 
Σημείο x του Pn μετασχηματίζεται στο x′ σύμφωνα με την εξίσωση:  

′ =x Hx   (2.28) 

                                                 
4 Για μια συγκεντρωτική παρουσίαση των διαφορετικών γραμμικών γεωμετρικών μετασχηματισμών και των 
ιδιοτήτων τους στο πλαίσιο της ευκλείδειας γεωμετρίας βλ. Καρράς (1998).  
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ενώ ο αντίστροφος μετασχηματισμός δίδεται από την εξίσωση:  
1− ′=x H x  (2.29) 

Αντίστοιχα, υπερεπίπεδο h απεικονίζεται στο υπερεπίπεδο h′:  
T−′ =h H h   (2.30) 

επιφάνεια 2ου βαθμού Q στην επιφάνεια 2ου βαθμού Q′:  
T 1− −′ =Q H QH   (2.31) 

και, τέλος, “δυϊκή” επιφάνεια 2ου βαθμού Q* στην “δυϊκή” επιφάνεια 2ου βαθμού Q*′:  
* * T′ =Q HQ H   (2.32)

 
 
2.5.1.1 Προβολικοί μετασχηματισμοί στον μονοδιάστατο προβολικό χώρο  
Η ομογραφία του P1 ορίζεται μέσω ομογενούς αντιστρέψιμου πίνακα H διαστάσεων 2×2, ε-
νώ σημείο x = [x1 x2]T μετασχηματίζεται στο x′ = [x1′ x2′]T βάσει της Εξ. (2.28). Ο H έχει 3 
βαθμούς ελευθερίας, και απαιτούνται 3 κατ’ ελάχιστον αντιστοιχίες σημείων για τον προσ-
διορισμό του.  
 

 
Σχήμα 2.3. Προβολικός μετασχηματισμός στον P1. 
 
Βασική αναλλοίωτη ιδιότητα της ομογραφίας είναι ο διπλός λόγος (ο λόγος των λόγων) 
των αποστάσεων τεσσάρων συνευθειακών σημείων5. Εάν A, B, C και D τέσσερα σημεία 
επ’ ευθείας (τα οποία μπορούν να θεωρηθούν ως σημεία του P1), ο διπλός λόγος τους ορί-
ζεται ως:  

{ }
AC AD

Cr A,B,C,D :
CB DB

=   (2.33)

 
και παραμένει σταθερός μετά από προβολικό μετασχηματισμό τους. Η σειρά με την οποία 
επιλέγονται τα σημεία για τον υπολογισμό του διπλού λόγου έχει σημασία, αλλά από τους 
24 πιθανούς συνδυασμούς προκύπτουν μόνον 6 διαφορετικές τιμές, οι οποίες συνδέονται 
μεταξύ τους μέσω των σχέσεων:  

                                                 
5 Η διατήρηση του διπλού λόγου είναι ιδιότητα κάθε ομογραφίας και όχι μόνο εκείνων του P1. 
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1 1 c 1 cc, ,1 c, , ,
c 1 c c c 1

⎛ ⎞− ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠− −
  (2.34)

 
Τα σημεία του απείρου αντιμετωπίζονται μέσω των συμβάσεων:  

1∞
=

∞
 , 0α

=
∞

 και ∞ =∞
α

 όπου α ∈  (2.35)
 
Μέχρι στιγμής, ο μονοδιάστατος προβολικός χώρος P1 έχει οριστεί ως το σύνολο των ση-
μείων που απαρτίζουν μια ευθεία. Εξαιτίας της προβολικής ιδιότητας του “δυασμού”, ο P1 
είναι δυνατόν να οριστεί επίσης ως μια επίπεδη δέσμη ακτίνων (δηλαδή ως το σύνολο των 
ευθειών επιπέδου που διέρχονται από σημείο). Σε αυτή την περίπτωση, οι ομογενείς συν-
τεταγμένες εκφράζουν την κλίση των ευθειών της δέσμης, και ο διπλός λόγος τεσσάρων 
ευθειών ορίζεται από τον διπλό λόγο των σημείων τομής τους με τυχαία ευθεία μη διερχό-
μενη δια του κέντρου της δέσμης. Κατά τον Ελβετό μαθηματικό J. Steiner (1796-1863), οι 
ομόλογες ευθείες δύο επίπεδων προβολικών δεσμών – δηλαδή δεσμών συνδεόμενων μέ-
σω ομογραφίας – τέμνονται επί κωνικής, η οποία περιέχει και τα κέντρα των δύο δεσμών 
(Σχ. 2.4α). Η ιδιότητα αυτή χρησιμοποιείται μάλιστα από τον Steiner προκειμένου να ορι-
στεί γεωμετρικά η κωνική τομή ως ο γεωμετρικός τόπος των τομών δύο επίπεδων προβο-
λικών δεσμών ακτίνων. Ειδική περίπτωση αντιπροσωπεύουν οι δέσμες που βρίσκονται σε 
προοπτική θέση, οπότε τα σημεία τομής των ομόλογων ακτίνων κείνται επ’ ευθείας (Σχ. 
2.4β). Δύο προοπτικές δέσμες είναι ταυτόχρονα και προβολικές, ωστόσο δύο προβολικές 
δεσμες δεν είναι κατ’ ανάγκην προοπτικές. Οι έννοιες της προοπτικότητας και της προβο-
λικότητας μεταξύ επίπεδων δεσμών ευθειών αποτελούν κεντρικό στοιχείο της παρούσας 
διατριβής, δεδομένου πως οι δέσμες των επιπολικών ευθειών δύο επικαλυπτόμενων εικό-
νων είναι δυνατόν να προσεγγιστούν και με τις δύο έννοιες. Όπως θα δειχτεί στο Κεφά-
λαιο 4, εάν γίνουν δεκτές οι έννοιες της στροφής και της μετάθεσης – οι οποίες έχουν νόη-
μα στην ευκλείδεια γεωμετρία – δύο προβολικών δεσμών, τότε αυτές μπορούν πάντοτε να 
έρθουν σε προοπτική θέση.  
 

     
Σχήμα 2.4. Προβολικές (α) και προοπτικές (β) δέσμες ακτίνων. 
 
2.5.1.2 Προβολικοί μετασχηματισμοί στο προβολικό επίπεδο  
Στο επίπεδο, ο προβολικός μετασχηματισμός έχει 8 βαθμούς ελευθερίας και ορίζεται από 
ομογενή αντιστρέψιμο πίνακα H διαστάσεων 3×3. Σημείο x = [x1 x2 x3]T μετασχηματίζεται 
στο x′ = [x1′ x2′ x3′]T σύμφωνα με την εξίσωση:  

1 11 12 13 1

(3 3) 2 21 22 23 2

3 31 32 33 3

x h h h x
x h h h x
x h h h x

×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ′= ⇔ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

x H x   (2.36)
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και απαιτούνται 4 αντιστοιχίες σημείων για να προσδιοριστεί ο πίνακας H. Η ευθεία μετα-
σχηματίζεται σε ευθεία, ενώ σημεία τομής ευθειών παραμένουν τομές των μετασχηματι-
σμένων ευθειών. Αναλλοίωτα διατηρούνται επίσης ο διπλός λόγος και η σχέση πόλου-πο-
λικής. Τέλος, η κωνική τομή παραμένει κωνική τομή, δίχως όμως κατ’ ανάγκην να διατηρεί 
το είδος της (πχ. η έλλειψη μπορεί να μετασχηματιστεί σε υπερβολή ή παραβολή κ.ο.κ.), 
και υπ’ αυτή την έννοια η διάκριση των κωνικών τομών δεν έχει νόημα στην προβολική γε-
ωμετρία. 
 
Η ομογραφία αποτελεί το μαθηματικό μοντέλο που περιγράφει την κεντρική προβολή επι-
πέδου του χώρου. Σε αυτήν στηρίζεται η διαδικασία της φωτογραμμετρικής αναγωγής, μέ-
σω της οποίας αίρονται οι προοπτικές παραμορφώσεις και αποκαθίστανται οι μετρικές ιδι-
ότητες εικόνας επίπεδου αντικειμένου. Επίσης, μέσω ομογραφίας συνδέονται τα εικονοση-
μεία εικόνων του ίδιου 2D αντικειμένου (Σχ. 2.5α) ή εκείνα εικόνων που απεικονίζουν 3D 
αντικείμενο από κοινό σημείο λήψης (Σχ. 2.5β). Χάρη σε αυτή την τελευταία ιδιότητα, λή-
ψεις που διαφέρουν μόνο κατά στροφή (Σχ. 2.5β) θεωρούνται προβολικά ισοδύναμες, δη-
λαδή – εάν αγνοηθούν ζητήματα όπως η επίδραση του βάθους πεδίου – η μια απεικόνιση 
μπορεί να προκύψει από την άλλη χωρίς καμία γνώση του απεικονιζόμενου 3D αντικειμέ-
νου. Στην ιδιότητα αυτή στηρίζεται, άλλωστε, η δημιουργία πανοραμικών εικόνων (Mann & 
Picard, 1994, Szeliski, 1996, Shum & Szeliski, 1998, Petsa et al., 2001), όπως βέβαια και 
η διαδικασία της επιπολικής επανασύστασης (δημιουργία επιπολικών εικόνων). 
  

α

 

β

 
Σχήμα 2.5. Σχέσεις 2D προβολικού μετασχηματισμού στην Φωτογραμμετρία: μεταξύ εικόνων επίπε-
δου αντικειμένου (α) και μεταξύ εικόνων από κοινό σημείο λήψης (β). 
 
2.5.1.3 Προβολικοί μετασχηματισμοί στον 3D προβολικό χώρο  
Κατ’ αναλογία με τις ομογραφίες της ευθείας και του επιπέδου, η ομογραφία του 3D προ-
βολικού χώρου εκφράζεται από αντιστρέψιμο ομογενή πίνακα H διαστάσεων 4×4 και έχει 
15 βαθμούς ελευθερίας. Για τον προσδιορισμό της απαιτούνται αντιστοιχίες 5 σημείων, η 
δε Εξ. (2.28) παίρνει πλέον την μορφή:  

11 12 13 14 11

21 22 23 24 22
(4 4)

31 32 33 34 33

41 42 43 44 44

h h h h xx
h h h h xx
h h h h xx
h h h h xx

×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ = ⇔ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

X H X   (2.37)

 
Σε αντίθεση προς τις κωνικές τομές στο επίπεδο, οι επιφάνειες 2ου βαθμού δεν είναι όλες 
προβολικά ισοδύναμες. Διακρίνονται σε οικογένειες, και κάθε δεδομένη επιφάνεια είναι δυ-
νατόν να μετασχηματιστεί μόνο σε επιφάνεια της ίδιας οικογένειας. Λεπτομερή ιεράρχηση 
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των οικογενειών επιφανειών 2ου βαθμού βρίσκει κανείς στους Hartley & Zisserman (2000).  
 
Ας επισημανθεί εδώ, τέλος, πως ο 3D προβολικός μετασχηματισμός είναι το μαθηματικό 
μοντέλο το οποίο συνδέει τις διαφορετικές 3D ανακατασκευές που είναι δυνατόν να προ-
κύψουν από τον επιπολικό πίνακα ζεύγους εικόνων άγνωστου εσωτερικού προσανατο-
λισμού (βλ. ενότητα 3.3). 
 
2.5.2 Αφινικοί μετασχηματισμοί 
 
Οι αφινικοί μετασχηματισμοί συγκροτούν υποομάδα των προβολικών μετασχηματισμών. 
Ορίζονται από την ιδιότητά τους να διατηρούν αναλλοίωτο ένα συγκεκριμένο υπερεπίπεδο 
του Pn, το υπερεπίπεδο του απείρου Π∞, το οποίο στην κανονική προβολική βάση εκφρά-
ζεται από το διάνυσμα:  

Π∞ = [0, ..., 0, 1]Τ  (2.38) 
Από την Εξ. (2.6) προκύπτει ότι σημείο x = [x1 … xn+1]T ανήκει στο Π∞ εάν xn+1 = 0. Έτσι, το 
υπερεπίπεδο του απείρου αποτελεί τον γεωμετρικό τόπο των ιδεατών σημείων (βλ. ενότη-
τα 2.3). Κατ’ αναλογία με την Εξ. (2.27), οι αφινικοί μετασχηματισμοί έχουν την μορφή:  

(n n) (n)
TA
(n) c

×
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

A b
H

0
  (2.39)

 
Ισχύει επίσης ότι η τομή υπερεπιπέδου h με το Π∞ ορίζει την διεύθυνση του πρώτου. Κατά 
συνέπεια, δύο υπερεπίπεδα του Pn είναι παράλληλα εφόσον η τομή τους ανήκει στο υπερ-
επίπεδο του απείρου. Υπ’ αυτή την έννοια, με το “τέχνασμα” της διάκρισης ενός συγκεκρι-
μενου υπερεπιπέδου του προβολικού χώρου είναι δυνατόν να οριστούν αφινικές ιδιότητες 
όπως η παραλληλία, και ορίζεται έτσι, έμμεσα, ο αντίστοιχος αφινικός χώρος. Ο προβολι-
κός μετασχηματισμός κατ’ αρχήν μεταβάλλει την θέση του υπερεπιπέδου του απείρου. Αν 
όμως εντοπιστεί η νέα θέση του στον προβολικό χώρο, τότε μπορεί να βρεθεί προβολικός 
μετασχηματισμός που το επαναφέρει στην “αληθή” του θέση. Έτσι, αν θεωρηθεί ότι ένα υ-
περεπίπεδο h = [h1 … hn+1]T είναι η απεικόνιση του Π∞, τότε ένας προβολικός μετασχημα-
τισμός που το επαναφέρει στην θέση Π∞ = [0, ..., 0, 1]Τ είναι ο εξής:  

A

1 2 n 1

1 0 ... 0
0 1 ... 0
... ... ... ...
h h ... h +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H H   (2.40)

 
 όπου HA οποιοσδήποτε αφινικός μετασχηματισμός. 
 
2.5.2.1 Αφινικοί μετασχηματισμοί στο προβολικό επίπεδο  
Στην περίπτωση του προβολικού επιπέδου, ένας γραμμικός μετασχηματισμός ονομάζεται 
αφινικός ή ομοπαράλληλος εάν, και μόνο εάν, δεν μεταβάλλει την θέση της ευθείας του α-
πείρου6 l∞ = [0 0 1]T. Βάσει της Εξ. (2.9), σημείο τομής ευθείας l = [a b c]T με την l∞ είναι το 
x = [b −a 0]T. Το σημείο αυτό καλείται σημείο φυγής της ευθείας l, και ο λόγος των μη μη-
δενικών συντεταγμένων του εκφράζει την κλίση της ευθείας. Κάθε ευθεία παράλληλη στην 

                                                 
6 Αναλλοίωτη παραμένει η ευθεία του απείρου ως οντότητα και όχι τα επιμέρους σημεία που την απαρτίζουν. 
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l τέμνει την ευθεία του απείρου στο ίδιο σημείο φυγής, και αντίστροφα δύο ευθείες είναι 
παράλληλες εφόσον τέμνονται επί της l∞. Η l∞ αποτελεί, έτσι, τον γεωμετρικό τόπο των ση-
μείων φυγής όλων των διευθύνσεων που ορίζονται από τις ευθείες του επιπέδου.  
 
Ο αφινικός μετασχηματισμός του επιπέδου έχει την μορφή:  

1 11 12 13 1

A(3 3) 2 21 22 23 2

3 3

x a a a x
x a a a x
x 0 0 1 x

×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ′= ⇔ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

x H x   (2.41)

 
Ο μετασχηματισμός αυτός έχει 6 βαθμούς ελευθερίας, αρκούν δε 3 αντιστοιχίες σημείων 
για να προσδιοριστούν οι 6 ανεξάρτητες παράμετροί του. Οι τελευταίες είναι δυνατό να ερ-
μηνευθούν γεωμετρικά ως δύο μεταθέσεις, μια στροφή, μια γωνία μεταξύ των αξόνων του 
συστήματος αναφοράς και δύο μεταβολές κλίμακας κατά την διεύθυνση των δύο αξόνων. 
Επίσης, οι δύο βαθμοί ελευθερίας κατά τους οποίους ο αφινικός μετασχηματισμός υπολεί-
πεται της ομογραφίας του επιπέδου μπορούν να θεωρηθούν ως οι δύο βαθμοί που απαι-
τούνται για να οριστεί η ευθεία του απείρου. Πέραν της ευθείας του απείρου και συνεπώς 
της έννοιας της παραλληλίας, ο αφινικός μετασχηματισμός του επιπέδου διατηρεί αναλλοί-
ωτους τους λόγους μηκών σε παράλληλες διευθύνσεις και τους λόγους εμβαδών.  
 
Στην Φωτογραμμετρία, η συνηθέστερη εφαρμογή αφινικού μετασχηματισμού αφορά την 
μετατροπή μετρήσεων από το σύστημα ψηφιοποιημένων αναλογικών εικόνων στο τυπικό 
φωτογραμμετρικό σύστημα των εικονοσυντεταγμένων. Δυνατές είναι όμως και άλλες χρή-
σεις του. Για παράδειγμα, στον αφινικό μετασχηματισμό – αλλά και σε έναν γραμμικό με-
τασχηματισμό ενδιάμεσο του προβολικού και του αφινικού, ο οποίος αποκαθιστά την πα-
ραλληλία σε μια μόνο διεύθυνση – στηρίχτηκε η επανασύσταση ψηφιακών εικόνων από 
λήψεις βίντεο που πραγματοποίησαν οι Grammatikopoulos et al. (2002 και 2005) με στό-
χο την αυτόματη μέτρηση της ταχύτητας κινούμενων οχημάτων.  
  
2.5.2.2 Αφινικοί μετασχηματισμοί στον 3D προβολικό χώρο  
Ένας γραμμικός μετασχηματισμός του 3D προβολικού χώρου είναι αφινικός εάν, και μόνο 
εάν, διατηρεί αναλλοίωτο το επίπεδο του απείρου Π∞ = [0 0 0 1]Τ. Ο 3D αφινικός μετασχη-
ματισμός υπολείπεται της ομογραφίας κατά 3 βαθμούς ελευθερίας (τους 3 βαθμούς, δηλα-
δή, που απαιτούνται για να οριστεί το επίπεδο του απείρου), και για τον προσδιορισμό του 
αρκούν 4 κατ’ ελάχιστον ομολογίες σημείων. Σε ομογενείς συντεταγμένες εκφράζεται ως:  

11 11 12 13 14

22 21 22 23 24
A(4 4)

33 31 32 33 34

44

xx a a a a
xx a a a a
xx a a a a
xx 0 0 0 1

×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤′
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥′⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ = ⇔ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥′⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

X H X  (2.42)

 
Βασική αναλλοίωτη του αφινικού μετασχηματισμού είναι η παραλληλία. Δύο επίπεδα του 
3D χώρου είναι παράλληλα εάν, και μόνο εάν, η ευθεία τομής τους ανήκει στο Π∞, και αν-
τίστοιχα ένα επίπεδο και μια ευθεία είναι παράλληλα εάν, και μόνο εάν, το σημείο τομής 
τους ανήκει στο Π∞. Πέραν της παραλληλίας, ο 3D αφινικός μετασχηματισμός διατηρεί α-
ναλλοίωτο τον λόγο των όγκων. 
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2.5.3 Μετασχηματισμοί ομοιότητας 

 
Με τον ίδιο τρόπο που ένα συγκεκριμένο υπερεπίπεδο του Pn, το υπερεπίπεδο του απεί-
ρου Π∞, επέτρεψε να οριστεί η υποομάδα των αφινικών μετασχηματισμών (και, έμμεσα, ο 
αφινικός χώρος και η αφινική γεωμετρία), ο μετασχηματισμός ομοιότητας (και κατ’ επέκτα-
ση ο ευκλείδειος χώρος) μπορεί να οριστεί στο πλαίσιο της προβολικής γεωμετρίας με την 
διάκριση μιας συγκεκριμένης εκφυλισμένης επιφάνειας 2ου βαθμού, η οποία ανήκει στο Π∞ 
και καλείται απόλυτη επιφάνεια 2ου βαθμού Ω∞ (absolute quadric). Στην κανονική προβολι-
κή βάση, η Ω∞ ορίζεται από τον πίνακα:  

(n n) (n)
T
(n) 0
×

∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
0

Ω
Ι

 (2.43)
 
Από την Εξ. (2.16) προκύπτει ότι σημείο x = [x1 x2… xn 0]T του επιπέδου του απείρου Π∞ 
ανήκει στην Ω∞ εάν:  

2 2 2
T 1 2 n

n 1

x x ... x 0
0

x 0∞
+

⎧⎪ + + + =⎪= ⇔⎨⎪ =⎪⎩
x xΩ  (2.44)

 
Έτσι, ένας γραμμικός μετασχηματισμός του Pn είναι μετασχηματισμός ομοιότητας εάν, και 
μόνο εάν, διατηρεί αναλλοίωτη την απόλυτη επιφάνεια 2ου βαθμού Ω∞

7. Προκύπτει ότι αυτό 
συμβαίνει όταν ο μετασχηματισμός είναι της μορφής:  

λ (n n) (n)
TS
(n) c

×
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

R b
H

0
  

 όπου R ορθογώνιος πίνακας και λ∈R. 
(2.45)

 
Η απόλυτη επιφάνεια 2ου βαθμού Ω∞ επιτρέπει την μέτρηση γωνιών στον προβολικό χώ-
ρο. Μέσω της “δυϊκής” της Ω∞, η γωνία θ δύο υπερεπιπέδων h και v υπολογίζεται από την 
εξίσωση:  

( )
( )( )

T *

T * T *
cos ∞

∞ ∞

θ =
h v

h h v v

Ω

Ω Ω
  (2.46)

 
Επίσης, μέσω της Ω∞ και του μετασχηματισμού της πόλωσης είναι δυνατόν να διατυπωθεί 
η έννοια της καθετότητας στον προβολικό χώρο. Δύο υπερεπίπεδα του Pn είναι κάθετα με-
ταξύ τους αν οι τομές τους με το υπερεπίπεδο του απείρου είναι συζυγείς ως προς την Ω∞. 
Με χρήση της “δυϊκής” της έκφρασης, τα υπερεπίπεδα h και v είναι κάθετα εάν, και μόνο 
εάν:  

T * 0∞ =h vΩ  (2.47)
 
Οι Εξ. (2.46) και (2.47) ισχύουν ακόμα και αν ο προβολικός χώρος υποστεί προβολικό με-
τασχηματισμό, ο οποίος γενικά μεταβάλλει την θέση της απόλυτης επιφάνειας 2ου βαθμού, 
αρκεί να εντοπισθεί η νέα της θέση. Υπ’ αυτή την έννοια, εντοπισμός της Ω∞ στον προβο-
λικό χώρο ισοδυναμεί με αναβάθμισή του σε ευκλείδειο, καθώς μέσω αυτής είναι δυνατόν 
να εξάγονται ευκλείδειες γεωμετρικές ιδιότητες. Αυστηρά μιλώντας, βέβαια, διαπιστώνει 

                                                 
7 Η Ω∞ διατηρείται αναλλοίωτη ως σύνολο (τα επιμέρους σημεία της μεταβάλλονται αλλά παραμένουν επ’ 
αυτής). Αξίζει επίσης να σημειωθεί ότι, όπως προκύπτει από την Εξ. (2.44), τα σημεία της Ω∞ έχουν μιγαδι-
κές συντεταγμένες. 
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κανείς ότι η Ω∞ επιτρέπει να οριστεί η γεωμετρία ομοιότητας και όχι η ευκλείδεια, δεδομέ-
νου πως ως ευκλείδειος ορίζεται ο μετασχηματισμός εκείνος που διατηρεί την θέση της Ω∞ 
αλλά επιπλέον έχει και μοναδιαία ορίζουσα.  
 
2.5.3.1 Μετασχηματισμοί ομοιότητας στο προβολικό επίπεδο  
Στο προβολικό επίπεδο P2 τώρα, σημείο x = [x1 x2 x3]T ανήκει στην Ω∞ εάν:  

2 2
1 2

3

x x 0
x 0

⎧⎪ + =⎪⎨⎪ =⎪⎩
 (2.48)

 
Τα μόνα σημεία που ικανοποιούν την Εξ. (2.48) είναι τα I = [1 i 0]T και J = [1 −i 0]T. Τα ση-
μεία αυτά ανήκουν στην ευθεία του απείρου l∞, καθώς η τρίτη συντεταγμένη τους είναι μη-
δενική, ονομάζονται κυκλικά σημεία (circular points) και έχουν την ιδιότητα ότι ικανοποιούν 
την εξίσωση κάθε κύκλου του επιπέδου. Συνεπώς, μπορούν να θεωρηθούν ως τα σημεία 
τομής όλων των κύκλων ενός επιπέδου με την ευθεία του απείρου.  
 
Έτσι, ένας γραμμικός μετασχηματισμός του επιπέδου είναι μετασχηματισμός ομοιότητας 
εάν, και μόνο εάν, διατηρεί τα κυκλικά σημεία. Κατ’ αναλογία με την Εξ. (2.45) και δεδομέ-
νου πως ένας ορθογώνιος πίνακας μπορεί να θεωρηθεί ως πίνακας στροφής, ο μετασχη-
ματισμός ομοιότητας σε ομογενείς συντεταγμένες έχει την μορφή:  

( ) ( )
( ) ( )

λ λ
λ λ

1 x 1

S(3 3) 2 y 2

3 3

x cos sin t x
x sin cos t x
x x0 0 1

×

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ θ − θ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ′= ⇔ = θ θ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥′⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x H x   (2.49)

 
Ο μετασχηματισμός αυτός έχει 4 ανεξάρτητες παραμέτρους που μπορούν να ερμηνευτούν 
γεωμετρικά ως δύο μεταθέσεις, μια στροφή και μια αλλαγή κλίμακας. Για τον προσδιορι-
σμό τους αρκούν δύο αντιστοιχίες σημείων. Εκτός από τα κυκλικά σημεία, ο μετασχηματι-
σμός ομοιότητας διατηρεί το σχήμα (και άρα τις γωνίες καθώς και τους λόγους μηκών και 
εμβαδών). Υποομάδα των μετασχηματισμών ομοιότητας αποτελούν εκείνοι με λ = 1. Πρό-
κειται για τους ισομετρικούς ή ευκλείδειους μετασχηματισμούς, οι οποίοι επιπλέον διατη-
ρούν τα μήκη και τα εμβαδά.  
 
2.5.3.2 Μετασχηματισμοί ομοιότητας στον 3D προβολικό χώρο  
Στον 3D προβολικό χώρο η Ω∞ είναι στην πραγματικότητα μια κωνική τομή (εκφυλισμένη 
επιφάνεια 2ου βαθμού) στο επίπεδο του απείρου Π∞, η οποία αποτελείται από σημεία με 
μιγαδικές συντεταγμένες. Ονομάζεται απόλυτη κωνική τομή C∞ και στην κανονική προβολι-
κή βάση ορίζεται από την εξίσωση:  

[ ]
2 2 2

T 1 2 3
1 2 3 4

4

x x x 0
x x x x C

x 0∞

⎧⎪ + + =⎪= ∈ ⇔ ⎨⎪ =⎪⎩
X  (2.50)

 
ή στο επίπεδο του απείρου από τον μοναδιαίο πίνακα C∞ = I(3×3). Δύο διευθύνσεις του χώ-
ρου είναι μεταξύ τους κάθετες αν τα σημεία φυγής τους στο επίπεδο του απείρου είναι συ-
ζυγή σημεία ως προς την απόλυτη κωνική. Επίσης κάθε επίπεδο του χώρου Π τέμνει το ε-
πίπεδο του απείρου σε ευθεία, η οποία αποτελεί την ευθεία του απείρου του συγκεκριμέ-
νου επιπέδου. Αυτή με την σειρά της τέμνει την απόλυτη κωνική σε δύο σημεία, τα κυκλικά 
σημεία του Π. Τέλος, κάθε σφαίρα του τρισδιάστατου προβολικού χώρου τέμνει το επίπε-



2. Στοιχεία Προβολικής Γεωμετρίας 37

δο του απείρου στην απόλυτη κωνική τομή. 
 
Ο μετασχηματισμός ομοιότητας του 3D προβολικού χώρου ορίζεται μέσω της ιδιότητάς 
του να διατηρεί την απόλυτη κωνική τομή C∞. Έχει 7 ανεξάρτητες παραμέτρους, οι οποίες 
μπορούν να αναλυθούν σε τρεις στροφές περί τους άξονες του συστήματος αναφοράς, 
τρεις μεταθέσεις και μια μεταβολή κλίμακας, και όπως ο αντίστοιχος μετασχηματισμός του 
επιπέδου διατηρεί το σχήμα (και επομένως τις γωνίες και τους λόγους μηκών, εμβαδών 
και όγκων). Η συνηθέστερη εφαρμογή του στην Φωτογραμμετρία είναι κατά τον απόλυτο 
προσανατολισμό στερεοζεύγους εικόνων (απόλυτος προσανατολισμός στερεομοντέλου).  
 
2.5.4 Ετερογραφίες 

 
Στην ενότητα 2.5.1, ο προβολικός μετασχηματισμός του Pn ορίστηκε μέσω αντιστρέψιμου 
ομογενούς πίνακα H διαστάσεων (n+1)×(n+1), ο οποίος μετασχηματίζει σημεία σε σημεία 
σύμφωνα με την Εξ. (2.28). Βάσει της αρχής του “δυασμού”, της συμμετρίας δηλαδή ση-
μείων και υπερεπιπέδων στον προβολικό χώρο, η ερμηνεία της Εξ. (2.28) είναι δυνατή και 
ως μετασχηματισμός μεταξύ σημείων και υπερεπιπέδων, ήτοι:  

=h Hx   (2.51) 
Ο μετασχηματισμός αυτός ονομάζεται ετερογραφία (correlation), καθώς περιγράφει προ-
βολική σχέση ετερώνυμων στοιχείων (Λαδόπουλος, 1972). Ο αντίστροφος μετασχηματι-
σμός ετερογραφίας (αν ο πίνακας H είναι αντιστρέψιμος) είναι επίσης ετερογραφία, μετα-
σχηματίζει υπερεπίπεδα σε σημεία, ορίζεται δε μέσω του αντιστρόφου του Η. Σε αντίθεση 
με τις ομογραφίες, οι ετερογραφίες δεν συνιστούν ομάδα μετασχηματισμών, δεδομένου ότι 
η σύνθεση δύο ετερογραφιών δεν είναι ετερογραφία αλλά ομογραφία. Ακόμα, η ετερογρα-
φία οδηγεί στην διατύπωση διγραμμικών (bilinear) σχέσεων μεταξύ σημείων. Σημείο x ορί-
ζει υπερεπίπεδο h σύμφωνα με την Εξ. (2.51), και ένα δεύτερο σημείο x′ ανήκει στο h αν 
ικανοποιείται η Εξ. (2.6). Τα σημεία x και x′ ονομάζονται συζυγή ως προς την ετερογραφία 
H και ικανοποιούν την εξίσωση:  

0′ =x Hx  (2.52) 
Παράδειγμα ετερογραφίας είναι η πόλωση που ορίζεται μέσω συμμετρικού πίνακα H και ε-
ξετάστηκε σε προηγούμενες ενότητες. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον για την παρούσα διατριβή πα-
ρουσιάζουν επίσης οι μη αντιστρέψιμες ετερογραφίες του προβολικού επιπέδου. Αυτές εκ-
φράζονται από ομογενή πίνακα διαστάσεων 3×3 μηδενικής ορίζουσας, μέσω του οποίου 
(Εξ. 2.51) αντιστοιχίζονται σημεία του επιπέδου και ευθείες διερχόμενες από σημείο (απο-
τελούν, δηλαδή, επίπεδη δέσμη ακτίνων). 
 
Ειδικότερα, το μαθηματικό μοντέλο του επιπολικού πίνακα (το οποίο εξετάζεται στο 3ο Κε-
φάλαιο) αντιπροσωπεύει στην πραγματικότητα μια μη αντιστρέψιμη 2D ετερογραφία, συν-
δέοντας απευθείας τα σημεία εικόνας με την δέσμη των αντίστοιχων επιπολικών ευθειών 
άλλης (επικαλυπτόμενης) εικόνας, χωρίς να απαιτείται γνώση του εσωτερικού ή του σχετι-
κού προσανατολισμού τους. Τα ομόλογα σημεία των δύο εικόνων είναι συζυγή ως προς 
τον επιπολικό πίνακα και ικανοποιούν εξίσωση της μορφής της Εξ. (2.52). Ο προσδιορι-
σμός του επιπολικού πίνακα είναι δυνατός μέσω 7 τουλάχιστον τέτοιων εξισώσεων από 7 
ομολογίες.    
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2.6 Η κεντρική προβολή  
 
2.6.1 Ο προβολικός πίνακας της μηχανής 

 
Η προβολή του 3D προβολικού χώρου σε επίπεδο δια σημείου εκτός επιπέδου εκφράζεται 
από ομογενή πίνακα P διαστάσεων 3×4. Σημείο X = [X1 X2 X3 X4]T του P3 προβάλλεται στο 
σημείο x = [x1 x2 x3]T του P2 σύμφωνα με την εξίσωση:  

1
1 11 12 13 14

2
(3 4) 2 21 22 23 24

3
3 31 32 33 34

4

X
x p p p p

X
x p p p p

X
x p p p p

X

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⇔ = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

x P X  (2.53)

 
Στην βιβλιογραφία της Όρασης Υπολογιστών, ο P συνιστά το μαθηματικό μοντέλο που πε-
ριγράφει τον γεωμετρικό σχηματισμό εικόνας μέσω κεντρικής προβολής και καλείται προ-
βολικός πίνακας της μηχανής (projective camera matrix). Εάν το σημείο x εκφραστεί σε μη 
ομογενείς συντεταγμένες (διαίρεση με την τρίτη του συντεταγμένη x3), η Εξ. (2.53) καταλή-
γει στην εξίσωση του Άμεσου Γραμμικού Μετασχηματισμού (DLT), όπως αυτή έγινε γνω-
στή στην Φωτογραμμετρία από τους Abdel-Aziz & Karara (1971)8. Πλεονέκτημα της Εξ. 
(2.53), συγκρινόμενης με την τυπική εξίσωση συγγραμμικότητας, είναι ότι ο υπολογισμός 
των 11 παραμέτρων του P (από ≥ 6  φωτοσταθερά σημεία) είναι γραμμικός, ενώ δεν απαι-
τείται γνώση του εσωτερικού προσανατολισμού της μηχανής ούτε αναγωγή των μετρημέ-
νων εικονοσημείων στο τυπικό σύστημα εικονοσυντεταγμένων. Βέβαια, όπως επισημαίνει  
ο Dermanis (1991), η επιλογή του συστήματος αναφοράς κατά την γραμμική λύση επηρε-
άζει την ακρίβεια προσδιορισμού των παραμέτρων, κάτι όμως που μπορεί να αντιμετωπι-
στεί με εισαγωγή κατάλληλων εσωτερικών δεσμεύσεων.   
 
Στην πραγματικότητα, στην περίπτωση μηχανών απλής κεντρικής προβολής (pinhole ca-
mera) οι 11 παράμετροι του προβολικού πίνακα της μηχανής δεν είναι ανεξάρτητες, αλλά 
προκύπτουν από τα 9 στοιχεία του εσωτερικού και εξωτερικού προσανατολισμού της μη-
χανής λήψης. Έτσι, κάθε ομογενής πίνακας P3×4 του οποίου το αριστερό τμήμα 3×3 είναι 
αντιστρέψιμο μπορεί να αναλυθεί στους υποπίνακες:  

(3 3)×
⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦P KR CI  (2.54)

 
όπου C η θέση του σημείου λήψης (σε μη ομογενείς συντεταγμένες), R3×3 ο πίνακας στρο-
φής της εικόνας και Κ άνω τριγωνικός πίνακας διαστάσεων 3×3:   

α 0

0

c s x
0 c y
0 0 1

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

K  (2.55)

 
Τα στοιχεία του πίνακα K αντιστοιχούν στις παραμέτρους εσωτερικού προσανατολισμού 
της μηχανής. Ειδικότερα, η παράμετρος c αναφέρεται στην σταθερά της μηχανής, τα x0, y0 
στις εικονοσυντεταγμένες του πρωτεύοντος σημείου, ενώ τα α (aspect ratio) και s (skew-
ness) αντιπροσωπεύουν πρόσθετες προβολικές παραμέτρους αναφερόμενες, αντίστοιχα, 

                                                 
8 Η σχέση είχε διατυπωθεί επίσης, ανεξάρτητα, από τον Thompson (1971) αλλά και στην προγενέστερη ερ-
γασία του Das (1949).  



2. Στοιχεία Προβολικής Γεωμετρίας 39

στην σχετική κλίμακα μεταξύ των αξόνων της εικόνας (περίπτωση ψηφιακής εικόνας με μη 
τετραγωνική εικονοψηφίδα) και την απόκλισή τους από την καθετότητα. Προφανώς, στην 
περίπτωση απλής κεντρικής προβολής πρέπει να επιβάλλονται οι δύο δεσμεύσεις α = 1 
και s = 0 στις παραμέτρους του προβολικού πίνακα της μηχανής P (Bopp & Kraus, 1978). 
 
Σημαντικές ιδιότητες παρουσιάζουν επίσης οι στήλες και οι γραμμές του προβολικού πίνα-
κα της μηχανής. Όπως εξηγούν οι Hartley & Zisserman (2000), οι τρεις πρώτες στήλες του 
P περιγράφουν, σε ομογενείς συντεταγμένες, τα σημεία φυγής των τριών αξόνων του συ-
στήματος αναφοράς του χώρου, ενώ η τέταρτη αντιπροσωπεύει την απεικόνιση της αρχής 
του. Οι δύο πρώτες γραμμές του περιγράφουν, αντίστοιχα, τα επίπεδα που ορίζονται από 
το προβολικό κέντρο και τους άξονες x και y της εικόνας. Τέλος, η τρίτη γραμμή του P αν-
τιστοιχεί σε επίπεδο δια του κέντρου προβολής της εικόνας και παράλληλο στο επίπεδό 
της. Οι ιδιότητες αυτές των γραμμών του P ήταν ήδη γνωστές στον Das (1949), ο οποίος 
μάλιστα πρότεινε τον προσδιορισμό της θέσης του προβολικού κέντρου ως τομής αυτών 
των τριών επιπέδων. 
 
Βέβαια, η απεικόνιση του 3D χώρου σε επίπεδο μέσω κεντρικής προβολής δεν είναι αμφι-
μονοσήμαντη. Σημείο του 3D χώρου αντιστοιχεί σε εικονοσημείο, ωστόσο σε εικονοσημείο 
αντιστοιχεί απειρία σημείων του χώρου κείμενων επ’ ευθείας δια του προβολικού κέντρου. 
Το σύνολο των σημείων αυτών μπορούν να εκφραστούν αναλυτικά συναρτήσει μεταβλη-
τής λ και του ψευδοαντιστρόφου του P:  

( )λ λ†= +X P x C , 

όπου ( ) 1† T T −
=P P PP και C η λύση του συστήματος =PC 0  

(2.56)

 
 
2.6.2 Απεικόνιση σημείων του απείρου 

 
Στην εικόνα οι παράλληλες ευθείες του χώρου εμφανίζονται, κατά κανόνα, να συγκλίνουν 
σε σημείο. Πράγματι, βασική ιδιότητα της κεντρικής προβολής είναι πως σημεία του απεί-
ρου απεικονίζονται σε πραγματικά σημεία. Όπως προαναφέρθηκε (ενότητα 2.5.2), τα ιδε-
ατά σημεία ανήκουν στο επίπεδο του απείρου Π∞ και μπορούν να περιγραφούν από ομο-
γενές διάνυσμα της μορφής X∞ = [X1 X2 X3 0]T = [dT 0]T. Κατά τις Εξ. (2.53) και (2.54), ένας 
προβολικός πίνακας μηχανής απεικονίζει το X∞ στο σημείο x:  

(3 3) 0×

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥= − =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

d
x KR C KRdI  (2.57)

 
Η Εξ. (2.57) αποτελεί στην πραγματικότητα μια ομογραφία H = KR που μετασχηματίζει το 
επίπεδο του απείρου Π∞ και η οποία είναι ανεξάρτητη από την θέση του σημείου λήψης C. 
Εξαρτάται αποκλειστικά από τον εσωτερικό προσανατολισμό της μηχανής και τις στροφές 
της εικόνας. Εξαιρετικό ενδιαφέρον παρουσιάζει η απεικόνιση, μέσω της ομογραφίας αυ-
τής, της απόλυτης κωνικής τομής C∞ = I(3×3) (βλ. ενότητα 2.5.3.2). Κατά την Εξ. (2.31) η C∞, 
ως κωνική τομή, μετασχηματίζεται μέσω ομογραφίας στην κωνική τομή ω:  

( ) ( ) ( ) 1T 1T 1 T 1 1 T −− −− − − − −
∞ ∞= = = =H C H KR C KR K RR K KKω   (2.58)

 
Η ω ονομάζεται εικόνα της απόλυτης κωνικής τομής (image of the absolute conic), εξαρτά-
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ται δε αποκλειστικά από τον εσωτερικό προσανατολισμό της μηχανής. Χάρη στην ιδιότητά 
της αυτή, αποτελεί συστατικό στοιχείο αλγορίθμων βαθμονόμησης στην βιβλιογραφία της 
Όρασης Υπολογιστών (Maybank & Faugeras, 1992, Triggs, 1997, Liebowitz, 2001, Ronda 
& Valdés, 2007). Η Εξ. (2.58) μπορεί να αντιστραφεί, και συνεπώς η εύρεση της θέσης της 
εικόνας της απόλυτης κωνικής τομής ισοδυναμεί με προσδιορισμό των παραμέτρων του 
εσωτερικού προσανατολισμού της μηχανής. Αυτό επιβεβαιώνεται και γεωμετρικά καθώς η 
απόλυτη κωνική επιτρέπει την μέτρηση γωνιών στον προβολικό χώρο (βλ. ενότητα 2.5.3), 
και εν προκειμένω μεταξύ των προβολικών ακτίνων που ορίζονται από τα σημεία μιας ει-
κόνας, λειτουργία ακριβώς που επιτελεί και ο εσωτερικός προσανατολισμός. 
 



 
 

3 
 

Επιπολική Γεωμετρία 
 
 
 
3. Επιπολική Γεωμετρία 
 
 
 
3.1 Σχετικός προσανατολισμός 
 
Ο σχετικός προσανατολισμός ορίζεται ως το φωτογραμμετρικό πρόβλημα προσδιορισμού 
της σχετικής θέσης και των σχετικών στροφών δύο επικαλυπτόμενων δεσμών, κατά κανό-
να από ομολογίες σημείων1. Απαραίτητη προϋπόθεση είναι εν προκειμένω η γνώση του ε-
σωτερικού προσανατολισμού της μηχανής λήψης, δηλαδή οι εικόνες αντιμετωπίζονται ως 
δύο 3D δέσμες ακτίνων που οφείλουν να τέμνονται. Υπ’ αυτήν την έννοια ο σχετικός προ-
σανατολισμός είναι πρόβλημα ορισμένο στον 3D ευκλείδειο χώρο. Εκτός από απλό ενδιά-
μεσο στάδιο του προσδιορισμού των εξωτερικών προσανατολισμών δύο (ή περισσότερων 
εικόνων), ο σχετικός προσανατολισμός αντιπροσωπεύει ταυτόχρονα ένα ισχυρό εργαλείο 
με πολλές φωτογραμμετρικές χρησιμότητες. Με αποκατάσταση της αλληλοτομίας ομόλο-
γων οπτικών ακτίνων είναι δυνατή – μέσω εμπροσθοτομιών ή και σε ενιαία λύση (μεθοδος 
της δέσμης) – η 3D ανακατασκευή απεικονιζόμενων σημείων2, οπότε το προκύπτον σημει-
οσύνολο διαφέρει από την πραγματικότητα κατά κλίμακα, θέση και προσανατολισμό στον 
χώρο. Η αβεβαιότητα αυτή μπορεί να αρθεί με 3D μετασχηματισμό ομοιότητας (διαδικασία 
απόλυτου προσανατολισμού βάσει φωτοσταθερών σημείων ή άλλων χαρακτηριστικών), 
ωστόσο υπάρχουν και εφαρμογές όπου επαρκεί η αποκατάσταση της κλίμακας, πχ. μέσω 
γνωστών αποστάσεων, ή και απλώς η ανακατασκευή του σχήματος του αντικειμένου. Τέ-
λος, βασικό χαρακτηριστικό του σχετικού προσανατολισμού του στερεοζεύγους – και της 

                                                 
1 Ο σχετικός προσανατολισμός είναι αντιμετωπίσιμος και με ομολογίες άλλων χαρακτηριστικών, πχ. ευ-
θειών. Στην περίπτωση ομόλογων ευθειών το πρόβλημα έχει λύση μόνο για τριάδες επικαλυπτόμενων εικό-
νων (Petsa & Patias, 1994). Το στερεοζεύγος μπορεί να προσανατολιστεί σχετικά μέσω ευθειών μόνο εφό-
σον μπορούν να δεσμευτούν γεωμετρικά ορισμένες από τις απεικονιζόμενες ευθείες του χώρου, πχ. ως συνε-
πίπεδες (Πέτσα, 1996, Petsa & Karras, 2000). 
2 Η γεωμετρική ποιότητα της 3D ανακατασκευής στο αυθαίρετο σύστημα είναι δυνατόν να ενισχυθεί με την 
εισαγωγή γνωστών γεωμετρικών δεσμεύσεων, πχ. συνεπιπεδότητας, μεταξύ σημείων του αντικειμένου στην 
διαδικασία του σχετικού προσανατολισμού (Καλούση, 2006, Χατζησταύρου, 2006). 
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γενίκευσής του ως προσανατολισμού περισσότερων εικόνων σε αυθαίρετο σύστημα – εί-
ναι η πλήρης αξιοποίηση της “εσωτερικής” ακρίβειας των εικόνων, καθώς δεν απαιτείται 
κατ’ αρχήν καμία a priori γεωμετρική πληροφορία για τον απεικονιζόμενο 3D χώρο. 
 
3.1.1 Γεωμετρία του στερεοζεύγους 
 
Κάθε σημείο X του αντικειμένου ορίζει μέσω των προβολικών κέντρων των εικόνων O και 
O′ δύο οπτικές ακτίνες, οι οποίες τέμνουν τα επίπεδα των εικόνων στα αντίστοιχα εικονο-
σημεία x και x′ (Σχ. 3.1). Η ευθεία της βάσης OO′ του στερεοζεύγους, η οποία ορίζεται α-
πό τα δύο κέντρα προβολής, τέμνει επίσης τις εικόνες στους πόλους e και e′ του ζεύγους. 
Κάθε μια από τις ομόλογες οπτικές ακτίνες ορίζει, μαζί με την βάση, το επιπολικό επίπεδο, 
το οποίο τέμνει τα επίπεδα των εικόνων στις δύο ομόλογες επιπολικές ευθείες. Κατ’ αυτόν 
τον τρόπο, τα σημεία του χώρου ορίζουν δέσμη επιπολικών επιπέδων, αξονική ως προς 
την βάση, η οποία με την σειρά της ορίζει επί των εικόνων δύο ομόλογες επίπεδες δέσμες 
επιπολικών ευθειών με κορυφές τους πόλους. Δεδομένου λοιπόν ότι ορίζονται από τομές 
με αξονική δέσμη επιπέδων, οι δέσμες αυτές είναι μεταξύ τους προβολικές (Hallert, 1960). 
 

 X

O
c′

x′

e′ O′e

x

xz

y

c

 
Σχήμα 3.1. Γεωμετρία του στερεοζεύγους. 
 
 
3.1.2 Συνθήκη συνεπιπεδότητας 
 
Με αντιστροφή της διαδικασίας σχηματισμού των εικόνων, κάθε ζεύγος ομόλογων εικονο-
σημείων x και x′ επιτρέπει, δια του εσωτερικού προσανατολισμού, να ορίζονται στον χώ-
ρο δύο ευθείες (οπτικές ακτίνες) που οφείλουν να τέμνονται. Απαραίτητη προϋπόθεση εί-
ναι τα διανύσματα Ox=p

JJG
 και O x′ ′ ′=p

JJJJG
, που ορίζονται από τα ομόλογα σημεία και τα αν-

τίστοιχα κέντρα προβολής των εικόνων, να είναι συνεπίπεδα με το διάνυσμα OO′=B
JJJJG

 της 
βάσης του στερεοζεύγους. Η συνθήκη συνεπιπεδότητας, όπως είναι γνωστή στην φωτο-
γραμμετρική ορολογία, επιτρέπει να προσδιορίζεται ο σχετικός προσανατολισμός ζεύγους 
εικόνων, εκφράζεται δε αλγεβρικά με το μεικτό γινόμενο των τριών διανυσμάτων:  

( ) 0′⋅ × =p B p  (3.1)
 
όπου:  



3. Επιπολική Γεωμετρία 43

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

0

0

x x
y y

c
p , 

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

x

y

z

b
b

b

B , 
⎡ ⎤′ ′−⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′= −⎢ ⎥
⎢ ⎥′−⎢ ⎥⎣ ⎦

0
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c
p R  (3.2)

 
και R ο πίνακας στροφής των σχετικών στροφών των δύο εικόνων, x, y και x′, y′ οι εικονο-
συντεταγμένες των ομόλογων σημείων στις δύο εικόνες, ενώ x0, y0 και x0′, y0′ είναι οι αντί-
στοιχες εικονοσυντεταγμένες των πρωτευόντων σημείων και c, c′ οι αντίστοιχες τιμές της 
σταθεράς μηχανής των δύο εικόνων.  
 
Το εξωτερικό γινόμενο στην Εξ. (3.1) εκφράζει διάνυσμα κάθετο στο επιπολικό επίπεδο 
που ορίζεται από τα διανύσματα B και p′, ενώ το εσωτερικό γινόμενο του διανύσματος αυ-
τού με το p ισούται με το συνημίτονο της γωνίας τους, επομένως μηδενίζεται δεδομένου ό-
τι το p επίσης ανήκει στο επιπολικό επίπεδο (γεωμετρικά, το μεικτό γινόμενο εκφράζει τον 
όγκο του παραλληλεπίπεδου που ορίζουν τα τρία διανύσματα, ο οποίος βέβαια οφείλει να 
είναι μηδενικός αφού τα διανύσματα είναι συνεπίπεδα).  
 
Στην φωτογραμμετρική βιβλιογραφία (Δερμάνης, 1991, Atkinson, 1996, Πέτσα, 2000), το 
μεικτό γινόμενο της Εξ. (3.1) υπολογίζεται μέσω της ορίζουσας:  

=
′ ′ ′

x y z

1 2 3

1 2 3

b b b

p p p 0
p p p

 (3.3)

 
η οποία επιλύεται μη γραμμικά ως προς τις τρεις ανεξάρτητες παραμέτρους του πίνακα 
στροφής (στροφές ω, ϕ, κ της δεύτερης εικόνας ως προς την πρώτη3) και τις συνιστώσες 
της βάσης του στερεοζεύγους. Πολλαπλασιασμός του διανύσματος της βάσης με σταθερά 
λ ≠ 0 προφανώς δεν επηρεάζει τον μηδενισμό της ορίζουσας, συνεπώς κάθε διάνυσμα 
της μορφής λB = λ[bx by bz]T ικανοποιεί την Εξ. (3.3), αποτελώντας άρα αποδεκτή λύση 
του σχετικού προσανατολισμού. Αυτή η αβεβαιότητα κλίμακας – η οποία γεωμετρικά ισο-
δυναμεί με μετάθεση των εικόνων στην διεύθυνση της βάσης Β – είναι δυνατόν να αντιμε-
τωπιστεί με αυθαίρετο ορισμό είτε μιας των συνιστωσών της βάσης είτε του μέτρου του δι-
ανύσματος B (τελικά, συνεπώς, εκείνο που προσδιορίζεται είναι η διεύθυνση της βάσης). 
Για να προσδιοριστούν οι 5 ανεξάρτητες παράμετροι του σχετικού προσανατολισμού αρ-
κούν 5 κατ’ ελάχιστον αντιστοιχίες σημείων (περίσσεια ομολογιών αντιμετωπίζεται με ελα-
χιστοτετραγωνική συνόρθωση). Υπενθυμίζεται ότι, όπως ήδη αναφέρθηκε στην Εισαγωγή 
(ενότητα 1.2.1), στην οριακή περίπτωση των 5 ομόλογων σημείων το πρόβλημα του σχε-
τικού προσανατολισμού του ζεύγους έχει 10 πιθανές λύσεις, ορισμένες από τις οποίες εν-
δέχεται να είναι μιγαδικές (Kruppa, 1913, Demazure, 1988, Faugeras & Maybank, 1990).   
 
3.1.3 Δεσμευμένος επιπολικός πίνακας 
 
Σε αντίθεση με την τυπική διάταξη λήψης της αεροφωτογραμμετρίας, η τυχαία γεωμετρία 
των λήψεων σε επίγειες εφαρμογές καθιστά, συχνά, την εκτίμηση αρχικών τιμών για την ε-
λαχιστοτετραγωνική συνόρθωση της Εξ. (3.3) υπόθεση αρκετά πιο σύνθετη. Αν επιπλέον 

                                                 
3 O Thompson (1959) υπολογίζει αντί αυτών τις τρεις γωνίες Rodrigues, ενώ ο Horn (1991) εκφράζει τον πί-
νακα στροφής συναρτήσει μοναδιαίων ‘quaternions’. 
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ληφθεί υπόψη το αίτημα για αυτοματισμό, ακόμα μάλιστα και σε πραγματικό χρόνο, καθί-
σταται εμφανής η ανάγκη για αλγορίθμους που αντιμετωπίζουν το πρόβλημα του σχετικού 
προσανατολισμού χωρίς απαίτηση για αρχικές τιμές. Τέτοιοι αλγόριθμοι διατυπώθηκαν α-
πό νωρίς, τόσο στην φωτογραμμετρική βιβλιογραφία (Thompson, 1959, Stefanovic, 1973, 
Khlebnikova, 1983, Cheng, 1986, Shih, 1992) όσο και σε εκείνη της Όρασης Υπολογιστών 
(Longuet-Higgins, 1981, Tsai & Huang, 1984). Στην πλειονότητά τους αποτελούνται από 
ένα πρώτο βήμα υπολογισμού 8 εξαρτημένων παραμέτρων, από τις οποίες κατόπιν προ-
κύπτουν οι 5 ανεξάρτητες παράμετροι του σχετικού προσανατολισμού. Δημοφιλέστερος 
ανάμεσά τους είναι ο αλγόριθμος του Longuet-Higgins (1981) που βασίζεται στον υπολο-
γισμό εκείνου που αποδίδεται εδώ ως δεσμευμένος επιπολικός πίνακας (essential matrix), 
ο οποίος αποτέλεσε αντικείμενο εκτεταμένης έρευνας στην Όραση Υπολογιστών.  
 
Με την βοήθεια των πινάκων εσωτερικού προσανατολισμού K και K′ (Εξ. 2.55) των δύο ει-
κόνων στην περίπτωση τετραγωνικών εικονοψηφίδων (α = 1 και s = 0), ορίζονται οι “κανο-
νικοποιημένες” συντεταγμένες των ομόλογων σημείων:   

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� ∼
0

1
0

x x x
y y y
1 c

x K  και −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ′ ′ ′= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� ∼
0

1
0

x x x
y y y
1 c

x K  (3.4)

 
όπου το σύμβολο “∼” υποδηλώνει ισότητα η οποία συμπεριλαμβάνει πολλαπλασιασμό με 
σταθερά λ ≠ 0. Τέτοιος πολλαπλασιασμός δεν αναιρεί τον μηδενισμό του μεικτού γινομέ-
νου (Εξ. 3.1), και η συνθήκη συνεπιπεδότητας γράφεται ισοδύναμα ως:  

( )′⋅ × =� � 0x B Rx  (3.5)
 
Εάν επιπλέον το εξωτερικό γινόμενο εκφραστεί συναρτήσει του αντισυμμετρικού πίνακα ε-
ξωτερικού γινομένου (Εξ. 2.11), η Εξ. (3.5) απλοποιείται περαιτέρω:  

[ ]
×

′ ′= ⇔ =� � � �T T0 0x B Rx x Ex , όπου [ ]
×

=E B R  (3.6)
 
Η Εξ. (3.6) παραμένει μη γραμμική ως προς τα στοιχεία της βάσης B και τις τρεις στροφές 
που ορίζουν τον πίνακα R, μπορεί όμως να επιλυθεί γραμμικά ως προς τα στοιχεία του πί-
νακα E = [B]×R. Ο E ονομάζεται δεσμευμένος επιπολικός πίνακας του στερεοζεύγους και έ-
χει διαστάσεις 3×3, αλλά αρκούν 8 τιμές για τον προσδιορισμό του (πχ. ορίζεται αυθαίρετα 
η τιμή ενός στοιχείου ή δεσμεύεται η τιμή του αθροίσματος των τετραγώνων των στοιχείων 
του) καθώς πολλαπλασιασμός των στοιχείων του με μη μηδενική σταθερά αφήνει ανεπη-
ρέαστη την Εξ. (3.6). Η γραμμική επίλυση για τις παραμέτρους του E πραγματοποιείται α-
φού προηγουμένως αναχθούν οι κανονικοποιημένες εικονοσυντεταγμένες των ομόλογων 
σημείων σε μορφή:  

[ ]=� � � T
1 2x x 1x και ⎡ ⎤′ ′ ′= ⎣ ⎦� � � T

1 2x x 1x  (3.7)
 
Μέσω αυτών, η Εξ. (3.6) αναπτύσσεται ως:  

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + + + =� � � � � � � � � � � �
1 1 11 2 1 12 1 13 1 2 21 2 2 22 2 23 11 31 2 32 33x x E x x E x E x x E x x E x E x E x E E 0  (3.8)

 
δηλαδή σε μορφή γραμμική ως προς τα στοιχεία του E. Οι Weng et al. (1989 και 1993) 
πρότειναν επίσης εναλλακτικούς τρόπους υπολογισμού του δεσμευμένου επιπολικού πί-
νακα που στηρίζονται σε μη γραμμική συνόρθωση της Εξ. (3.6) και οδηγούν σε ακριβέστε-
ρα αποτελέσματα. Η εύρεση των 8 παραμέτρων του E μπορεί να γίνει και με τους αλγορί-
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θμους υπολογισμού του επιπολικού πίνακα που παρουσιάζονται στα επόμενα (βλ. ενότη-
τα 3.2.4), αρκεί στην θέση των ομογενών να χρησιμοποιηθούν οι κανονικοποιημένες συν-
τεταγμένες των ομόλογων σημείων.  
 
3.1.3.1 Ιδιότητες δεσμευμένου επιπολικού πίνακα  
Οι 8 παράμετροι του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα δεν είναι βέβαια ανεξάρτητες. Είναι 
συναρτήσεις των 5 φυσικών παραμέτρων του σχετικού προσανατολισμού, γεγονός που ε-
ξηγεί την διαφορά μεταξύ του αριθμού των δύο. Πράγματι, για να μπορεί ο πίνακας E να 
αναλυθεί σε γινόμενο αντισυμμετρικού ([B]×) και ορθογώνιου πίνακα (R) πρέπει να ισχύ-
ουν ορισμένες δεσμεύσεις μεταξύ των στοιχείων του. Εξαιτίας του αντισυμμετρικού πίνα-
κα, ο δεσμευμένος επιπολικός πίνακας είναι κατ’ αρχήν μη αντιστρέψιμος, και συνεπώς έ-
χει μηδενική ορίζουσα και βαθμό 2:  

( )= ⇔ =0 rank 2E E  (3.9)
 
Η δέσμευση αυτή μειώνει κατά έναν τους βαθμούς ελευθερίας του E. Για τους δύο εναπο-
μένοντες βαθμούς ελευθερίας έχουν διατυπωθεί στην βιβλιογραφία της Όρασης Υπολογι-
στών αρκετές ισοδύναμες αλγεβρικές δεσμεύσεις. Στην συνέχεια παρουσιάζονται συνοπτι-
κά οι πιο σημαντικές από αυτές (παραλείπονται οι αποδείξεις, τις οποίες μπορεί κανείς να 
βρει συγκεντρωμένες στα βιβλία των Maybank, 1993, Faugeras, 1993, και Faugeras & Lu-
ong, 2001). 
 
Ο Demazure (1988) απέδειξε ότι ο Ε οφείλει να ικανοποιεί την δέσμευση:  

( ) ( )( )22 T Ttrace 2trace=EE EE  (3.10)
 
Παρόμοια σχέση έχει διατυπώσει και ο Trivedi (1988). 
 
Οι Huang & Faugeras (1989) κατέληξαν σε ισοδύναμη σχέση μέσω της ανάλυσης ιδιαζου-
σών τιμών4 (SVD – singular values decomposition). Γενικά, ένας πίνακας μπορεί να ανα-
λυθεί μέσω της SVD σε γινόμενο δύο ορθογώνιων και ενός θετικού διαγώνιου πίνακα σύμ-
φωνα με την σχέση:  

= TE UDV , όπου D = diag(λ1, λ2, λ3) με λ1≥λ2≥λ3≥0 (3.11) 
Οι λ1, λ2, λ3 ονομάζονται ιδιάζουσες τιμές του πίνακα και είναι ενδεικτικές του βαθμού του. 
Συγκεκριμένα, ο βαθμός ενός πίνακα ισούται με το πλήθος των μη μηδενικών ιδιαζουσών 
τιμών του, και εφόσον ο E είναι μη αντιστρέψιμος η λ3 οφείλει να είναι μηδενική. Για να εί-
ναι, επιπλέον, δυνατόν να αναλυθεί σε γινόμενο αντισυμμετρικού και ορθογώνιου πίνακα, 
και άρα να συνιστά δεσμευμένο επιπολικό πίνακα ζεύγους εικόνων, οι Huang & Faugeras 
(1989) έδειξαν ότι πρέπει οι δύο μη μηδενικές ιδιάζουσες τιμές του να είναι ίσες. Απέδει-
ξαν, ακόμα, ότι αυτό ισοδυναμεί με την δέσμευση:  

( ) ( )+ + = × + × + ×
2 2 2 22 2 2

1 2 3 1 2 2 3 3 14l l l l l l l l l  (3.12)
 
όπου l1, l2, l3, οι γραμμές του πίνακα E. 
                                                 
4 Αναλυτικά στοιχεία σχετικά με τον υπολογισμό της ανάλυσης ιδιαζουσών τιμών (SVD), τις ιδιότητές της και 
την χρήση της για την επίλυση γραμμικών συστημάτων εξισώσεων παρουσιάζονται στο εγχειρίδιο θεωρίας 
πινάκων των Golub & van Loan (1989).   
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Εναλλακτική διατύπωση πρότεινε ο Maybank (1990), ορίζοντας το συμμετρικό και το αντι-
συμμετρικό μέρος του πίνακα E:  

( )= + T
s

1
2

E E E και ( )= − T
a

1
2

E E E , με = +s aE E E  (3.13)
 
Αν q1, q2, q3 είναι οι ιδιοτιμές του Es και v διάνυσμα τέτοιο ώστε Ea = [v]×, τότε κάθε μη α-
ντιστρέψιμος πίνακας E διαστάσεων 3×3 είναι δεσμευμένος επιπολικός εάν, και μόνο εάν, 
ισχύουν ταυτόχρονα οι δύο δεσμεύσεις:  

1. q1 + q2 = q3 
2. v κάθετο στο ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή q3. 

(3.14)
 
 
3.1.3.2 Δεσμεύσεις στον υπολογισμό του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα  
Όλες οι προαναφερθείσες δεσμεύσεις είναι ισοδύναμες, αποτελώντας αναγκαία συνθήκη 
ώστε να μπορεί να αναλυθεί ο δεσμευμένος επιπολικός πίνακας στο διάνυσμα της βάσης 
και τον πίνακα στροφής στερεοζεύγους εικόνων. Εξαιτίας όμως της ύπαρξης θορύβου στις 
μετρήσεις, οι πίνακες E που προκύπτουν από γραμμική επίλυση της Εξ. (3.6) δεν αναμέ-
νεται ότι θα τις ικανοποιούν. Αυτό αντιμετωπίζεται με την ταυτόχρονη ελαχιστοτετραγωνι-
κή συνόρθωση της Εξ. (3.6) με μια από τις ισοδύναμες εξισώσεις δέσμευσης της προη-
γούμενης ενότητας (Weng et al., 1993a, 1993b). Η προσέγγιση αυτή οδηγεί βέβαια σε μη 
γραμμική επίλυση, αλλά οι απαραίτητες αρχικές τιμές των 8 παραμέτρων του E προκύ-
πτουν εύκολα από μια πρώτη γραμμική λύση της Εξ. (3.6).  
 
Βασιζόμενος στην δέσμευση των Huang & Faugeras (1989), ο Hartley (1992) αντιμετώπι-
σε τον προσδιορισμό του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα με πιο άμεσο τρόπο, αξιοποι-
ώντας την ανάλυση SVD. Επιλύοντας γραμμικά την Εξ. (3.6), υπολογίζει αρχικά πίνακα E, 
τον οποίο αναλύει μέσω της SVD στο γινόμενο:  

( )= λ λ λ T
1 2 3diag , ,E U V  (3.15)

 
Εξαιτίας σφαλμάτων στην μέτρηση των ομόλογων σημείων, οι ιδιάζουσες τιμές λ1, λ2 του 
E δεν αναμένονται ίσες ούτε η λ3 μηδενική. Μέσω αυτών όμως υπολογίζει τον πίνακα E′:  

⎛ ⎞λ + λ λ +λ ⎟⎜′ = ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
T1 2 1 2diag , ,0

2 2
E U V  (3.16)

 
ο οποίος, όπως αποδεικνύει, διαφέρει κατά το ελάχιστο δυνατό από τον E (το άθροισμα 
των τετραγώνων των διαφορών των στοιχείων τους είναι ελάχιστο) και ικανοποιεί τις ιδιό-
τητες ενός δεσμευμένου επιπολικού πίνακα. 
 
Σε επίλυση της Εξ. (3.6) υπό τις δεσμεύσεις της προηγούμενης ενότητας, τις οποίες οφεί-
λει να ικανοποιεί ο δεσμευμένος επιπολικός πίνακας, στηρίζονται και οι αλγόριθμοι υπολο-
γισμού του από 5 ομολογίες σημείων (Philip, 1996, Nister, 2003, Li & Hartley, 2006, Batra 
et al., 2007).  
 
3.1.3.3 Υπολογισμός πίνακα στροφής και μετάθεσης  
Για την τελική εξαγωγή του πίνακα στροφής και του διανύσματος της βάσης από τον δε-
σμευμένο επιπολικό πίνακα, οι Longuet-Higgins (1981), Tsai & Huang (1984) και Fauge-
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ras & Maybank (1990) διατύπωσαν παρεμφερείς αλγορίθμους, τους οποίους απλοποίησε 
ο Hartley (1992) μέσω της ανάλυσης ιδιαζουσών τιμών του E. Εναλλακτικές προσεγγίσεις 
έχουν προτείνει ακόμα οι Horn (1990b) και Wenzel & Grigat (2005). Τέλος, στο Κεφάλαιο 
5 της παρούσας διατριβής διατυπώνεται, μεταξύ άλλων, αλγόριθμος υπολογισμού της δι-
εύθυνσης της βάσης και του πίνακα στροφής ζεύγους εικόνων με την αξιοποίηση – αντί 
αλγεβρικών ιδιοτήτων του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα – γεωμετρικών δεσμεύσεων 
μεταξύ των πόλων και των παραμέτρων του εσωτερικού προσανατολισμού.  
 
Εδώ παρουσιάζεται, ενδεικτικά, ο αλγόριθμος του Hartley (1992). Έστω E δεσμευμένος ε-
πιπολικός πίνακας ζεύγους εικόνων που πληροί τις δεσμεύσεις της ενότητας 3.1.3.1 και έ-
χει πολλαπλασιαστεί με μη μηδενική σταθερά ώστε να αναλύεται μέσω της SVD στο γινό-
μενο:  

( )= Tdiag 1,1,0E U V  (3.17)
 
Εάν οριστούν οι πίνακες W και Z:  

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 1 0
1 0 0
0 0 1

W , 
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 1 0
1 0 0

0 0 0
Z  (3.18)

 
ο E μπορεί να αναλυθεί στο γινόμενο E = [B]×R όπου:  

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ± ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

T

0
0
1

B UZU  (3.19)

 
και:  

= TR UWV ή = T TR UW V  (3.20) 
Η ανάλυση αυτή δεν είναι μονοσήμαντη. Οι δύο τιμές του διανύσματος της βάσης που δια-
φέρουν κατά πρόσημο (Εξ. 3.19) αντιστοιχούν σε αντιμετάθεση των δύο εικόνων (Σχ. 3.2) 
και οφείλονται στην αβεβαιότητα της σχετικής θέσης τους (αριστερά ή δεξιά, πάνω ή κάτω, 
μπροστά ή πίσω). Επιπλέον, οι δύο πιθανοί πίνακες στροφής (Εξ. 3.20) αντιστοιχούν σε 
γεωμετρίες λήψης που διαφέρουν κατά στροφή 180ο της δεύτερης εικόνας περί την βάση, 
η οποία δεν διαταράσσει την συνεπιπεδότητα των οπτικών ακτίνων. Σε δεδομένο δεσμευ-
μένο επιπολικό πίνακα αντιστοιχούν, έτσι, οι τέσσερις γεωμετρίες λήψεων του Σχ. 3.2. Η 
πολλαπλότητα αυτή λύσεων αντιμετωπίζεται απλώς με το να προσδιοριστούν εμπροσθο-
τομικά οι 3D συντεταγμένες σημείου του απεικονιζόμενου αντικειμένου και να επιλεγεί η 
μοναδική γεωμετρία στην οποία το ανακατασκευασμένο σημείο βρίσκεται μπροστά και α-
πό τις δύο μηχανές λήψης (περίπτωση πάνω αριστερά στο Σχ. 3.2). 
 
Οι εκτιμήσεις για την βάση και τον πίνακα στροφής που προκύπτουν από τον δεσμευμένο 
επιπολικό πίνακα μπορούν φυσικά να βελτιωθούν περαιτέρω αν αξιοποιηθούν ως αρχικές 
τιμές σε μη γραμμική ελαχιστοτετραγωνική συνόρθωση με την συνθήκη συνεπιπεδότητας. 
Από τα δεδομένα για τα B, R και τους πίνακες εσωτερικού προσανατολισμού K, K′ μπο-
ρούν, τέλος, να υπολογιστούν οι προβολικοί πίνακες μηχανής (Εξ. 2.54) των δύο εικόνων:  

×
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦I(3 3)P K 0 και ⎡ ⎤′ ′= ⎣ ⎦P K R B  (3.21)
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Σχήμα 3.2. Οι τέσσερις γεωμετρίες λήψης που αντιστοιχούν σε δεσμευμένο επιπολικό πίνακα. 
 
 
3.1.3.4 Ορισμός πόλων και επιπολικών ευθειών  
Αφού αποκατασταθεί η συνεπιπεδότητα των ομόλογων ακτίνων με τον προσδιορισμό του 
σχετικού προσανατολισμού, είναι πλέον δυνατόν να οριστούν οι πόλοι όσο και οι επιπολι-
κές ευθείες. Πόλοι στερεοζεύγους είναι τα σημεία τομής της βάσης με τα επίπεδα των εικό-
νων και προκύπτουν ως η απεικόνιση του κέντρου προβολής κάθε εικόνας στην άλλη. Αν 
είναι γνωστοί οι προβολικοί πίνακες μηχανής των εικόνων, οι συντεταγμένες των κέντρων 
προβολής τους υπολογίζονται από την λύση των γραμμικών ομογενών συστημάτων:  

=PC 0 και ′ ′ =P C 0  (3.22) 
ενώ οι πόλοι προκύπτουν από τις σχέσεις:  

′=e PC και ′ ′=e P C  (3.23) 
 
Κάθε εικονοσημείο x ορίζει μέσω του αντίστοιχου προβολικού κέντρου ευθεία στον χώρο, 
η οποία προβαλλόμενη στην άλλη εικόνα ορίζει την επιπολική ευθεία του x. Με βάση την 
προσέγγιση των Xu & Zhang (1996) για τον προσδιορισμό των επιπολικών ευθειών μέσω 
των προβολικών πινάκων της μηχανής δύο εικόνων, η οπτική ακτίνα του x ορίζεται από το 
σύνολο των σημείων του χώρου που ικανοποιούν την Εξ. (2.56):  

( ) †λ = +λX P x C , όπου ( ) 1† T T −
=P P PP   

 
Δύο σημεία της είναι το προβολικό κέντρο C και το †P x , τα οποία αντίστοιχα προβάλλον-
ται στην δεύτερη εικόνα μέσω του πίνακα P′ στον πόλο e′ και στο σημείο ′ †P P x . Αυτά τα 
σημεία ορίζουν την επιπολική ευθεία l′:   

× ×
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= × = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

† † †l e P P x e P P x P C P P x   (3.24)
 
Αντιστρέφοντας τους ρόλους των δύο εικόνων είναι κατ’ αντιστοιχία δυνατόν να ορίσει κα-
νείς στην πρώτη εικόνα την επιπολική ευθεία l εικονοσημείου x′ της δεύτερης:  

[ ]
× ×

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′= = ⎣ ⎦
† †l e PP x PC PP x   (3.25)

 
Οι Εξ. (3.24) και (3.25) έχουν ιδιαίτερη σημασία καθώς συνδέουν απευθείας τις ομογενείς 
συντεταγμένες σημείων με την ομογενή αναπαράσταση των αντίστοιχων επιπολικών ευ-
θειών. Μέσω αυτών μπορούν να οριστούν οι προβολικές δέσμες των επιπολικών ευθειών 
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διά των πόλων, ενώ ταυτόχρονα λειτουργούν ως δεσμεύσεις, γεωμετρικές και αλγεβρικές, 
για τις πιθανές θέσεις των ομόλογων σημείων στις εικόνες.  
 
Πράγματι, το ομόλογο x′ εικονοσημείου x της πρώτης εικόνας οφείλει στην δεύτερη εικόνα 
να κείται επί της επιπολικής ευθείας l′ και συνεπώς να ικανοποιεί την σχέση:  

×
⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′= ⇔ =⎣ ⎦

T T †x l 0 x e P P x 0   (3.26)
 
Η δέσμευση αυτή διευκολύνει αποφασιστικά την αυτόματη αναζήτηση ομόλογων σημείων 
σε προσανατολισμένες εικόνες. Οι πιθανές θέσεις για το ομόλογο ενός δεδομένου εικονο-
σημείου περιορίζονται επί της επιπολικής του ευθείας, οπότε η αναζήτησή του μετατρέπε-
ται σε πρόβλημα κατ’ αρχήν μονοδιάστατο.  
 
 
3.2 2D Επιπολική Γεωμετρία 
 
3.2.1 Επιπολικός πίνακας 
 
Ο ορισμός των πόλων και των επιπολικών ευθειών στην προηγούμενη ενότητα προϋπο-
θέτει γνωστούς προσανατολισμούς – εσωτερικό και σχετικό – των δύο εικόνων ενός ζεύ-
γους. Παρατηρώντας όμως κανείς την μορφή της Εξ. (3.24) θα διαπιστώσει ότι περιγράφει 
μια μη αντιστρέψιμη ετερογραφία (βλ. ενότητα 2.5.3) που συνδέει σημεία με ευθείες του 
επιπέδου και αναπαριστάται από τον πίνακα:  

×
⎡ ⎤′ ′= ⎣ ⎦

†F e P P   (3.27)
 
Ο πίνακας F ονομάζεται εδώ επιπολικός πίνακας (fundamental matrix) του στερεοζεύγους 
και, λόγω του αντισυμμετρικού του μέρους [e′]×, έχει μηδενική ορίζουσα. Με αυτό είναι όν-
τως συμβατή η γεωμετρία των επιπολικών ευθειών. Το σύνολό τους ορίζει, όπως ήδη α-
ναφέρθηκε, δύο επίπεδες κεντρικές δέσμες ευθειών που βρίσκονται σε προβολική σχέση, 
συνεπώς υπάρχει ομογραφία του P1 που τις συνδέει αμφιμονοσήμαντα αλλά και ετερογρα-
φία που συνδέει σημεία της μιας με ευθείες της άλλης (Λαδόπουλος, 1972). Επίσης, κα-
θώς σε δεδομένη ευθεία δια του πόλου της δεύτερης εικόνας δεν αντιστοιχεί ένα μόνο ση-
μείο της πρώτης αλλά ευθεία (η ομόλογη επιπολική ευθεία της), η ετερογραφία αυτή δεν 
αντιστρέφεται (έχει μηδενική ορίζουσα). Η προσέγγιση αυτή επιτρέπει να αντιμετωπιστεί ο 
προσδιορισμός των επιπολικών ευθειών ως πρόβλημα ορισμένο στον 2D προβολικό χώ-
ρο. Αντί λοιπόν του σχετικού προσανατολισμού του στερεοζεύγους, ζητούμενη σε αυτό το 
πλαίσιο είναι η εύρεση της μη αντιστρέψιμης ετερογραφίας που αντιστοιχίζει σημεία της 
μιας εικόνας στις επιπολικές ευθείες της άλλης και, αλγεβρικά, ισοδυναμεί με υπολογισμό 
του επιπολικού πίνακα F.  
 
Σύμφωνα με το μαθηματικό μοντέλο της ετερογραφίας, η επιπολική ευθεία εικονοσημείου 
x ορίζεται από την εξίσωση:  

′ =l Fx   (3.28) 
ενώ η δέσμευση των ομόλογων εικονοσημείων να κείνται επί των ομόλογων επιπολικών 
ευθειών εκφράζεται ως συζυγία ως προς την ετερογραφία F:   

′ =T 0x Fx   (3.29) 
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Η Εξ. (3.29), και η ισοδύναμή της Εξ. (3.26), εμφανίζουν μεγάλη ομοιότητα με την έκφρα-
ση της συνθήκης συνεπιπεδότητας μέσω του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα (Εξ. 3.6). 
Βασική διαφορά τους ωστόσο είναι η απευθείας χρήση των ομογενών συντεταγμένων των 
ομόλογων σημείων αντί των κανονικοποιημένων συντεταγμένων (ο ορισμός των οποίων 
απαιτεί γνωστό εσωτερικό προσανατολισμό της μηχανής λήψης). Η διαφορά αυτή δεν εί-
ναι απλώς αλγεβρική αλλά απορρέει από το γεγονός ότι οι δύο εξισώσεις εκφράζουν στην 
πραγματικότητα διαφορετικές γεωμετρικές δεσμεύσεις. Η Εξ. (3.6) συνιστά την μαθηματι-
κή έκφραση της 3D δέσμευσης συνεπιπεδότητας (coplanarity constraint) των ομόλογων ο-
πτικών ακτίνων με την βάση του στερεοζεύγους – η Εξ. (3.29), αντίθετα, εκφράζει την 2D 
δέσμευση επιπολικότητας (epipolar constraint), δηλαδή την δέσμευση ομόλογων σημείων 
επί προβολικά αντίστοιχων επιπολικών ευθειών. 
 
Αυτή ακριβώς η διαφορετική προσέγγιση επιτρέπει να ορίζεται η 2D επιπολική γεωμετρία 
ακόμα και σε περίπτωση εικόνων από μη βαθμονομημένες μηχανές. Πράγματι, ο πίνακας 
F – αν και εδώ ορίστηκε μέσω των προβολικών πινάκων μηχανής του στερεοζεύγους (Εξ. 
3.27) – είναι δυνατόν να υπολογίζεται, και μάλιστα γραμμικά, μέσω της Εξ. (3.30) απευ-
θείας από μετρήσεις ομόλογων εικονοσημείων, δηλαδή χωρίς να προϋποτίθεται προσδιο-
ρισμός του σχετικού προσανατολισμού αλλά ούτε και γνώση του εσωτερικού προσανατο-
λισμού των εικόνων.  
 
Η έννοια της 2D επιπολικής γεωμετρίας δεν είναι ξένη στην Φωτογραμμετρία. Πίνακα αντί-
στοιχο του F χρησιμοποίησε ο Bender (1971) για να περιγράψει εκείνο που ονόμασε “γενι-
κευμένο σχετικό προσανατολισμό”, ενώ και η αξιοποίηση του μαθηματικού μοντέλου της 
μη αντιστρέψιμης ετερογραφίας (singular correlation) για τον ορισμό των επιπολικών ευ-
θειών αποτέλεσε αντικείμενο του Thompson (1968) και αργότερα των Niini (1992, 1994, 
2000) και Brandstätter (1996). Ωστόσο η επαναδιατύπωση και συστηματική μελέτη της 2D 
επιπολικής γεωμετρίας έλαβε χώρα τα τελευταία χρόνια στο επιστημονικό πεδίο της Όρα-
σης Υπολογιστών. Εκεί κατέστη σαφές πως ο επιπολικός πίνακας (Luong, 1992) συνιστά 
μαθηματικό μοντέλο διακριτό από εκείνο του σχετικού προσανατολισμού, το οποίο περι-
γράφει την προβολική σχέση ανάμεσα στις δέσμες επιπολικών ευθειών απευθείας στο ε-
πίπεδο της εικόνας. Αποδεικνύεται, έτσι, ότι είναι εφικτό να προσδιορίζεται η επιπολική γε-
ωμετρία εικόνων προερχόμενων από μηχανές άγνωστης εσωτερικής γεωμετρίας (Fauge-
ras, 1992, Hartley, 1992, Hartley et al., 1992). Παράλληλα, διερευνήθηκαν οι ιδιότητες του 
επιπολικού πίνακα και διατυπώθηκαν εναλλακτικοί αλγόριθμοι για τον υπολογισμό του 
(Luong & Faugeras, 1996, Hartley, 1997a, Zhang, 1998a και 1998b, Hartley & Zisserman, 
2000, Faugeras & Luong, 2001).  
 
3.2.2 Ιδιότητες του επιπολικού πίνακα 
 
Ο επιπολικός πίνακας F αποτελεί γενίκευση του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα E. Ορί-
ζεται και αυτός από 8 στοιχεία (όλοι οι πίνακες λF με λ ≠ 0 είναι ισοδύναμοι), αλλά η μονα-
δική αλγεβρική δέσμευση που οφείλει να ικανοποιεί είναι εκείνη της μηδενικής ορίζουσας. 
Συνεπώς, ο F έχει 7 βαθμούς ελευθερίας αντί των 5 του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα. 
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Οι δύο πίνακες συνδέονται μέσω της σχέσης5:  
− −′= T 1F K EK   (3.30) 

ή και αντίστροφα:  
′= TE K FK   (3.31) 

Μέσω του επιπολικού πίνακα ορίζεται στην δεύτερη εικόνα η επιπολική ευθεία εικονοση-
μείου x της πρώτης (Εξ. 3.28), ενώ αν αντιστραφούν οι ρόλοι των δύο εικόνων οι επιπολι-
κές ευθείες προσδιορίζονται μέσω του ανάστροφου FT:  

′= Tl F x   (3.32) 
Οι πόλοι e και e′ των εικόνων προκύπτουν από τις λύσεις των γραμμικών συστημάτων:  

=Fe 0  και ′ =TF e 0   (3.33) 
Έστω l ευθεία δια του πόλου e στην πρώτη εικόνα. Η ευθεία αυτή είναι η τομή του επιπέ-
δου της εικόνας με κάποιο επιπολικό επίπεδο που τέμνει την άλλη εικόνα στην ευθεία l′. 
Προφανώς η επιπολική ευθεία κάθε σημείου της l είναι η l′, και αντίστροφα. Οι ευθείες l, l′ 
καλούνται ομόλογες επιπολικές ευθείες, και η μια μπορεί να προσδιοριστεί από την άλλη 
μέσω του επιπολικού πίνακα. Κάθε ευθεία της πρώτης εικόνας μη διερχόμενη δια του πό-
λου ορίζει σημείο τομής x με την l, και αυτό με την σειρά του ορίζει την επιπολική ευθεία l′ 
(Εξ. 3.28). Μια τέτοια ευθεία, που προσφέρεται εν προκειμένω, είναι η οριζόμενη σε ομο-
γενείς συντεταγμένες από το διάνυσμα e, αφού στην γενική περίπτωση eΤe ≠ 0 (βλ. Εξ. 
2.8). Έτσι, οι ομόλογες επιπολικές ευθείες συνδέονται με την σχέση:  

[ ]
×

′ =l F e l  και 
×

⎡ ⎤′ ′= ⎣ ⎦
Tl F e l  (3.34)

 
 
3.2.3 Γεωμετρική ερμηνεία του επιπολικού πίνακα 
 
Μέχρι στιγμής ο επιπολικός πίνακας έχει οριστεί μέσω των προβολικών πινάκων μηχανής 
δύο εικόνων (Εξ. 3.27), μέσω του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα (Εξ. 3.30) αλλά και ως 
μη αντιστρέψιμη ετερογραφία στο προβολικό επίπεδο. Στην βιβλιογραφία έχουν υιοθετη-
θεί εναλλακτικές γεωμετρικές προσεγγίσεις που οδηγούν σε κοινό μαθηματικό μοντέλο με 
εκείνο του επιπολικού πίνακα, αλλά συχνά σε διαφορετική ερμηνεία των παραμέτρων του.  
 
3.2.3.1 Πόλοι και ομογραφία του P1   
Οι δέσμες των επιπολικών ευθειών στις δύο εικόνες είναι προβολικές. Εάν οι ευθείες κάθε 
δέσμης αντιμετωπιστούν ως στοιχεία του μονοδιάστατου προβολικού χώρου P1 (βλ. ενό-
τητα 2.5.1.1) τότε υπάρχει ομογραφία που τις συνδέει αμφιμονοσήμαντα. Υιοθετώντας την 
συγκεκριμένη γεωμετρική προσέγγιση οι Luong et al. (1993) και Luong & Faugeras (1996) 
εξέφρασαν τα στοιχεία του επιπολικού πίνακα συναρτήσει της ομογραφίας του P1 και της 
θέσης των δύο πόλων στα επίπεδα των εικόνων. Εάν οι πόλοι δεν βρίσκονται στο άπειρο 
(περίπτωση εικόνων παράλληλων στην βάση) μπορούν να εκφραστούν σε ομογενείς συν-

                                                 
5 Για να είναι συμβατές οι Εξ. (3.30) και (3.31) με την Εξ. (3.6) πρέπει κανονικά να χρησιμοποιηθεί ο ανά-
στροφος του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα. Επιλέχθηκε ωστόσο η παρουσίαση της συγκεκριμένης μορ-
φής των εξισώσεων, που είναι συνήθης στην βιβλιογραφία της Όρασης Υπολογιστών, στην οποία στον ορι-
σμό του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα το διάνυσμα της βάσης και ο πίνακας στροφής αναφέρονται στο 
σύστημα συντεταγμένων της δεύτερης εικόνας. 
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τεταγμένες ως e = [e1 e2 1]T και e′ = [e′1 e′2 1]T. Κάθε ευθεία l της δέσμης επιπολικών ευ-
θειών της πρώτης εικόνας και l′ της δεύτερης ορίζονται από τις κλίσεις τους s και s′, αντί-
στοιχα, οι οποίες μπορούν να υπολογιστούν από την τομή κάθε ευθείας με την ευθεία του 
απείρου l∞ (βλ. ενότητα 2.5.2.1). Η ομογραφία του P1 που τις συνδέει αμφιμονοσήμαντα έ-
χει 3 βαθμούς ελευθερίας και γράφεται ως:  

+′ =
+

as bs
cs d

  (3.35)
 
όπου μόνο οι λόγοι των τεσσάρων παραμέτρων είναι σημαντικοί. Αποδεικνύεται ότι ο επι-
πολικός πίνακας F είναι ίσος με:   

2 1

2 1

2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 1 1

b a ae be
d c ce de

de be ce ae ce e de e ae e be e

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥= − − +⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − − + +⎣ ⎦

F   (3.36)

 
Σύμφωνα με την παραμετροποίηση αυτή απαιτούνται 4 βαθμοί ελευθερίας για τον ορισμό 
των πόλων στις δύο εικόνες και 3 για την ομογραφία. Το σύνολό τους συμφωνεί με τους 7 
βαθμούς ελευθερίας του επιπολικού πίνακα. Ακόμα, έτσι εκφραζόμενος ο πίνακας F έχει 
μηδενική ορίζουσα καθώς οι στήλες του είναι γραμμικά εξαρτημένες. Χάρη σε αυτή την ιδι-
ότητα, η συγκεκριμένη παραμετροποίηση χρησιμοποιείται συχνά σε αλγορίθμους υπολο-
γισμού του επιπολικού πίνακα (βλ. ενότητα 3.2.4.3) ώστε να επιβάλλεται άμεσα η δέσμευ-
ση μηδενικής ορίζουσας.  
 
Η Εξ. (3.36) μπορεί να χρησιμοποιηθεί επίσης κατά την αντίστροφη λογική για να προσδι-
οριστούν οι θέσεις των πόλων και οι παράμετροι της ομογραφίας μεταξύ των ομόλογων ε-
πιπολικών ευθειών:  

12a f=  11b f=  

22c f=−  21d f=−  

23 12 22 13
1

22 11 21 12

f f f fe
f f f f

−
=

−
 13 21 11 23

2
22 11 21 12

f f f fe
f f f f

−
=

−
 

32 21 22 31
1

22 11 21 12

f f f fe
f f f f

−′ =
−

 31 12 11 32
2

22 11 21 12

f f f fe
f f f f

−′ =
−

 

(3.37)

 
 
3.2.3.2 Πόλοι και κωνική τομή   
Εάν τοποθετηθούν οι δέσμες των επιπολικών ευθειών στο ίδιο επίπεδο τότε, κατά το θεώ-
ρημα του Steiner (βλ. ενότητα 2.5.1.1), οι ομόλογες επιπολικές ευθείες, καθώς συνδέονται 
μέσω ομογραφίας, θα τέμνονται επί κωνικής τομής διερχόμενης από τους δύο πόλους. Αν 
επιπλέον θεωρηθεί κοινό σύστημα συντεταγμένων (υπέρθεση των εικόνων ώστε να ταυτί-
ζονται τα δύο συστήματα εικονοσυντεταγμένων), τότε η κωνική τομή είναι ταυτόχρονα ο 
γεωμετρικός τόπος όλων των ομόλογων εικονοσημείων που ταυτίζονται στις δύο εικόνες. 
 
Εάν οριστούν το συμμετρικό και το αντισυμμετρικό μέρος του επιπολικού πίνακα με τρόπο 
ανάλογο της Εξ. (3.13):  

( )= + T
s

1
2

F F F και ( )= − T
a

1
2

F F F , με = +s aF F F  (3.38)
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τότε αποδεικνύεται ότι η κωνική τομή της τελευταίας περίπτωσης αναπαριστάται σε ομο-
γενείς συντεταγμένες από τον πίνακα Fs (Thompson, 1968, Maybank, 1993, Hartley & Zis-
serman, 2000). Επίσης, το σημείο xa που ορίζεται ως [xa]×= Fa και η ευθεία ee′ που συνδέ-
ει τους δύο πόλους έχουν σχέση πόλου-πολικής ως προς την κωνική Fs (Σχ. 3.3, αριστε-
ρά). Μέσω της κωνικής τομής Fs μπορεί να προσδιοριστεί γεωμετρικά η επιπολική ευθεία 
l′ που αντιστοιχεί σε εικονοσημείο x. Το σημείο x με τον πόλο e ορίζουν ευθεία που τέμνει 
την κωνική στο σημείο xc. Το σημείο αυτό ανήκει επίσης στην επιπολική ευθεία l′. Έτσι, η 
τελευταία προκύπτει με την σύνδεση του xc με τον πόλο e′ (Σχ. 3.3, δεξιά). Η συγκεκριμέ-
νη γεωμετρική ερμηνεία εξηγεί επίσης τους 7 βαθμούς ελευθερίας του επιπολικού πίνακα, 
καθώς 5 βαθμοί ελευθερίας απαιτούνται για τον ορισμό της κωνικής τομής Fs και 2 επι-
πλέον για τον ορισμό των πόλων επί αυτής. 
 

      
Σχήμα 3.3. Γεωμετρική ερμηνεία του επιπολικού πίνακα. 
 
 
3.2.3.3 Μεταφορά σημείων μέσω επιπέδου   
Οι Hartley & Gupta (1993) ακολούθησαν διαφορετική γεωμετρική προσέγγιση για να ορί-
σουν τις επιπολικές ευθείες και κατ’ επέκταση τον επιπολικό πίνακα, προβάλλοντας τα ση-
μεία της μιας εικόνας στην άλλη μέσω τυχαίου επιπέδου. Κάθε εικονοσημείο x της πρώτης 
εικόνας ορίζει μια 3D οπτική ακτίνα. Τομή της με τυχαίο επίπεδο π του χώρου που δεν πε-
ριλαμβάνει τα οπτικά κέντρα ορίζει σημείο Xπ (προφανώς διαφορετικό από το πραγματικό 
X του αντικειμένου), το οποίο προβάλλεται στην δεύτερη εικόνα ως xπ′ (Σχ. 3.4). Λόγω της 
προβολής αυτής μέσω επιπέδου, τα σημεία x και xπ′ στις δύο εικόνες συνδέονται μέσω ο-
μογραφίας (βλ. ενότητα 2.5.1.2). Υπάρχει άρα πίνακας Hπ διαστάσεων 3×3 τέτοιος ώστε:  

′ =x H xπ π   (3.39)
 
Επιπλέον, το σημείο Xπ ανήκει στην οπτική ακτίνα του x, άρα η προβολή του xπ′ στην δεύ-
τερη εικόνα ανήκει στην επιπολική ευθεία l′. Έτσι η τελευταία προκύπτει από την σύνδεση 
του xπ′ με τον πόλο e′ της δεύτερης εικόνας:  

× ×
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦l e x e H xπ π   (3.40)

 
Στην πραγματικότητα, για να οριστεί η επιπολική ευθεία l′ δεν απαιτείται γνώση της θέσης 
του πόλου e′ και της ομογραφίας Hπ αλλά αρκεί ο προσδιορισμός του πίνακα:  

×
⎡ ⎤′= ⎣ ⎦F e Hπ   (3.41)

 
Ο επιπολικός πίνακας ορίζεται κατ’ αυτόν τον τρόπο ως γινόμενο αντισυμμετρικού πίνακα 
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και ομογραφίας6. 
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x x′π

Xπ

e
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Σχήμα 3.4. Μεταφορά σημείων μέσω τυχαίου επιπέδου και ορισμός επιπολικών ευθειών. 
 
 
Σε αντίστοιχη σχέση κατέληξαν και οι Boufama & Mohr (1995) και Sinclair et al. (1995). Οι 
Luong & Vieville (1996) απέδειξαν την ισοδυναμία της Εξ. (3.41) με την (3.27), δείχνοντας 
ότι αν για την μεταφορά των σημείων επιλεγεί το επίπεδο του απείρου Π∞ τότε η ομογρα-
φία Hπ είναι ίση με:  

∞
′= = †H H P Pπ   (3.42)

 
 
Οι Luong & Faugeras (1993), επιζητώντας να υπολογίσουν τον επιπολικό πίνακα από ση-
μεία που κείνται σε δύο ή περισσότερα επίπεδα, διατύπωσαν την δέσμευση που οφείλουν 
να ικανοποιούν οι ομογραφίες προκειμένου να είναι συμβατές με επιπολικό πίνακα στερε-
οζεύγους. Κάθε ομογραφία Η που ικανοποιεί την εξίσωση:  

+ =T T 0H F F H   (3.43) 
μεταφέρει τα σημεία της πρώτης εικόνας σε σημεία της δεύτερης που βρίσκονται επί των 
επιπολικών ευθειών. Έδειξαν επίσης ότι αν από σημεία που είναι γνωστά ως συνεπίπεδα 
υπολογιστεί η ομογραφία Η που συνδέει τις απεικονίσεις τους στις εικόνες, τότε δύο επι-
πλέον ομολογίες σημείων εκτός του επιπέδου των πρώτων αρκούν για να οριστεί ο πόλος 
e′. Όντως, από κάθε ομολογία x και x′ σημείου (εκτός του επιπέδου) μπορεί να κατασκευ-
αστεί η επιπολική του ευθεία δια των σημείων x′ και Ηx. Η τομή δύο τέτοιων επιπολικών 
ευθειών ορίζει τον πόλο e′. Στην ίδια λογική στηρίζεται και ο “αλγόριθμος των 6 σημείων” 
(6-point algorithm) του Beardsley (1992) για τον υπολογισμό της 2D επιπολικής γεωμετρί-
ας από 6 σημεία, 4 εκ των οποίων είναι συνεπίπεδα .  
 
3.2.4 Αλγόριθμοι υπολογισμού του επιπολικού πίνακα 
 
Όπως προαναφέρθηκε, βασικό πλεονέκτημα του επιπολικού πίνακα είναι η δυνατότητα να 
υπολογίζεται αυτός, απευθείας μέσω της Εξ. (3.29), από μετρήσεις ομόλογων σημείων σε 

                                                 
6 Υπενθυμίζεται εδώ ότι ο δεσμευμένος επιπολικός πίνακας αναλύεται σε γινόμενο αντισυμμετρικού και ορ-
θογώνιου πίνακα. Στην διαφορά αυτή οφείλονται και οι διαφορετικές αλγεβρικές ιδιότητες των δύο πινάκων.  
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εικόνες άγνωστου εσωτερικού προσανατολισμού. Οι μετρήσεις στο επικαλυπτόμενο τμή-
μα των εικόνων εκφράζονται σε ομογενείς συντεταγμένες, ωστόσο μπορούν να πραγμα-
τοποιηθούν σε οποιοδήποτε σύστημα συντεταγμένων (όπως συμβαίνει στις περιπτώσεις 
της φωτογραμμετρικής αναγωγής και του άμεσου γραμμικού μετασχηματισμού). Αποφεύ-
γεται κατ’ αυτόν τον τρόπο το, τυπικό στην φωτογραμμετρική πρακτική, στάδιο του αφινι-
κού μετασχηματισμού και η ανάγκη για εικονοσήματα, ενώ είναι δυνατόν να αντιμετωπι-
σθούν ακόμα και τμήματα εικόνων. Στην βιβλιογραφία έχουν προταθεί πολλοί τρόποι για 
την επίλυση της Εξ. (3.29) από περίσσεια ομόλογων σημείων, οι οποίοι διαφοροποιούνται 
ως προς την ποσότητα που ελαχιστοποιείται κατά την συνόρθωση και την επιλογή των 7 
ανεξάρτητων παραμέτρων ώστε ο υπολογιζόμενος επιπολικός πίνακας να ικανοποιεί την 
δέσμευση μηδενικής ορίζουσας. Στην συνέχεια παρουσιάζονται συνοπτικά οι βασικότεροι 
σχετικοί αλγόριθμοι.  
   
3.2.4.1 Γραμμική επίλυση από περίσσεια ομόλογων σημείων   
Η απευθείας γραμμική επίλυση της Εξ. (3.29) από 8 ή περισσότερες ομολογίες σημείων – 
που ακολουθεί το πρότυπο επίλυσης του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα των Longuet-
Higgins (1981) και Tsai & Huang (1984) – είναι γνωστή στην βιβλιογραφία ως “αλγόριθμος 
των 8 σημείων” (8-point algorithm). Έστω x = [xi yi 1]T και x′ = [xi′ yi′ 1]T οι συντεταγμένες 
ζεύγους ομόλογων σημείων στις δύο εικόνες και f διάνυσμα που περιέχει τα στοιχεία του 
επιπολικού πίνακα:  

[ ]T11 12 13 21 22 23 31 32 33f f f f f f f f f=f  (3.44)
 
Η Εξ. (3.29) γράφεται ισοδύναμα ως:  

i 0=A f  (3.45) 
όπου:  

i i i i i i i i i i i i ix x y x x x y y y y x y 1⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′= ⎣ ⎦A  (3.46)
 
Εάν έχουν μετρηθεί n ≥ 8 ομόλογα σημεία, προκύπτει το ομογενές σύστημα εξισώσεων:  

× =n 9A f 0  (3.47)
 
Ένα ομογενές σύστημα έχει άπειρες λύσεις (πέραν της προφανούς f = 0) της μορφής λf. 
Το πρόβλημα μπορεί να ξεπεραστεί εάν οριστεί αυθαίρετα ένα στοιχείο του f (πχ. F33 = 1). 
Κατόπιν η Εξ. (3.47) μπορεί να επιλυθεί γραμμικά με μεθόδους γραμμικής άλγεβρας ή την 
μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων. Αποδεικνύεται επίσης (Golub & van Loan, 1989) ότι εάν  

= TA UDV  (3.48) 
η ανάλυση ιδιαζουσών τιμών (SVD) του πίνακα A, τότε η τελευταία στήλη του πίνακα V α-
ντιστοιχεί στην ελαχιστοτετραγωνική λύση f του προβλήματος:  

×

2
n 9min

f
A f υπό την δέσμευση =

2 1f  (3.49)
 
Η δέσμευση μοναδιαίας νόρμας έχει το πλεονέκτημα ότι αίρει το πρόβλημα της απειρίας 
λύσεων του ομογενούς συστήματος με γενικότερο τρόπο, αποφεύγοντας τον κίνδυνο να 
οριστεί αυθαίρετα κάποιο στοιχείο του επιπολικού πίνακα που ενδεχομένως στην πραγμα-
τικότητα είναι μηδενικό. Επιπλέον, μέσω της SVD είναι εφικτός ο προσδιορισμός του επι-
πολικού πίνακα από μετρήσεις 7 μόνο ομόλογων σημείων.  
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3.2.4.2 Επίλυση από 7 ομολογίες σημείων  
Στην περίπτωση αυτή, όπως εξηγεί ο Hartley (1994), κατά την ανάλυση ιδιαζουσών τιμών 
του πίνακα A οι δύο τελευταίες στήλες του πίνακα V, οι f1 και f2, ορίζουν δύο πίνακες δια-
στάσεων 3×3 (με τρόπο αντίστροφο της Εξ. 3.44), τους F1 και F2, οι οποίοι με την σειρά 
τους ορίζουν μονοπαραμετρική οικογένεια λύσεων του επιπολικού πίνακα της μορφής:  

( )= + −1 2a 1 aF F F  (3.50)
 
Η δέσμευση πως ο πίνακας F έχει μηδενική ορίζουσα οδηγεί σε εξίσωση 3ου βαθμού ως 
προς την παράμετρο a. Αν κρατηθούν μόνο οι πραγματικές λύσεις της, προκύπτουν τρεις 
το πολύ πιθανοί επιπολικοί πίνακες. Η μέθοδος αυτή είναι γνωστή ως “αλγόριθμος των 7 
σημείων” (7-point algorithm) και αποτελεί συστατικό στοιχείο αλγορίθμων εντοπισμού χον-
δροειδών σφαλμάτων σε ομολογίες σημείων που έχουν μετρηθεί αυτόματα σε στερεοζεύ-
γος (βλ. ενότητα 3.2.4.5). 
  
Διαφορετική γεωμετρική μέθοδο προσδιορισμού των δύο πόλων και κατ’ επέκταση του ε-
πιπολικού πίνακα από 7 ομολογίες σημείων παρουσίασαν οι Luong & Faugeras (1998). Η 
προσέγγισή τους βασίζεται στην διατήρηση του διπλού λόγου και την λύση του προβλή-
ματος του M. Chasles από τον R. Sturm (βλ. ενότητα 1.2.2.1). Οι πόλοι προκύπτουν από 
την τομή δύο καμπυλών 3ου βαθμού και ορίζουν επίσης τρεις πιθανές λύσεις για τον επι-
πολικό πίνακα.  
 
3.2.4.3 Μη γραμμική επίλυση   
Οι Luong et al. (1993) και Luong & Faugeras (1996) επισήμαναν πως η γραμμική επίλυση 
του επιπολικού πίνακα (βλ. ενότητα 3.2.4.1) δεν καταλήγει σε πίνακα μηδενικής ορίζουσας 
αφού η δέσμευση αυτή αγνοείται. Παράλληλα, η λύση είναι ευαίσθητη σε σφάλματα μετρή-
σεων και η ακρίβειά της εξαρτάται από την επιλογή του συστήματος συντεταγμένων των 
ομόλογων σημείων. Έτσι, προτείνουν μη γραμμική συνόρθωση με κατάλληλη παραμετρο-
ποίηση του επιπολικού πίνακα. Ο τελευταίος μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει μόνο 7 ανε-
ξάρτητων παραμέτρων εάν οριστεί αυθαίρετα ένα στοιχείο του και εκφραστεί μια γραμμή 
του (ή μια στήλη του) ως γραμμικός συνδυασμός των άλλων δύο. Εναλλακτικά, μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί η παραμετροποίηση του επιπολικού πίνακα μέσω των πόλων και της ο-
μογραφίας του P1 (ενότητα 3.2.3.1). Αρχικές τιμές για τις 7 επιλεγμένες παραμέτρους υπο-
λογίζονται με τον “αλγόριθμο των 8 σημείων”, και κατόπιν οι βέλτιστες τιμές τους προσδιο-
ρίζονται με επαναλήψεις που ελαχιστοποιούν την τιμή του αθροίσματος:  

( )2T
i i

i

′∑ x Fx   (3.51)
 
Ο Zhang (1998a) υποστηρίζει πως για τον βέλτιστο προσδιορισμό του επιπολικού πίνακα 
πρέπει να ελεγχθούν όλες οι πιθανές παραμετροποιήσεις του και να επιλεγεί τελικά εκείνη 
που προσφέρει αποτελέσματα μεγαλύτερης ακρίβειας.  
 
Ένα άλλο θέμα που τίθεται κατά τον μη γραμμικό υπολογισμό του επιπολικού πίνακα α-
φορά την ποσότητα που ελαχιστοποιείται στην συνόρθωση. Το “αλγεβρικό κλείσιμο” της 
Εξ. (3.47) που εκφράζει η Εξ. (3.51) δεν είναι το ενδεδειγμένο (Zhang, 1998a) καθώς εισά-
γει συστηματικά σφάλματα στην θέση των πόλων (τείνουν προς το κέντρο της εικόνας). 
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Αντ’ αυτού είναι προτιμότερο να ελαχιστοποιείται κάποια γεωμετρική ποσότητα, με συνη-
θέστερη την απόσταση των ομόλογων σημείων στις δύο εικόνες από τις αντίστοιχες επι-
πολικές ευθείες (Luong et al., 1993, Luong & Faugeras, 1996, Zhang, 1998a):   

( ) ( )( )′ ′+∑ 2 2 T
i i i i

i

min d , d ,x Fx x F x   (3.52)
 
ή εάν Fxi = [l1 l2 l3]T και FΤxi′ = [l1′ l2′ l3′]T:  

( )
⎛ ⎞⎟⎜ ′⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ′ ′+ +⎝ ⎠

∑
2T

i i2 2 2 2
i 1 2 1 2

1 1min
l l l l

x Fx   (3.53)
 
 
3.2.4.4 Βελτιώσεις της γραμμικής επίλυσης  
Ο Hartley (1997) υπερασπίζεται “τον αλγόριθμο των 8 σημείων” προτείνοντας βελτιώσεις 
της γραμμικής επίλυσης που αντιμετωπίζουν το ζήτημα της μηδενικής ορίζουσας και την 
ευαισθησία στον θόρυβο των μετρήσεων. Για την ελαχιστοποίηση της τελευταίας αλλά και 
των συστηματικών σφαλμάτων που εισάγει η επιλογή συστήματος συντεταγμένων των ο-
μόλογων σημείων προτείνει την κανονικοποίηση των εικονοσυντεταγμένων. Έτσι, πριν α-
πό την γραμμική επίλυση μετασχηματίζονται γραμμικά (μετάθεση και κλίμακα) οι μετρή-
σεις των ομόλογων σημείων σε κάθε εικόνα ώστε το κέντρο βάρος τους να ταυτιστεί με 
την αρχή του συστήματος συντεταγμένων και η μέση απόστασή τους από αυτήν να είναι 
ίση με 2 :  

=tx Tx  και ′ ′ ′=tx T x  (3.54)
 
Εάν Ft ο επιπολικός πίνακας που υπολογίστηκε από τις κανονικοποιημένες συντεταγμένες 
των ομόλογων σημείων, τότε ο F που αντιστοιχεί στις αρχικές μετρήσεις προκύπτει ως:   

′= tF T FT  (3.55)
 
Το πρόβλημα της μηδενικής ορίζουσας αντιμετωπίζεται σε επόμενο βήμα με μηδενισμό 
της τελευταίας ιδιάζουσας τιμής του πίνακα F. Έτσι, εάν:  

( )= λ λ λ T
1 2 3diag , ,F U V  (3.56)

 
η ανάλυση ιδιαζουσών τιμών (SVD) του επιπολικού πίνακα που υπολογίστηκε κατά τα 
προηγούμενα, τότε ο πίνακας F′:  

( )′ = λ λ T
1 2diag , ,0F U V  (3.57)

 
έχει μηδενική ορίζουσα και διαφέρει από τον F κατά το ελάχιστο δυνατόν (το άθροισμα 
των τετραγώνων των διαφορών των στοιχείων τους είναι ελάχιστο). Αντίστοιχη μέθοδο εί-
χαν προτείνει οι Tsai & Huang (1984) για τον υπολογισμό του δεσμευμένου επιπολικού 
πίνακα. Συγκρινόμενος με τις πιο σύνθετες μη γραμμικές προσεγγίσεις ο “κανονικοποιημέ-
νος αλγόριθμος των 8 σημείων” (normalized 8-point algorithm) του Hartley (1997) προσ-
φέρει αποτελέσματα αντίστοιχης ακρίβειας.  
 
3.2.4.5 Εντοπισμός χονδροειδών σφαλμάτων στις ομολογίες σημείων (RANSAC)  
Προϋπόθεση για να καταλήξουν σε αξιόπιστα αποτελέσματα οι αναφερθέντες αλγόριθμοι 
είναι η κανονική κατανομή των σφαλμάτων στις μετρήσεις. Χονδροειδή σφάλματα (τάξης 
αρκετών εικονοψηφίδων) στις ομολογίες – αναμενόμενα όταν τα ομόλογα σημεία μετρού-
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νται αυτόματα με τεχνικές συνταύτισης εικόνων (βλ. ενότητα 1.2.2.5) – μπορούν να οδηγή-
σουν τις συνορθώσεις σε εσφαλμένες λύσεις ή και σε αδυναμία σύγκλισης. Πριν λοιπόν α-
πό την τελική συνόρθωση υπολογισμού του επιπολικού πίνακα απαιτείται εντοπισμός των 
εσφαλμένων ομολογιών. Στην βιβλιογραφία έχουν διατυπωθεί διαφορετικοί αλγόριθμοι εν-
τοπισμού χονδροειδών σφαλμάτων (Torr & Murray, 1993, Shapiro & Brady, 1995, Chai & 
Ma, 1998, Tang et al., 1999, Torr & Zisserman, 2000, Torr, 2002). Δημοφιλέστερος ανάμε-
σά τους είναι ο αλγόριθμος RANSAC (random sampling consensus) των Fischler & Bolles 
(1981), ο οποίος χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά σε υπολογισμό επιπολικού πίνακα α-
πό τους Torr & Murray (1993). Σε επόμενη εργασία τους, μάλιστα, οι ίδιοι (Torr & Murray, 
1997) τον συγκρίνουν με άλλους αλγορίθμους, καταλήγοντας ότι συγκαταλέγεται ανάμεσα 
στους αποτελεσματικότερους ακόμα και σε περιπτώσεις όπου οι εσφαλμένες ομολογίες εί-
ναι περισσότερες από τις ορθές. Συνοπτικά, η μέθοδος RANSAC, προσαρμοσμένη στον υ-
πολογισμό του επιπολικού πίνακα, συνίσταται στα παρακάτω βήματα:  

 Από το σύνολο των ομολογιών επιλέγεται τυχαία υποσύνολο, αποτελούμενο από 
τον ελάχιστο αριθμό σημείων που απαιτείται για να υπολογιστεί ο επιπολικός πίνα-
κας (7 ή 8). 

 Από αυτά υπολογίζεται ο επιπολικός πίνακας με τον “αλγόριθμο των 7 σημείων”. 
Προκύπτουν 3 το πολύ πραγματικές λύσεις Fi (εναλλακτικά μπορεί να χρησιμοποι-
ηθεί ο “αλγόριθμος των 8 σημείων”). 

 Για κάθε ομολογία σημείων εκτός του χρησιμοποιηθέντος υποσυνόλου υπολογίζε-
ται η μέση απόσταση από τις αντίστοιχες επιπολικές γραμμές (Εξ. 3.52 και 3.53) 
και ελέγχεται κατά πόσο είναι μικρότερη από ένα κατώφλι (ποσοστό της διάστασης 
της εικονοψηφίδας). Τα σημεία που υπερβαίνουν το κατώφλι θεωρούνται εσφαλμέ-
να για την συγκεκριμένη λύση Fi του επιπολικού πίνακα.  

 Τα παραπάνω βήματα επαναλαμβάνονται N φορές. Κατ’ αυτόν τον τρόπο προκύ-
πτουν για τον επιπολικό πίνακα 3×Ν (ή Ν εφόσον επιλεγεί ο “αλγόριθμος των 8 ση-
μείων”) εκτιμήσεις καθώς και το πλήθος των εσφαλμένων ομολογιών για κάθε μια.  

 Επιλέγεται εκείνη η λύση που οδηγεί στον μικρότερο αριθμό χονδροειδών σφαλμά-
των στις ομολογίες σημείων και άρα βρίσκεται σε καλύτερη “συμφωνία” (consen-
sus) με τις μετρήσεις.  

 Αφού αφαιρεθούν οι εσφαλμένες ομολογίες υπολογίζεται ο επιπολικός πίνακας α-
πό όλα τα υπόλοιπα σημεία με έναν από τους προαναφερθέντες αλγορίθμους.  

Ο αριθμός Ν των επαναλήψεων που απαιτείται ώστε να είναι βέβαιο (με πιθανότητα p) ότι 
μια από τις υποομάδες που επιλέγονται περιλαμβάνει μόνο σωστές ομολογίες (και άρα θα 
οδηγήσει σε σωστό εντοπισμό των χονδροειδών σφαλμάτων) δίνεται από την σχέση:  

( )
( )( )
−

=
− −ε

s

log 1 p
N

log 1 1
 (3.58)

 
όπου s ο αριθμός των ελάχιστων απαιτούμενων σημείων για την επίλυση του επιπολικού 
πίνακα και ε εκτίμηση του ποσοστού των εσφαλμένων ομολογιών.   
 
3.2.4.6 Κρίσιμες γεωμετρίες  
Ως κρίσιμες χαρακτηρίζονται οι γεωμετρίες για τις οποίες δεν είναι δυνατόν να προσδιορι-
στεί ο επιπολικός πίνακας. Σε ό,τι αφορά την γεωμετρία των εικόνων δεν υπάρχει κρίσιμη 
γεωμετρία για τον F, πέρα από την ταύτιση των δύο κέντρων προβολής (οπότε οι δύο ει-
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κόνες συνδέονται μέσω ομογραφίας). Πράγματι, ο επιπολικός πίνακας μπορεί σε κάθε πε-
ρίπτωση να προσδιοριστεί μοναδικά από τους προσανατολισμούς των δύο εικόνων ή ισο-
δύναμα από τους προβολικούς πίνακες μηχανής (Εξ. 3.27). Ωστόσο, ο όρος “κρίσιμη γεω-
μετρία” χρησιμοποιείται συνήθως σε σχέση με τον υπολογισμό του F από ομολογίες ση-
μείων στις δύο εικόνες, αναφερόμενος σε εκείνες τις κατανομές των σημείων αυτών στον 
χώρο που δεν οδηγούν σε μοναδική λύση.  
 
Υπ’ αυτήν την έννοια, κρίσιμη για τον F είναι εκείνη η γεωμετρία όπου τα σημεία μαζί με τα 
προβολικά κέντρα των εικόνων ανήκουν σε ευθειογενή επιφάνεια 2ου βαθμού (Maybank, 
1993), κανονική (πχ. υπερβολικό παραβολοειδές, μονόχωνο υπερβολοειδές) ή εκφυλισμέ-
νη (πχ. κώνος, κύλινδρος, δύο επίπεδα). Σε αυτή την περίπτωση υπάρχουν 3 πιθανές λύ-
σεις. Αυτό συμφωνεί με την ύπαρξη 3 λύσεων στον υπολογισμό του επιπολικού πίνακα α-
πό 7 ομολογίες σημείων καθώς πράγματι, εάν προστεθούν τα δύο προβολικά κέντρα, 9 
σημεία του χώρου ορίζουν πάντοτε ευθειογενή επιφάνεια 2ου βαθμού. Ειδικότερα, από τις 
πιθανές κρίσιμες γεωμετρίες σημαντικότερη είναι η περίπτωση συνεπίπεδων σημείων, ό-
που το μαθηματικό μοντέλο του επιπολικού πίνακα εκφυλίζεται σε ομογραφία. Αξίζει να 
σημειωθεί πως αυτές οι κρίσιμες γεωμετρίες αφορούν και το μαθηματικό μοντέλο του δε-
σμευμένου επιπολικού πίνακα. Σε αντίστοιχη “επικίνδυνη επιφάνεια” για την περίπτωση 
του σχετικού προσανατολισμού είχαν καταλήξει πολύ παλαιότερα και οι Krames (1940 και 
1942) και Wunderlich (1941). 
 
 
3.3 3D προβολική  ανακατασκευή 
 
Στην περίπτωση εικόνων από βαθμονομημένες μηχανές, ομολογίες σημείων επιτρέπουν 
τον υπολογισμό του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα. Από αυτόν είναι δυνατή η εξαγωγή 
του σχετικού προσανατολισμού και η εμπροσθοτομική ανακατασκευή των απεικονιζόμε-
νων αντικειμένων. Τόσο το 3D μοντέλο του αντικειμένου όσο και οι εξωτερικοί προσανατο-
λισμοί των εικόνων διαφέρουν από την πραγματικότητα (εάν αγνοηθεί η επίδραση των τυ-
χαίων σφαλμάτων) κατά θέση, στροφή και κλίμακα. Η ανακατασκευή, δηλαδή, του 3D χώ-
ρου είναι μετρική. Δεν είναι όμως μονοσήμαντη. Στην πραγματικότητα μπορούν να υπολο-
γιστούν άπειρα ζεύγη εξωτερικών προσανατολισμών ή προβολικών πινάκων μηχανής (και 
συνεπώς άπειρες διαφορετικές ανακατασκευές του χώρου) που αντιστοιχούν σε κοινό δε-
σμευμένο επιπολικό πίνακα και κοινό σχετικό προσανατολισμό. Όλα όμως συνδέονται με-
ταξύ τους μέσω 3D μετασχηματισμών ομοιότητας (βλ. ενότητα 2.5.3.2). Αν είναι γνωστή η 
θέση τριών τουλάχιστον σημείων του μοντέλου στον χώρο (φωτοσταθερά), τότε μπορεί να 
βρεθεί ο κατάλληλος μετασχηματισμός και να αποκατασταθεί η αβεβαιότητα αυτή, διαδι-
κασία γνωστή στην φωτογραμμετρία ως απόλυτος προσανατολισμός του στερεοζεύγους. 
 
Όταν όμως οι εσωτερικοί προσανατολισμοί των εικόνων είναι άγνωστοι, τότε είναι δυνατόν 
να προσδιορίζεται μόνον ο επιπολικός τους πίνακας. Από αυτόν υπολογίζονται οι θέσεις 
των δύο πόλων και οι δέσμες των ομόλογων επιπολικών ευθειών στα επίπεδα των δύο ει-
κόνων. Τίθεται το ερώτημα εάν, με δεδομένο τον επιπολικό πίνακα, είναι δυνατόν εν συνε-
χεία να προσδιοριστούν οι προσανατολισμοί των εικόνων (εσωτερικοί και σχετικός) ή, ισο-
δύναμα, οι αντίστοιχοι προβολικοί πίνακες μηχανής, λαμβανομένου υπόψη ότι η αντίστρο-
φη διαδικασία είναι όντως εφικτή (Εξ. 2.17). Οι Faugeras (1992) και Hartley (1992) απέδει-
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ξαν, ανεξάρτητα, ότι στην περίπτωση εικόνων από μη βαθμονομημένες μηχανές είναι δυ-
νατός ο υπολογισμός προβολικών πινάκων μηχανής συμβατών με τον επιπολικό πίνακα 
και μια εν συνεχεία 3D ανακατασκευή του χώρου, ωστόσο η συνολική αβεβαιότητα είναι 
πλέον προβολική. Η ανακατασκευή δηλαδή είναι αυτή την φορά μη μετρική (Σχ. 3.5), τα δε 
δυνατά 3D μοντέλα αλλά και οι αντίστοιχοι προβολικοί πίνακες μηχανής συνδέονται μέσω 
3D προβολικών μετασχηματισμών7 (βλ. ενότητα 2.5.1.3). Μάλιστα η αβεβαιότητα αυτή δεν 
είναι, κατ’ αρχήν, δυνατόν να παρακαμφθεί ούτε με την εκμετάλλευση περισσότερων εικό-
νων – εκτός αν επιβληθούν δεσμεύσεις, όπως πχ. ότι όλες οι εικόνες ή ορισμένες από αυ-
τές έχουν τον ίδιο εσωτερικό προσανατολισμό). 
  

 
Σχήμα 3.5. Παράδειγμα προβολικών ανακατασκευών από τον επιπολικό πίνακα ζεύγους εικόνων ά-
γνωστου εσωτερικού προσανατολισμού (από Liebowitz et al., 1999). 
 
Έτσι, αν Η είναι η ομογραφία του 3D προβολικού χώρου, αποδεικνύεται ότι ζεύγη εικόνων 
με προβολικούς πίνακες μηχανής P, P′ και PΗ, P′Η έχουν τον ίδιο επιπολικό πίνακα F, και 
οι 3D ανακατασκευές που προκύπτουν από αυτά συνδέονται μέσω της αντίστροφης ομο-
γραφίας Η−1 (Hartley et al., 1992). Πράγματι, οι απεικονίσεις x = PX και x = PΗ(Η-1X) = PX  
είναι ίδιες και άρα οδηγούν σε κοινό επιπολικό πίνακα. Αποδεικνύεται επίσης πως αυτή εί-
ναι και η μόνη αβεβαιότητα της ανακατασκευής. Δηλαδή εάν P1, P1′ και P2, P2′ είναι προβο-
λικοί πίνακες μηχανής συμβατοί με επιπολικό πίνακα F, τότε υπάρχει ομογραφία Η τέτοια 
ώστε P2 = P1Η και P2′ = P1′Η (Hartley et al., 1992). Προφανώς, μετασχηματισμός του προ-
βολικού πίνακα μηχανής εικόνας μέσω ομογραφίας μεταβάλλει όχι μόνο τον εξωτερικό αλ-
λά και τον εσωτερικό της προσανατολισμό. Έτσι, ο επιπολικός πίνακας δεν ορίζει μονοσή-
μαντα ούτε τον σχετικό αλλά ούτε και τον εσωτερικό προσανατολισμό των εικόνων, αλλά 
αντιστοιχεί σε άπειρους συνδυασμούς τους. Η αναζήτηση ευκλείδειου, γεωμετρικού τρό-
που παραμετροποίησης όλων αυτών των συνδυασμών στην περίπτωση μηχανών σημεια-

                                                 
7 Η δυνατότητα 3D προβολικής ανακατασκευής από εικόνες άγνωστου εσωτερικού προσανατολισμού ήταν 
γνωστή στην φωτογραμμετρία ήδη από την αρχική φάση θεμελίωσής της (Finsterwalder, 1899), αλλά και α-
πό μετέπειτα προσπάθειες μεταγραφής της στο πλαίσιο της προβολικής γεωμετρίας (Bender, 1971).  
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κής οπής (pinhole camera) και η μελέτη των δεσμεύσεων που προκύπτουν εάν είναι μερι-
κώς γνωστοί οι εσωτερικοί προσανατολισμοί των εικόνων, ή σχέσεις μεταξύ των παραμέ-
τρων τους (πχ. ότι είναι κοινές για τις δύο εικόνες), αποτελούν αντικείμενα του 4ου Κεφα-
λαίου της παρούσας διατριβής και συνιστούν μέρος της πρωτοτυπίας της.  
 
Άμεση συνέπεια των προηγηθέντων είναι η αδυναμία να προσδιορίζεται το σχήμα των α-
πεικονιζόμενων αντικειμένων από εικόνες άγνωστου εσωτερικού προσανατολισμού. Η μο-
ναδική γεωμετρική πληροφορία που είναι δυνατόν να εξαχθεί σε μια τέτοια περίπτωση για 
τον 3D χώρο αφορά προβολικές ιδιότητες, όπως αυτές του διπλού λόγου, της συγγραμμι-
κότητας σημείων, της συνεπιπεδότητας σημείων και ευθειών ή της τομής παράλληλων ευ-
θειών σε σημείο και παράλληλων επιπέδων σε ευθεία. Μολαταύτα, οι προκύπτουσες προ-
βολικές ανακατασκευές επαρκούν για εφαρμογές όπως είναι, για παράδειγμα, ο εντοπι-
σμός εμποδίων που βρίσκονται πάνω από το επίπεδο του εδάφους κατά την πλοήγηση 
ρομπότ (Faugeras & Luong, 2001) ή η δημιουργία προοπτικών εικόνων από νέες θέσεις 
(Faugeras & Laveau, 1994, Avidan & Shashua, 1997, Irani et al., 1998). 
 
3.3.1 Εύρεση προβολικών πινάκων μηχανής συμβατών με τον επιπολικό 
 
Όπως αναφέρουν οι Hartley & Zisserman (2000), δύο προβολικοί πίνακες μηχανής P, P′ 
είναι συμβατοί με επιπολικό πίνακα F εάν, και μόνο εάν, ο πίνακας P′FP είναι αντισυμμε-
τρικός. Μέσω της ιδιότητας αυτής ορίζουν από τον επιπολικό πίνακα ζεύγος προβολικών 
πινάκων μηχανής P, P′ ως εξής:  

×
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦I(3 3)P 0 και ⎡ ⎤′ ′= ⎣ ⎦P SF e  (3.59)

 
όπου S τυχαίος αντισυμμετρικός πίνακας. Η παραγοντοποίηση αυτή, στην οποία ο P της 
πρώτης εικόνας έχει την απλή μορφή [Ι⏐0], ονομάζεται κανονική (canonical). Οι Luong & 
Vieville (1996) μελέτησαν τις ιδιότητες της κανονικής αναπαράστασης των προβολικών πι-
νάκων μηχανής στην γενικότητά της (για περισσότερες εικόνες, από μηχανές λήψης βα-
θμονομημένες ή όχι) και για την περίπτωση του επιπολικού πίνακα πρότειναν ισοδύναμη 
εναλλακτική σχέση:  

×
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦I(3 3)P 0 και 

×
⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′ ′= + λ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

TvP e F e e  (3.60)
 
όπου v τυχαίο διάνυσμα 3 διαστάσεων και λ τυχαία μη μηδενική σταθερά. Η απλούστερη 
μορφή που μπορεί να πάρει η Εξ. (3.60) είναι:  

×
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦I(3 3)P 0 και 

×
⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′= ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

P e F e  (3.61)
 
στην οποία όμως το προβολικό κέντρο της δεύτερης εικόνας ανήκει στο επίπεδο του απεί-
ρου Π∞. Οι Hartley (1993b) και Werner & Pajdla (2001) προτείνουν επίσης αλγορίθμους υ-
πολογισμού προβολικών πινάκων μηχανής από τον επιπολικό πίνακα, οι οποίοι στην συ-
νέχεια οδηγούν σε προβολικές ανακατασκευές με σχετικά περιορισμένες προβολικές πα-
ραμορφώσεις. 
 
3.3.2 Εμπροσθοτομία 
 
Από την στιγμή που έχουν προσδιοριστεί οι προβολικοί πίνακες μηχανής των δύο εικόνων 
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είναι δυνατόν να προσδιοριστούν οι 3D συντεταγμένες ομόλογων σημείων με εμπροσθο-
τομία. Αυτή μπορεί να πραγματοποιηθεί με τον συνήθη τρόπο, με την μέθοδο ελαχίστων 
τετραγώνων, με την αναζήτηση κάθε φορά σημείου X = [X1 X2 X3 1]T που ελαχιστοποιεί τις 
διαφορές της απεικόνισής του στις δύο εικόνες από τις αντίστοιχες παρατηρούμενες εικο-
νοσυντεταγμένες x, x′:   

( ) ( )( )′ ′− + −∑ 22min x PX x P X   (3.62)
 
Οι Hartley & Sturm (1997) εξέτασαν την ελαχιστοποίηση διαφορετικών γεωμετρικών κριτη-
ρίων κατά την διαδικασία εμπροσθοτομίας και διατύπωσαν γραμμικό αλγόριθμο για τον υ-
πολογισμό αρχικών τιμών. 
 
3.3.3 Άρση προβολικής αβεβαιότητας μέσω φωτοσταθερών σημείων 
 
Όπως προαναφέρθηκε, τα 3D σημεία που υπολογίζονται με αυτόν τον τρόπο διαφέρουν 
από την πραγματική τους θέση κατά 3D προβολικό μετασχηματισμό H. Αν είναι γνωστή η 
θέση ορισμένων σημείων στον 3D ευκλείδειο χώρο (φωτοσταθερά σημεία), τότε κατ’ αντι-
στοιχία με τον απόλυτο προσανατολισμό στερεοζεύγους είναι δυνατόν να προσδιοριστεί ο 
μετασχηματισμός H (Hartley et al., 1992, Liebowitz et al., 1999), ο οποίος έχει 15 βαθμούς 
ελευθερίας (βλ. ενότητα 2.5.1.3). Για τον σκοπό αυτό απαιτούνται 5 κατ’ ελάχιστον φωτο-
σταθερά σημεία, αφού κάθε ένα προσφέρει τρεις ανεξάρτητες εξισώσεις (Εξ. 2.37), και η 
επίλυση είναι γραμμική. Μετασχηματισμός, κατόπιν, όλων των σημείων με την ομογραφία 
H αίρει την προβολική αβεβαιότητα, αναβαθμίζοντας την ανακατασκευή σε ευκλείδεια.    
 
3.3.4 Επάλληλη ανακατασκευή 
 
Οι Boufama et al. (1993), Faugeras (1995), Mohr et al. (1995), Faugeras et al. (1998) και 
Liebowitz et al. (1999) μελέτησαν την δυνατότητα αναβάθμισης της προβολικής ανακατα-
σκευής σε μετρική μέσω γνωστών γεωμετρικών ιδιοτήτων του αντικειμένου. Αν είναι γνω-
στό πχ. πως ορισμένες ευθείες είναι παράλληλες, τότε σημείο τομής τους είναι το σημείο 
φυγής της διεύθυνσής τους και ανήκει στο επίπεδο του απείρου Π∞. Εφόσον λοιπόν εντο-
πιστούν σε 3D προβολικό μοντέλο που προκύπτει από επιπολικό πίνακα τρία σημεία φυ-
γής, είναι πλέον δυνατόν να προσδιοριστεί η θέση του επιπέδου του απείρου. Από αυτό 
μπορούν να εξαχθούν αφινικές γεωμετρικές ιδιότητες, όπως η παραλληλία ή ο λόγος των 
μηκών σε παράλληλες διευθύνσεις (βλ. ενότητα 2.5.2). Για παράδειγμα, κάθε ζεύγος ευ-
θειών ή επιπέδων που τέμνεται στο Π∞ είναι παράλληλο. Επίσης μπορεί να βρεθεί ο με-
τασχηματισμός εκείνος που επαναφέρει το επίπεδο του απείρου στην κανονική του θέση 
(Εξ. 2.40) και μετατρέπει ολόκληρο το 3D μοντέλο από προβολικό σε αφινικό (Σχ. 3.6).  
 

 
Σχήμα 3.6. Αναβάθμιση της προβολικής ανακατασκευής σε αφινική μέσω αφινικών γεωμετρικών δε-
σμεύσεων (από Liebowitz et al., 1999). 
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Διαφορετικού τύπου δεσμεύσεις οδηγούν κατόπιν σε μετρική ανακατασκευή. Παράδειγμα 
τέτοιων “μετρικών” δεσμεύσεων είναι ο εντοπισμός ευθειών ή επιπέδων που θα όφειλαν 
να είναι κάθετα μεταξύ τους ή να σχηματίζουν γνωστή γωνία. Και στις δύο περιπτώσεις οι 
γνωστές γεωμετρικές ιδιότητες μετατρέπονται σε δεσμεύσεις για την θέση της απόλυτης 
κωνικής Ω∞ (βλ. ενότητα 2.5.3). Η καθετότητα εκφράζεται ως συζυγία ως προς την απόλυ-
τη κωνική (Εξ. 2.47), ενώ μια γνωστή γωνία διατυπώνει δέσμευση μέσω της Εξ. (2.46). Με 
την βοήθεια των εκφράσεων αυτών είναι δυνατόν να εντοπιστεί η θέση της απόλυτης κω-
νικής Ω∞ (ή της “δυϊκής” της) και εν συνεχεία να εξαχθούν μετρικές γεωμετρικές ιδιότητες. 
Μπορεί επίσης να υπολογιστεί ο μετασχηματισμός που την επαναφέρει στην κανονική της 
θέση (Εξ. 2.50), αναβαθμίζοντας ολόκληρη την 3D ανακατασκευή σε μετρική (Σχ. 3.7).  
 

 
Σχήμα 3.7. Αναβάθμιση της αφινικής ανακατασκευής σε μετρική μέσω ευκλείδειων γεωμετρικών δε-
σμεύσεων (από Liebowitz et al., 1999). 
 
Επίσης, η θέση της απόλυτης κωνικής στο 3D μοντέλο επιτρέπει, μέσω των προβολικών 
πινάκων μηχανής, να υπολογίζεται η απεικόνισή της ω στο επίπεδο των εικόνων. Η θέση 
της εικόνας της απόλυτης κωνικής (Εξ. 2.58) συνδέεται άμεσα με τον εσωτερικό προσανα-
τολισμό της μηχανής (βλ. ενότητα 2.6.2):  

( )− −

⎡ ⎤α + + − +⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⇔ = − + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2 2 2
0 0 0 0

1T 1 2 2
0 0 0 0

0 0

c s x sc x y x
sc x y c y y

x y 1
KKω ω   (3.63)

 
Μέσω αυτής, συνεπώς, μπορούν να προσδιορίζονται τα στοιχεία του εσωτερικού προσα-
νατολισμού των δύο εικόνων αλλά και ο δεσμευμένος επιπολικός πίνακας του στερεοζεύ-
γους (Εξ. 3.31), και να δημιουργηθεί ένα μετρικό 3D μοντέλο της πραγματικότητας. Ένα 
πλεονέκτημα της προσέγγισης αυτής είναι ότι ορισμένες γεωμετρικές δεσμεύσεις, όπως η 
καθετότητα, μπορούν να διατυπωθούν απευθείας στο επίπεδο των εικόνων χωρίς να α-
παιτείται προβολική ανακατασκευή του χώρου. Για παράδειγμα, δύο σημεία φυγής u, v 
ορθογώνιων διευθύνσεων οφείλουν να ικανοποιούν την σχέση (Liebowitz et al., 1999):  

=T 0u vω   (3.64) 
Στην περίπτωση μηχανών απλής κεντρικής προβολής (α = 1, s = 0) ο εντοπισμός στις ει-
κόνες του στερεοζεύγους τριών σημείων φυγής ορθογώνιων διευθύνσεων αρκεί για τον υ-
πολογισμό της ω και, συνεπώς, την βαθμονόμηση των μηχανών λήψης.  
 
Η έννοια της επαλληλίας (stratification) – της δημιουργίας, δηλαδή, επάλληλων ανακατα-
σκευών (stratified reconstruction) διαφορετικού βαθμού γεωμετρικής αβεβαιότητας – μπο-
ρεί να γενικευθεί σε περισσότερες από δύο εικόνες και σε διαφορετικού τύπου δεσμεύσεις. 
Έτσι, οι Mundy & Zisserman (1994) και Vieville & Lingrand (1999) εξέτασαν την περίπτω-
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ση να είναι εν μέρει γνωστή η κίνηση της μηχανής λήψης. Η δέσμευση, ακόμα, ότι ο εσω-
τερικός προσανατολισμός των εικόνων είναι κοινός (σε όλα ή σε ορισμένα μόνο στοιχεία 
του) επιτρέπει την αναβάθμιση της ανακατασκευής σε μετρική. Οι μέθοδοι της τελευταίας 
αυτής περίπτωσης εντάσσονται στην θεωρία της αυτοβαθμονόμησης. 
 
 
3.4 Αυτοβαθμονόμηση 
 
Στην βιβλιογραφία της Όρασης Υπολογιστών ο όρος αυτοβαθμονόμηση (autocalibration ή 
self-calibration) αναφέρεται στον προσδιορισμό των στοιχείων του εσωτερικού προσανα-
τολισμού μηχανής λήψης αποκλειστικά από ομολογίες σημείων σε περισσότερες εικόνες, 
δηλαδή χωρίς καμία a priori γεωμετρική πληροφορία για τον 3D χώρο. Η δυνατότητα αυτή 
έγινε γνωστή τα τελευταία χρόνια και, με εξαίρεση την εργασία του Chang (1986), φαίνεται 
ότι ήταν μάλλον άγνωστη στην φωτογραμμετρική βιβλιογραφία. Γενικά, όπως αναφέρθηκε 
στην Εισαγωγή της διατριβής όπου επισκοπήθηκε η σχετική βιβλιογραφία της Όρασης Υ-
πολογιστών, ομολογίες σημείων σε τρεις εικόνες αρκούν για να προσδιορίζεται ο εσωτερι-
κός προσανατολισμός τους υπό την προϋπόθεση ότι αυτός είναι κοινός (Maybank & Fau-
geras, 1992). Στην περίπτωση του ζεύγους δυνατή είναι η μερική μόνο βαθμονόμηση της 
μηχανής λήψης και κυρίως – περίπτωση που παρουσιάζει μεγαλύτερο πρακτικό ενδιαφέ-
ρον – ο υπολογισμός της σταθεράς της μηχανής όταν η θέση του πρωτεύοντος σημείου 
είναι γνωστή (Hartley, 1992, Newsam et al., 1996, Bougnoux, 1998, Sturm, 2001).  
 
Οι μέθοδοι αυτοβαθμονόμησης διακρίνονται σε δύο κατηγορίες: εκείνες που διατυπώνουν 
δεσμεύσεις μεταξύ του επιπολικού πίνακα και των στοιχείων του εσωτερικού προσανατο-
λισμού, και εκείνες που στηρίζονται στην έννοια της επαλληλίας. Οι πρώτες είναι είτε αμι-
γώς αλγεβρικές (Hartley, 1992, Niini, 1993 και 1994, Mendonça & Cipolla, 1999), βασιζό-
μενες στις ιδιότητες που οφείλει να διαθέτει ο δεσμευμένος επιπολικός πίνακας (βλ. ενότη-
τα 3.1.3.1) είτε κινούνται στο πλαίσιο της προβολικής γεωμετρίας, βασιζόμενες στην γεω-
μετρική σχέση των πόλων και της ομογραφίας των επιπολικών ευθειών με την εικόνα της 
απόλυτης κωνικής (Faugeras et al., 1992, Zeller & Faugeras, 1996, Luong & Faugeras, 
1997, Hartley, 1997b, Lourakis & Deriche, 2000, Ronda & Valdés, 2007). Οι δεύτερες, εκ-
κινώντας από εκτιμήσεις των προβολικών πινάκων μηχανής και του 3D χώρου, επιχειρούν 
μέσω δεσμεύσεων επί του εσωτερικού προσανατολισμού να εντοπίσουν το επίπεδο του 
απείρου και την απόλυτη κωνική (Hartley, 1993a, Heyden & Åström, 1996, Pollefeys et 
al., 1996, Triggs, 1997, Pollefeys & van Gool, 1999). Στα επόμενα θα παρουσιαστεί συνο-
πτικά η βασική θεωρία των μεθόδων της πρώτης κατηγορίας, καθώς σε αυτήν εμπίπτει η 
πλειονότητα των αλγορίθμων μερικής βαθμονόμησης από ζεύγος εικόνων. Αναλυτικότερα 
στοιχεία για τις προσεγγίσεις της δεύτερης κατηγορίας, αλλά και τα σχετικά με αποδείξεις 
και ζητήματα επίλυσης των εξισώσεων που ακολουθούν, μπορούν να αναζητηθούν στην 
προαναφερθείσα βιβλιογραφία όσο και στα βασικά εγχειρίδια αναφοράς (Hartley & Zisser-
man, 2000, Faugeras & Luong, 2001). 
 
3.4.1 Επιπολικός πίνακας και εσωτερικός προσανατολισμός 
 
3.4.1.1 Αλγεβρική προσέγγιση  
Οι δύο επιπλέον βαθμοί ελευθερίας του επιπολικού πίνακα ως προς εκείνους του δεσμευ-
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μένου επιπολικού μπορούν να αντιμετωπισθούν ως δεσμεύσεις ανάμεσα στα στοιχεία του 
εσωτερικού προσανατολισμού των δύο εικόνων. Αν συνδυαστεί η Εξ. (3.31), που συνδέει 
τους δύο πίνακες F και Ε μέσω των πινάκων εσωτερικού προσανατολισμού Κ και Κ′, με 
μια από τις ισοδύναμες αλγεβρικές δεσμεύσεις που οφείλει να ικανοποιεί ο Ε (βλ. ενότητα 
3.1.3.1), προκύπτουν πράγματι δύο ανεξάρτητες πολυωνυμικές εξισώσεις 8ου βαθμού α-
νάμεσα στα στοιχεία του F και των Κ, Κ′ (Luong & Faugeras, 1997). Εφόσον έχουν υπολο-
γιστεί οι επιπολικοί πίνακες (F12, F23, F13) τριών εικόνων κοινού εσωτερικού προσανατολι-
σμού (Κ = Κ′= Κ″), τότε μέσω των εξισώσεων αυτών είναι δυνατή η βαθμονόμηση της μη-
χανής λήψης (Hartley, 1992, Niini, 1993, 1994, Mendonça & Cipolla, 1999).  
 
3.4.1.2 Γεωμετρική προσέγγιση  
Οι Faugeras & Maybank (1992) και Faugeras et al. (1992) διατύπωσαν επίσης δύο ανε-
ξάρτητες δεσμεύσεις μεταξύ του επιπολικού πίνακα και του εσωτερικού προσανατολισμού 
ακολουθώντας την γεωμετρική προσέγγιση του Kruppa (1913). Έστω Π1 και Π2 επιπολικά 
επίπεδα εφαπτόμενα στην απόλυτη κωνική τομή Ω∞ (Σχ. 3.8). Αυτά ορίζουν στις δύο εικό-
νες τις επιπολικές ευθείες l1, l2 και l1′, l2′, οι οποίες είναι εφαπτόμενες στην εικόνα της α-
πόλυτης κωνικής ω. Όμως οι επιπολικές ευθείες συνδέονται μεταξύ τους μέσω του επιπο-
λικού πίνακα, με αποτέλεσμα να προκύπτει σύστημα εξισώσεων ανάμεσα στα στοιχεία 
του F και της δυϊκής της απόλυτης κωνικής:   

× × × ×
′⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′⇔⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∼ ∼* T * TT TF F e e FKK F e K K eω ω   (3.65)

 
Οι εξισώσεις αυτές ονομάζονται “εξισώσεις Kruppa” και είναι ισοδύναμες με δύο πολυώνυ-
μα 2ου βαθμού ως προς τα στοιχεία του εσωτερικού προσανατολισμού. 
 

 
Σχήμα 3.8. Επιπολικά επίπεδα εφαπτόμενα στην απόλυτη κωνική και οι αντίστοιχες επιπολικές ευ-
θείες (από Luong & Faugeras, 1997). 
 
Οι Luong & Faugeras (1997) απέδειξαν πως οι εξισώσεις Kruppa είναι ισοδύναμες με την 
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αλγεβρική δέσμευση των Huang & Faugeras (1989), σύμφωνα με την οποία οι δύο μη μη-
δενικές ιδιάζουσες τιμές του δεσμευμένου επιπολικού πίνακα οφείλουν να είναι ίσες. Επί-
σης, μέσω της ανάλυσης ιδιαζουσών τιμών (SVD) του επιπολικού πίνακα:  

( )= λ λ T
1 2diag , ,0F U V   (3.66)

 
ο Hartley (1997b) απλοποίησε τις εξισώσεις Kruppa στην μορφή:  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

λ λ λ λ
= =−

2 T T 2 T T T T
1 1 1 2 2 2 1 2 1 1

T T T T T T
2 2 1 1 2 2

v KK v v KK v v KK v
u KK u u KK u u KK u

  (3.67)

 
όπου ui και vi η i-οστή στήλη του πίνακα U και V, αντίστοιχα. 
 
Για την επίλυση των εξισώσεων Kruppa ως προς τα στοιχεία του εσωτερικού προσανατο-
λισμού, εφόσον αυτά θεωρηθούν σταθερά, απαιτούνται τρεις τουλάχιστον εικόνες. Η επί-
λυση είναι δυνατή είτε τμηματικά με αριθμητικές μεθόδους επίλυσης πολυωνύμων (Fauge-
ras et al., 1992) είτε σε ένα βήμα με ενιαία συνόρθωση (Zeller & Faugeras, 1996, Fauge-
ras & Luong, 1997). Οι εξισώσεις αυτές λειτουργούν επίσης ως απόδειξη για την δυνατό-
τητα αυτοβαθμονόμησης από απλές ομολογίες σημείων, πράγμα που θεμελιώνει την επί-
λυση με την, τυπική στην φωτογραμμετρία, μέθοδο της δέσμης χωρίς χρήση φωτοσταθε-
ρών σημείων.  
 
3.4.2 Υπολογισμός της σταθεράς της μηχανής 
 
Δύο εικόνες κοινού εσωτερικού προσανατολισμού δεν επαρκούν για αυτοβαθμονόμηση 
ούτε στην περίπτωση μηχανών κεντρικής προβολής (α = 1, s = 0). Οι δεσμεύσεις του επι-
πολικού πίνακα είναι δύο, ενώ οι άγνωστες παράμετροι είναι τρεις (c, x0, y0). Αν όμως εί-
ναι γνωστή η θέση του πρωτεύοντος σημείου (ή απλώς θεωρηθεί πως ταυτίζεται με το κέ-
ντρο της εικόνας), τότε είναι δυνατός ο υπολογισμός της σταθεράς της μηχανής ακόμα και 
αν αυτή διαφέρει στις δύο εικόνες.  
 
Ο Hartley (1992) αντιμετώπισε πρώτος το πρόβλημα του προσδιορισμού των δύο τιμών 
της σταθεράς της μηχανής από τον επιπολικό πίνακα με έναν αρκετά σύνθετο αλγόριθμο. 
Διαφορετικούς αλγορίθμους έχουν προτείνει οι Pan et al. (1995), Newsam et al. (1996), 
Bougnoux (1998), Kanatani & Matsunaga (2000), Huang et al. (2004). Οι Newsam et al. 
(1996) εντόπισαν μάλιστα πρώτοι τις γεωμετρίες για τις οποίες δεν είναι εφικτό να υπολο-
γίζονται δύο τιμές σταθεράς της μηχανής. Αυτό συμβαίνει όταν οι οπτικοί άξονες των δύο 
εικόνων είναι συνεπίπεδοι ή όταν ο οπτικός άξονας μιας εικόνας και η βάση του ζεύγους 
ορίζουν επίπεδο κάθετο στον οπτικό άξονα της άλλης. Οι αναφερθέντες αλγόριθμοι στη-
ρίζονται είτε στις εξισώσεις Kruppa είτε στην αλγεβρική προσέγγιση της ενότητας 3.4.1.1.  
 
Απλούστερος ανάμεσα στους αλγορίθμους αυτούς είναι εκείνος του Bougnoux (1998). Αν 
F είναι ο επιπολικός πίνακας στερεοζεύγους εικόνων, p, p′ οι θέσεις του πρωτεύοντος ση-
μείου στις δύο εικόνες και:  

1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�I  
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τότε η σταθερά της μηχανής της πρώτης εικόνας υπολογίζεται από την σχέση:   
T

1 T Tc ×

×

⎡ ⎤′ ′ ′⎣ ⎦= −
⎡ ⎤′ ′ ′⎣ ⎦

T Tp e Fpp F p
p e F F p

�

� �
I

I I
 (3.68)

 
Η τιμή της σταθεράς της μηχανής της δεύτερης εικόνας προκύπτει αν αντιστραφούν οι ρό-
λοι των δύο εικόνων. Υιοθετώντας διαφορετική γεωμετρική προσέγγιση, οι Hartley & Kau-
cic (2002) κατέληξαν επίσης στην ίδια εξίσωση.  
 
Οι Newsam et al. (1996) διατύπωσαν ειδικό αλγόριθμο για την περίπτωση εικόνων με κοι-
νή σταθερά μηχανής ο οποίος βασίζεται στις αλγεβρικές ιδιότητες του δεσμευμένου επιπο-
λικού πίνακα. Μέσω της ανάλυσης ιδιαζουσών τιμών του επιπολικού πίνακα (Εξ. 3.66) και 
θεωρώντας το πρωτεύον σημείο στο κέντρο των εικόνων, κατέληξαν σε πολυώνυμο 2ου 
βαθμού ως προς την ποσότητα m = c2 − 1:  

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

T T T T 2
1 3 1 3 1 2 3 2 3 2 33

2 2T T 2 T T 2 2 2
1 3 1 3 1 2 3 2 3 2 1 2

f m

m 0

⎡ ⎤λ − λ +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ λ − + λ +λ −λ =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

u i v i u i v i

u i v i u i v i
  (3.69)

 
όπου ii η i-οστή στήλη του μοναδιαίου πίνακα Ι3×3. Η Εξ. (3.69) έχει δύο λύσεις, που για να 
οδηγούν σε πραγματική τιμή σταθεράς της μηχανής πρέπει να είναι μεγαλύτερες της μο-
νάδας. 
 
Με το ίδιο πρόβλημα ασχολήθηκαν επίσης οι Sturm (2001) και Sturm et al. (2004). Μέσω 
των απλοποιημένων εξισώσεων Kruppa (Εξ. 3.67) κατέληξαν σε τρεις διαφορετικές εξισώ-
σεις, δύο γραμμικές και μια 2ου βαθμού ως προς το τετράγωνο της σταθεράς της μηχανής:   

( ) ( ) ( )⎡ ⎤λ − +λ − + λ +λ =⎢ ⎥⎣ ⎦
2 2 2

1 13 23 13 2 13 23 23 23 13 1 13 13 2 23 23u u 1 v v v 1 u c u v u v u v 0  

( ) ( ) ( )⎡ ⎤λ − +λ − + λ +λ =⎢ ⎥⎣ ⎦
2 2 2

1 13 23 13 2 13 23 23 13 23 1 13 13 2 23 23v v 1 u u u 1 v c u v u v u v 0  

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )

⎡ ⎤λ − − −λ − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤λ + − −λ + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
λ −λ =

2 2 2 2 2 2 4
1 13 13 2 23 23

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 13 13 13 13 2 23 23 23 23

2 2 2 2 2 2
1 13 13 2 23 23

1 u 1 v 1 u 1 v c

u v 2u v u v 2u v c

u v u v 0

 

(3.70)

 
Εξετάζοντας την επιλυσιμότητα των εξισώσεων αυτών μελέτησαν τις κρίσιμες γεωμετρίες. 
Απέδειξαν πως για τις γραμμικές εξισώσεις ισχύουν τα συμπεράσματα των Newsam et al. 
(1996), αλλά μέσω της τρίτης εξίσωσης είναι δυνατον να υπολογίζεται κοινή τιμή της στα-
θεράς της μηχανής ακόμα και όταν οι οπτικοί άξονες των εικόνων είναι συνεπίπεδοι, αρκεί 
να μην είναι παράλληλοι μεταξύ τους ή το σημείο τομής τους να μην ισαπέχει από τα δύο 
προβολικά κέντρα.  
 
Οι προηγούμενοι αλγόριθμοι έχουν το πλεονέκτημα ότι δεν απαιτούν αρχικές τιμές. Έχει 
διαπιστωθεί όμως ότι είναι ευαίσθητοι στον θόρυβο των μετρήσεων (Hartley & Silpa-Anan, 
2002) και στην υπόθεση σχετικά με την θέση του πρωτεύοντος σημείου (Hartley & Kaucic, 
2002). Τα αποτελέσματά τους μπορούν, ωστόσο, να βελτιωθούν αισθητά μέσω της μεθό-
δου της δέσμης (Sturm et al., 2004, Kalisperakis et al., 2005). Αντίστοιχοι κλειστοί αλγόρι-
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θμοι (closed-form) για τον προσδιορισμό κοινής ή διαφορετικών σταθερών της μηχανής α-
πό τον επιπολικό πίνακα αναπτύχθηκαν και στο πλαίσιο της παρούσας διατριβής και πα-
ρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 5. Η βασική διαφορά τους με εκείνους που εκτέθηκαν εδώ εί-
ναι ότι βασίζονται σε ευκλείδειες γεωμετρικές δεσμεύσεις μεταξύ των πόλων και των στοι-
χείων του εσωτερικού προσανατολισμού. 



  
 

4 
 

Η 2D Επιπολική Γεωμετρία  
στον Ευκλείδειο 3D Χώρο 

 
 
 
 
 
 
 
4.1 Γενικά 
 
Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάστηκαν συνοπτικά ορισμένα αποτελέσματα της έρευνας που δι-
εξάγεται τα τελευταία χρόνια στο επιστημονικό πεδίο της Όρασης Υπολογιστών σχετικά με 
την γεωμετρία του στερεοζεύγους. Ενώ στην περίπτωση ζευγών εικόνων από βαθμονο-
μημένες μηχανές είναι δυνατόν να προσδιορίζεται πλήρως ο σχετικός προσανατολισμός 
και μάλιστα γραμμικά, στην αντίθετη περίπτωση (εικόνες άγνωστου εσωτερικού προσανα-
τολισμού) εκείνο που μπορεί να αποκατασταθεί είναι μόνον η 2D επιπολική τους γεωμε-
τρία. Μπορούν, δηλαδή, να προσδιοριστούν στα επίπεδα των δύο εικόνων 

• η θέση των πόλων 
• και η ομογραφία που συνδέει τις ομόλογες επιπολικές ευθείες. 

Την γεωμετρία αυτή περιγράφει το μαθηματικό μοντέλο της μη αντιστρέψιμης ετερογρα-
φίας, η οποία στην συγκεκριμένη περίπτωση αναπαριστάται από τον επιπολικό πίνακα F 
του στερεοζεύγους. Από αυτόν μπορούν κατόπιν, εάν επιλέξει κανείς τυχαία τις τιμές ορι-
σμένων αλγεβρικών ποσοτήτων (βλ. ενότητα 3.3.1), να εξαχθούν άπειρα ζεύγη προβολι-
κών πινάκων μηχανής, τα οποία αντιστοιχούν σε απειρία συνδυασμών σχετικού και εσω-
τερικών προσανατολισμών των δύο εικόνων. Κάθε επιλογή οδηγεί, από την μεριά της, σε 
διαφορετική 3D ανακατασκευή του απεικονιζόμενου χώρου. Η συνολική αβεβαιότητα των 
ανακατασκευών αυτών – και εφόσον αγνοηθεί η επίδραση των τυχαίων σφαλμάτων – εί-
ναι προβολική. Όμως η απειρία των πιθανών γεωμετριών λήψης είναι, εν μέρει, δεσμευ-
μένη. Μεταξύ των στοιχείων του εσωτερικού προσανατολισμού και του επιπολικού πίνακα 
υφίστανται συγκεκριμένες δεσμεύσεις, οι οποίες έχουν διατυπωθεί είτε αμιγώς αλγεβρικά 
είτε στο πλαίσιο της προβολικής γεωμετρίας ως γεωμετρικές δεσμεύσεις στην θέση της ει-
κόνας της απόλυτης κωνικής. Μέσω αυτών αποδεικνύεται δυνατή η βαθμονόμηση της μη-
χανής λήψης αποκλειστικά από ομολογίες σημείων σε τουλάχιστον τρείς εικόνες από την 
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ίδια μηχανή, αλλά και η μερική βαθμονόμηση (“μερική” υπό την έννοια ότι κάποια στοιχεία 
του εσωτερικού πρέπει να είναι γνωστά) στην περίπτωση του στερεοζεύγους από την ίδια 
ή και από δύο διαφορετικές μηχανές. 
 
Ωστόσο – και παρά την αδιαμφισβήτητη κομψότητα της αλγεβρικής ή αμιγώς προβολικής 
προσέγγισης που υιοθετείται από τους ερευνητές στο πεδίο της Όρασης Υπολογιστών – η 
διερεύνηση της γεωμετρίας του στερεοζεύγους με ευκλείδειους όρους είναι σημαντική για 
την Φωτογραμμετρία. Η προσέγγιση της απειρίας των γεωμετριών λήψης των συμβατών 
με δεδομένο επιπολικό πίνακα μέσω της αντίστοιχης απειρίας των πιθανών προβολικών 
πινάκων μηχανής δεν δίνει σαφή εικόνα για την φυσική σημασία των βαθμών ελευθερίας 
του στερεοζεύγους ούτε για την άμεση γεωμετρική σχέση μεταξύ των πιθανών σχετικών 
προσανατολισμών του ζεύγους και των στοιχείων του εσωτερικού προσανατολισμού κάθε 
εικόνας. Επιπλέον, στην (τυπική για την Φωτογραμμετρία) περίπτωση όπου θεωρείται δε-
δομένο ότι οι εικόνες προέρχονται από μηχανές σημειακής οπής (pinhole camera) η ανα-
παράστασή τους μέσω του προβολικού πίνακα μηχανής (ή ισοδύναμα μέσω του Άμεσου 
Γραμμικού Μετασχηματισμού) – δηλαδή χωρίς την επιβολή δεσμεύσεων μεταξύ των στοι-
χείων του – κρύβει τον κίνδυνο να θεωρηθούν εικόνες που δεν θα μπορούσαν να έχουν 
προκύψει από κανέναν συνδυασμό εσωτερικού και εξωτερικού προσανατολισμού. Η από-
κλιση των αξόνων της εικόνας από την ορθογωνικότητα και οι διαφορετικές κλίμακες στις 
διευθύνσεις αυτών των αξόνων, τα οποία ενυπάρχουν στο μαθηματικό μοντέλο του προ-
βολικού πίνακα μηχανής (ενότητα 2.6.1), δεν συνιστούν στοιχεία της κεντρικής προβολής, 
αλλά, όπως χαρακτηριστικά επισημαίνει ο Horn (1999), αντιστοιχούν ενίοτε σε συνδυασμό 
δύο διαφορετικών κεντρικών προβολών (προοπτική απεικόνιση προοπτικής απεικόνισης).  
 
Στο παρόν κεφάλαιο της διατριβής επιχειρείται ακριβώς να διερευνηθεί η 2D επιπολική γε-
ωμετρία στον ευκλείδειο 3D χώρο. Εξετάζεται γεωμετρικά το σύνολο των συνδυασμών 
δύο κεντρικών προβολών από τους οποίους θα μπορούσαν να έχουν προκύψει δύο δεδο-
μένες εικόνες (που απεικονίζουν άγνωστα αντικείμενα), όταν είναι γνωστός ο επιπολικός 
τους πίνακας και, άρα, είναι δεδομένες οι ομόλογες δέσμες επιπολικών ευθειών. Η αναζή-
τηση αυτή αποσκοπεί, αφενός, στην πληρέστερη κατανόηση της 3D γεωμετρίας που εγ-
γράφεται στο μαθηματικό μοντέλο του επιπολικού πίνακα, όσο και, αφετέρου, στην διατύ-
πωση εναλλακτικής, άμεσα γεωμετρικής παραγοντοποίησής του σε διαφορετικούς συνδυ-
ασμούς σχετικού και εσωτερικού προσανατολισμού των εικόνων. Παράλληλα, θα καταστεί 
σαφές ποιες παράμετροι της γεωμετρίας του στερεοζεύγους δεσμεύονται από τον επιπο-
λικό πίνακα και ποιές μπορούν να επιλεγούν ελεύθερα, αλλά και γιατί μερική γνώση του ε-
σωτερικού προσανατολισμού, ή σχέσεων μεταξύ των στοιχείων του, επιτρέπουν αυτοβαθ-
μονόμηση της μηχανής λήψης1. 
 
Η προσέγγιση που υιοθετείται είναι γεωμετρική, στηριζόμενη στην αναζήτηση εκείνων των 
μεταβολών της γεωμετρίας του στερεοζεύγους (σχετικός και εσωτερικοί προσανατολισμοί) 
που αφήνουν ανεπηρέαστη την συνεπιπεδότητα των οπτικών ακτίνων. Εν προκειμένω, έ-
τσι, μοναδική απαραίτητη δέσμευση είναι ότι οι ομόλογες οπτικές ακτίνες και η βάση του 
στερεοζεύγους παραμένουν επί κοινού επιπολικού επιπέδου. Κατά τα άλλα, τα επιπολικά 
                                                 
1 Στο 5ο Κεφάλαιο προτείνεται απλούστερη εναλλακτική διατύπωση των δεσμεύσεων που επιβάλλει η 2D επι-
πολική γεωμετρία στον εσωτερικό προσανατολισμό των εικόνων, και μέσω αυτής προτείνονται κλειστοί αλ-
γόριθμοι υπολογισμού της σταθεράς της μηχανής από τον επιπολικό πίνακα. 
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επίπεδα είναι προφανώς ελεύθερα να μεταβάλλονται, όπως άλλωστε και τα σημεία τομής 
των οπτικών ακτίνων επί αυτών, με συνέπεια την προβολική αβεβαιότητα της εκάστοτε 3D 
ανακατασκευής του απεικονιζόμενου χώρου. Κατ’ αρχάς, στην ενότητα 4.2 παρουσιάζον-
ται συνοπτικά οι πρόσθετοι γεωμετρικοί βαθμοί ελευθερίας ζεύγους εικόνων με γνωστό ε-
πιπολικό πίνακα αλλά άγνωστο εσωτερικό προσανατολισμό (πέραν, δηλαδή, της μετάθε-
σης των εικόνων στην διεύθυνση της βάσης ή και της συνολικής μετάθεσης και στροφής 
του στερεομοντέλου στον 3D χώρο). Στην συνέχεια του κεφαλαίου η γεωμετρία αυτή ανα-
λύεται διεξοδικά, παρέχονται οι απαραίτητες αποδείξεις και διατυπώνονται οι αναλυτικές 
σχέσεις που την συνδέουν με τα στοιχεία του επιπολικού πίνακα. 
 
 
4.2 Βαθμοί ελευθερίας εικόνων γνωστής 2D επιπολικής γεωμετρίας 
 
Στην γενική περίπτωση όπου τα επίπεδα των εικόνων στερεοζεύγους δεν είναι παράλλη-
λα, οι ομόλογες επιπολικές ευθείες, δεδομένου ότι ανήκουν σε κοινό επιπολικό επίπεδο, 
τέμνονται επί της ευθείας τομής g των επιπέδων ε1 και ε2 των εικόνων (Σχ. 4.1). 
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Σχήμα 4.1. Δέσμες επιπολικών ευθειών σε προοπτική θέση. 
 
Οι δέσμες των επιπολικών ευθειών είναι, δηλαδή, όχι απλώς προβολικές μεταξύ τους αλ-
λά βρίσκονται και σε προοπτική θέση (βλ. ενότητα 2.5.1.1). Η ιδιότητα αυτή συνιστά βασι-
κό κριτήριο για να αναζητηθεί το σύνολο των γεωμετριών λήψης που αντιστοιχούν σε δε-
δομένο επιπολικό πίνακα. Έτσι, εάν τα επίπεδα ε1 και ε2 τοποθετηθούν κατά τρόπον ώστε 
οι δέσμες των επιπολικών ευθειών να έρθουν σε προοπτική θέση, τότε από τους δύο πό-
λους ορίζονται η ευθεία ο της βάσης του ζεύγους και έπειτα, μέσω των ομόλογων επιπολι-
κών ευθειών, τα αντίστοιχα επιπολικά επίπεδα. Οποιαδήποτε σημεία επί της ευθείας της 
βάσης είναι δυνατά προβολικά κέντρα των εικόνων, αφού οι οπτικές ακτίνες που σχηματί-
ζονται από ομόλογα εικονοσημεία παραμένουν συνεπίπεδες. Πράγματι, εάν για σταθερά 
επίπεδα εικόνων μετακινηθούν τα προβολικά κέντρα O1, O2 (Σχ. 4.1) επί της βάσης, τότε οι 
οπτικές ακτίνες προφανώς μεταβάλλονται, παραμένοντας όμως επί των επιπολικών τους 
επιπέδων τα οποία μένουν σταθερά. Η μετακίνηση αυτή μεταβάλλει βέβαια και τον εσωτε-
ρικό προσανατολισμό των εικόνων (που προκύπτει από την ορθή προβολή των προβο-
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λικών κέντρων στα επίπεδα ε1, ε2). Έτσι, για δεδομένη θέση των επιπέδων ε1, ε2, ο γεωμε-
τρικός τόπος του πρωτεύοντος σημείου κάθε εικόνας είναι ευθεία διερχόμενη από τον πό-
λο της και οριζόμενη από την ορθή προβολή της ευθείας ο της βάσης στο επίπεδο της ει-
κόνας. Σε κάθε σημείο αυτής της ευθείας αντιστοιχεί διαφορετική τιμή σταθεράς της μηχα-
νής (c1 για την μια εικόνα ή c2 για την άλλη), ίση με την απόσταση του αντίστοιχου πρω-
τεύοντος σημείου από την βάση.  
 
Επιπλέον, τα επίπεδα των εικόνων είναι ελεύθερα να στρέφονται περί την ευθεία τομής 
τους g κατά οποιαδήποτε γωνία ϑ χωρίς να διαταράσσεται η συνεπιπεδότητα των οπτι-
κών ακτίνων, αφού οι δέσμες των επιπολικών ευθειών διατηρούνται σε προοπτική θέση. 
Για επίπεδο ε1 σταθερό, η περιστροφή του ε2 περί την g ορίζει κύκλο κάθετο σε αυτήν ως 
τον γεωμετρικό τόπο του δεύτερου πόλου e2 (βλ. και Σχ. 4.10). Σε κάθε θέση του πόλου e2 
η ευθεία ο της βάσης του στερεοζεύγους προκύπτει με σύνδεσή του με τον πόλο e1, και έ-
τσι, καθώς η γωνία ϑ μεταβάλλεται, η ευθεία ο περιγράφει πλάγιο κώνο με κορυφή το e1 
και βάση τον προαναφερθέντα κύκλο επί του οποίου δεσμεύεται το e2. Η ορθή προβολή 
της ευθείας ο της βάσης στα επίπεδα των δύο εικόνων ορίζει τις ευθείες του γεωμετρικού 
τόπου του αντίστοιχου πρωτεύοντος σημείου, οι οποίες μεταβάλλονται με αλλαγή της γω-
νίας ϑ. Στην ενότητα 4.6.2 διατυπώνεται σχέση υπολογισμού των ευθειών του πρωτεύον-
τος σημείου συναρτήσει του επιπολικού πίνακα, της ευθείας g και της γωνίας ϑ. Αποδει-
κνύεται επίσης ότι οι ευθείες αυτές στις δύο εικόνες συνδέονται μέσω ομογραφίας, τα στοι-
χεία της οποίας εξαρτώνται από τον επιπολικό πίνακα και την ευθεία g (βλ. ενότητα 4.6.3). 
Με αυτόν τον τρόπο δείχνεται ότι ο εσωτερικός προσανατολισμός των δύο εικόνων δεν εί-
ναι ανεξάρτητος. Για δεδομένη ευθεία g ορίζονται στα επίπεδα των εικόνων, εκτός των δε-
σμών των επιπολικών ευθειών, δύο νέες προβολικές δέσμες ευθειών με κέντρα και πάλι 
τους πόλους, οι οποίες αντιπροσωπεύουν τους γεωμετρικούς τόπους των δύο πρωτευόν-
των σημείων. Αν είναι επιπλέον γνωστό ότι οι δύο εικόνες έχουν το ίδιο πρωτεύον σημείο, 
τότε η θέση του δεσμεύεται περαιτέρω σε τμήμα κωνικής τομής (βλ. και Σχ. 4.12, αριστε-
ρά), η εξίσωση της οποίας προσδιορίζεται από τον επιπολικό πίνακα και την ευθεία g (βλ. 
ενότητα 4.8.1).    
 
Οι προαναφερθέντες βαθμοί ελευθερίας προϋποθέτουν ότι έχει προσδιοριστεί η ευθεία το-
μής των επιπέδων των εικόνων ή, πράγμα ισοδύναμο, ότι οι επιπολικές δέσμες έχουν έρ-
θει σε προοπτική θέση. Με εξέταση του ζητήματος αυτού στο επίπεδο ε1 της πρώτης εικό-
νας (θεωρείται δηλαδή γωνία ϑ = π) αποδεικνύεται πως ο ορισμός της ευθείας g δεν δε-
σμεύεται από τον επιπολικό πίνακα (βλ. ενότητα 4.3). Με κατάλληλη στροφή και μετάθεση 
της δεύτερης εικόνας στο επίπεδο της πρώτης, επιτυγχάνεται τομή των ομόλογων επιπο-
λικών ευθειών επί οποιασδήποτε ευθείας g. Έτσι, η επιλογή της g είναι απολύτως ελεύθε-
ρη δίνοντας, σε συνδυασμό με τις μεταβολές που αναφέρθηκαν προηγουμένως, διαφορε-
τικές κάθε φορά 3D γεωμετρίες στερεοζεύγους. Ωστόσο παράλληλες ευθείες g οδηγούν σε 
γεωμετρίες που διαφέρουν μόνο κατά κλίμακα, και άρα μπορούν να θεωρηθούν ισοδύνα-
μες (η αλλαγή κλίμακας δεν επηρεάζει τους σχετικούς και εσωτερικούς προσανατολισμούς 
που προκύπτουν). Υπ’ αυτήν, λοιπόν, την έννοια ως δυνατές ευθείες τομής των επιπέδων 
των δύο εικόνων μπορούν να θεωρηθούν μόνο οι διερχόμενες από τυχαίο σημείο Κ του ε1 
(βλ. και Σχ. 4.5). Απομένει, τότε, ένας μόνο βαθμός ελευθερίας για την g (η κλίση της ή η 
γωνία της με την ευθεία e1Κ). Η δέσμευση της ευθείας g δια σταθερού σημείου έχει το 
πλεονέκτημα ότι περιορίζει τις δυνατές θέσεις της κορυφής της επιπολικής δέσμης της 
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δεύτερης εικόνας επί κύκλου διερχόμενου από τον πόλο e1, ο οποίος μπορεί να προσδιο-
ριστεί από τον επιπολικό πίνακα (βλ. ενότητα 4.4). Κάθε σημείο αυτού του επιπολικού κύ-
κλου, όπως ονομάστηκε, αντιστοιχεί σε διαφορετική ευθεία g. Το σημείο τομής της τελευ-
ταίας με την ευθεία που συνδέει τους δύο πόλους αποδεικνύεται ότι κείται επί κωνικής (βλ. 
και Σχ. 4.6), γεγονός που διευκολύνει την αντιστοίχιση μεταξύ των σημείων του επιπολι-
κού κύκλου και των ευθειών g, τόσο γεωμετρικά όσο και αναλυτικά, καθώς αυτή περιγρά-
φεται από το μαθηματικό μοντέλο της μη αντιστρέψιμης ετερογραφίας (βλ. ενότητα 4.5.2).  
 
Ανακεφαλαιώνοντας λοιπόν, μπορεί κανείς να πει ότι το σύνολο των γεωμετριών λήψης οι 
οποίες αντιστοιχούν σε δεδομένο επιπολικό πίνακα F είναι δυνατόν να προσδιοριστεί γεω-
μετρικά ως εξής. Από τον επιπολικό πίνακα προσδιορίζονται οι πόλοι, οι δέσμες των επι-
πολικών ευθειών και, με επιλογή σημείου Κ στην πρώτη εικόνα, ο επιπολικός κύκλος. Εν 
συνεχεία, τοποθετείται η δεύτερη εικόνα στο επίπεδο της πρώτης (με στροφή και μετάθε-
ση) κατά τρόπον ώστε, αφενός, ο πόλος e2 να ανήκει στον επιπολικό κύκλο και, αφετέρου, 
το σημείο Κ να κείται επί της επιπολικής του ευθείας. Έτσι, όλες οι ομόλογες επιπολικές 
ευθείες θα τέμνονται επί ευθείας g διερχόμενης από το Κ, η οποία αντιπροσωπεύει την ευ-
θεία τομής των επιπέδων των εικόνων (βλ. και Σχ. 4.5). Σε κάθε δυνατή θέση του πόλου 
e2 αντιστοιχεί διαφορετική διεύθυνση της g ή, αντίστροφα, περιστροφή της g περί το ση-
μείο Κ μεταβάλλει την θέση του e2 επί του επιπολικού κύκλου. Προφανώς, τα επίπεδα των 
δύο εικόνων είναι σε κάθε περίπτωση ελεύθερα να περιστρέφονται περί την ευθεία g, ενώ 
και τα προβολικά κέντρα O1, O2 μπορούν να επιλέγονται ελεύθερα επί της ευθείας της βά-
σης που ορίζεται από τους πόλους. Οι εσωτερικοί προσανατολισμοί των εικόνων προκύ-
πτουν, τέλος, με ορθή προβολή του προβολικού κέντρου κάθε μιας στο επίπεδο της. Πρέ-
πει να σημειωθεί βέβαια πως ισχύει και εδώ η πολλαπλότητα λύσεων του σχετικού προσ-
ανατολισμού, δηλαδή η δυνατότητα αντιμετάθεσης των εικόνων και στροφής της δεύτερης 
κατά γωνία ω = π περί την ευθεία ο της βάσης (βλ. ενότητα 4.5.3). 
 
Μετά λοιπόν από αυτήν την συνοπτική παρουσίαση των γεωμετρικών βαθμών ελευθερίας 
ζεύγους για το οποίο δεδομένος είναι μόνον ο επιπολικός πίνακας, οι επόμενες ενότητες 
αναλύουν αυτή την γεωμετρία, την τεκμηριώνουν με τις αναγκαίες αποδείξεις και παρουσι-
άζουν αναλυτικές σχέσεις που διατυπώνονται στο πλαίσιο της παρούσας διατριβής. 
 
 
4.3 Επιπολικές δέσμες σε προοπτική θέση 
 
Από τον επιπολικό πίνακα F στερεοζεύγους προσδιορίζονται οι πόλοι e1 και e2 των εικό-
νων (Εξ. 3.33 και 3.37). Επιπλέον, σε κάθε ευθεία li της πρώτης εικόνας δια του πόλου e1 
αντιστοιχεί ευθεία li′ της δεύτερης (Εξ. 3.34). Ορίζονται κατ’ αυτόν τον τρόπο δύο δέσμες 
ομόλογων επιπολικών ευθειών. Αν θεωρηθεί ότι τα επίπεδα των εικόνων δεν είναι παράλ-
ληλα (δηλαδή ορίζεται ευθεία τομής τους) ούτε παράλληλα με την βάση (δηλαδή οι πόλοι 
δεν βρίσκονται στο άπειρο), τότε αναγκαία προϋπόθεση για να τοποθετηθούν σωστά στον 
χώρο είναι οι δέσμες των επιπολικών ευθειών να τέμνονται επί της ευθείας τομής των επι-
πέδων των εικόνων (Σχ. 4.1), να βρίσκονται δηλαδή σε προοπτική θέση. Δεδομένου πως 
στροφή των εικόνων περί την ευθεία τομής των επιπέδων τους δεν διαταράσσει την προο-
πτική θέση των ομόλογων επιπολικών ευθειών, το ζήτημα της προοπτικότητας μπορεί να 
αντιμετωπιστεί στις δύο διαστάσεις με κατάκλιση του ε2 στο ε1 (γωνία ϑ = π). Τίθεται έτσι 
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το ερώτημα του πώς πρέπει να μετατεθεί και να στραφεί η δεύτερη εικόνα στο επίπεδο 
της πρώτης ώστε όλα τα ζεύγη ομόλογων επιπολικών ευθειών να τέμνονται επί ευθείας. Η 
απάντηση δεν είναι μοναδική. Δύο επίπεδες προβολικές δέσμες ευθειών μπορούν, με κα-
τάλληλο συνδυασμό στροφής και μετάθεσης, να τέμνονται επί κάθε ευθείας μη διερχόμε-
νης από ένα από τα κέντρα τους. Εν συνεχεία εξετάζεται πώς δύο προβολικές δέσμες έρ-
χονται σε προοπτική θέση μόνο με στροφή της μιας, αλλά και πώς πρέπει να στραφεί και 
να μετακινηθεί η μια δέσμη ώστε να τέμνει την άλλη επί δεδομένης ευθείας του επιπέδου. 
Αναγκαία και ικανή συνθήκη σε κάθε περίπτωση είναι η τομή τριών ομόλογων επιπολικών 
ευθειών επί ευθείας. Εάν συμβεί αυτό, τότε – χάρη στην διατήρηση του διπλού λόγου (βλ. 
ενότητα 2.5.1.1) – όλες οι άλλες ομόλογες ακτίνες οφείλουν επίσης να τέμνονται επί της 
ευθείας τομής των τριών.  
 
4.3.1 Προοπτικότητα με δεδομένη θέση των πόλων 
 
Εάν τοποθετηθεί η δεύτερη εικόνα στο επίπεδο της πρώτης σε τυχαία θέση, τότε κατά το 
θεώρημα του Steiner οι τομές των ομόλογων επιπολικών ευθειών θα ανήκουν σε κωνική 
τομή διερχόμενη από τους πόλους (ενότητα 2.5.1.1). Αν μάλιστα τοποθετηθεί έτσι ώστε τα 
συστήματα συντεταγμένων των εικόνων να ταυτίζονται, η εξίσωση της κωνικής υπολογίζε-
ται απευθείας από τον επιπολικό πίνακα (βλ. ενότητα 3.2.3.2). Έστω e2 η θέση του δεύτε-
ρου πόλου, l1 η ευθεία που συνδέει τους δύο πόλους και l1′ η ομόλογη επιπολική ευθεία 
της, η οποία γεωμετρικά αντιστοιχεί στην εφαπτομένη της κωνικής στο σημείο e2 (Σχ. 4.2, 
αριστερά). Στροφή της δεύτερης δέσμης των επιπολικών ευθειών περί το e2 τέτοια ώστε η 
l1′ να συμπέσει με την l1 εκφυλίζει την κωνική τομή σε ευθεία, με αποτέλεσμα οι δέσμες να 
βρίσκονται πλέον σε προοπτική θέση (Σχ. 4.2, δεξιά)2. Πράγματι, τα σημεία τομής δύο τυ-
χαίων ζευγών l2, l2′ και l3, l3′ ορίζουν ευθεία g επί της οποίας τέμνονται επίσης οι l1, l1′ που 
έχουν ήδη ταυτιστεί. Λόγω της διατήρησης του διπλού λόγου, κάθε νέο ζεύγος ομόλογων 
επιπολικών ευθειών l4, l4′, θα τέμνεται επίσης επί της g. Στο ίδιο συμπέρασμα οδηγεί και ο 
προσδιορισμός της κωνικής τομής που διέρχεται από τους δύο πόλους και τα τρία συνευ-
θειακά σημεία τομής των επιπολικών ευθειών. Η κωνική στην περίπτωση αυτή είναι εκφυ-
λισμένη και αποτελείται από δύο ευθείες, την g και την l1 ≡ l1′. 
 

   
Σχήμα 4.2. Δέσμες επιπολικών ευθειών σε προβολική (αριστερά) και προοπτική θέση (δεξιά). 

                                                 
2 Αυτό μπορεί να γίνει με δύο διαφορετικές γωνίες στροφής, οι οποίες διαφέρουν κατά π. 
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Η ευθεία g ονομάζεται άξονας προοπτικότητας των δύο δεσμών και συνιστά δυνατή θέση 
της ευθείας τομής των επιπέδων ε1 και ε2. Μετάθεση του κέντρου της δεύτερης δέσμης επί 
της ευθείας των δύο πόλων έχει ως συνέπεια παράλληλη μετακίνηση της ευθείας g (που 
αντιστοιχεί σε μετάθεση των δύο εικόνων στην διεύθυνση της βάσης). Κάθε άλλη μετάθε-
ση της δεύτερης δέσμης ορίζει νέα ευθεία g διαφορετικής θέσης και διεύθυνσης. Η απα-
ραίτητη γωνία στροφής κ (ή κ + π) της δεύτερης δέσμης περί τον πόλο ισούται κάθε φορά 
με την γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες l1′ (στην νέα της θέση) και l1. Αν l1 = [a b c]T και 
l1′ = [a′ b′ c′]T οι ομογενείς τους αναπαραστάσεις, τότε:  

( )
′ ′−

=
′ ′+

a b abtan
a a b b

κ  (4.1)
 
Από την Εξ. (4.1) μπορούν να εξαχθούν οι δύο τιμές, κ και κ + π, της γωνίας.  
 
4.3.1.1 Αλγόριθμος υπολογισμού της ευθείας g  
Ο αλγόριθμος εύρεσης της ευθείας g που αντιστοιχεί σε τυχαία θέση e2′ = [x2′ y2′ 1]T του 
δεύτερου πόλου περιγράφεται, συνοπτικά, από τα εξής βήματα:  

 Μέσω του επιπολικού πίνακα υπολογίζονται οι θέσεις των πόλων e1 = [x1 y1 1]T και 
e2 = [x2 y2 1]T (Εξ. 3.33 ή Εξ. 3.37). 

 Προσδιορίζονται η ευθεία l1 από το εξωτερικό γινόμενο των σημείων e1 και e2′ (Εξ. 
2.10) και η ομόλογη επιπολική της l1′ μέσω του επιπολικού πίνακα (Εξ. 3.34). 

 Υπολογίζεται η γωνία κ των δύο ευθειών (Εξ. 4.1). 
 Μέσω του επιπολικού πίνακα ορίζονται δύο ζεύγη ομόλογων επιπολικών ευθειών 

l2, l2′ και l3, l3′, με επιλογή είτε δύο τυχαίων σημείων στην πρώτη εικόνα (Εξ. 3.28) 
είτε των ευθειών l2 = [1 −1 x1+y1]T και l3 = [−1 −1 x1+y1]T που διέρχονται από το e1 
και έχουν κλίση 1 και −1, αντίστοιχα (Εξ. 3.34). 

 Ορίζεται ευθεία l2″ δια του e2′ με κλίση s η οποία προκύπτει από το άθροισμα της 
γωνίας κλίσης της l2′ και της γωνίας κ. Αν l2′ = [a2′ b2′ c2′]T, η κλίση της δίνεται από 
την σχέση s2′ = −(a2′ ⁄ b2′), ενώ η κλίση της l2″ (από την σχέση υπολογισμού της ε-
φαπτομένης του αθροίσματος γωνιών) προκύπτει ως:   

( )
( )

′ +
=

′−
2

2

s tan
s

1 s tan
κ

κ
 (4.2)

 
Έτσι:  

2

T
2 2s 1 y sx⎡ ⎤′′ ′ ′= − −⎣ ⎦l  (4.3)

 
Η l2″ αντιστοιχεί στην νέα θέση της l2′ όταν η δέσμη των επιπολικών ευθειών της 
δεύτερης εικόνας στραφεί περί τον πόλο e2 κατά γωνία κ (ή κ + π) και μετατεθεί 
στην θέση e2′. Με ανάλογο τρόπο ορίζεται και η ευθεία l3″. 

 Βρίσκονται τα σημεία τομής των ευθειών l2, l2″ και l3, l3″ (Εξ. 2.9), και από αυτά η 
ευθεία g (Εξ. 2.10). 

 
 
4.3.2 Προοπτικότητα επί δεδομένου άξονα  
 
Εάν, αντιθέτως, ζητούμενη δεν είναι απλώς η τοποθέτηση των δεσμών σε προοπτική θέ-
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ση αλλά η τομή τους επί δεδομένης ευθείας g, τότε εκτός από στροφή απαιτείται και μετά-
θεση της δεύτερης δέσμης. Για τον προσδιορισμό της αρκούν τρία ζεύγη ομόλογων επι-
πολικών ευθειών (l1, l1′), (l2, l2′) και (l3, l3′) στις δύο εικόνες. Έστω ότι α1 και β1 είναι οι 
γωνίες των ευθειών l1, l2 και l1, l3, αντίστοιχα, και α2, β2 εκείνες των l1′, l2′ και l1′, l3′ (Σχ. 
4.3). 
 

 
 Σχήμα 4.3. Δέσμες επιπολικών ευθειών και δεδομένος άξονας προοπτικότητας.  
 
Η ευθεία g τέμνει τις επιπολικές ευθείες της πρώτης εικόνας στα σημεία Α, Β και Γ. Η α-
παίτηση να διέρχονται οι επιπολικές ευθείες l1′ και l2′ από τα αντίστοιχα σημεία Α και Β πε-
ριορίζει τις δυνατές θέσεις της κορυφής της δεύτερης δέσμης σε κυκλικό τόξο ca, που είναι 
ο γεωμετρικός τόπος των σημείων από τα οποία γωνία α2 βαίνει στο ευθύγραμμο τμήμα 
ΑΒ (Σχ. 4.4, αριστερά). Για να προσδιοριστεί το κυκλικό τόξο ca απαιτείται ένα τρίτο σημείο 
του εκτός των Α, Β. Τέτοιο είναι το σημείο Μ, όπου ο κύκλος τέμνει την ευθεία l2 που διέρ-
χεται από το Α και σχηματίζει γωνία γ = α1 + α2 με την l1. Από το τρίγωνο ΑΜe1 φαίνεται ό-
τι η γωνία ΑΜe1 πράγματι ισούται με την α2. Το Μ είναι, έτσι, το σημείο τομής του κυκλικού 
τόξου ca με την l2. 
 

   
Σχήμα 4.4. Τομή επιπολικών ευθειών επί δεδομένης ευθείας. 
 
Ομοίως, οι επιπολικές ευθείες l1′ και l3′ ορίζουν για το ευθύγραμμο τμήμα ΑΓ ένα δεύτερο 
κυκλικό τόξο cb. Αυτό προσδιορίζεται από τα Α, Γ και ένα τρίτο σημείο Ν, το οποίο προκύ-
πτει κατά τρόπο ανάλογο του Μ (Σχ. 4.4, δεξιά). H δεύτερη δέσμη οφείλει να βαίνει ταυτό-
χρονα στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ υπό γωνία α2 και στο ΑΓ υπό β2. Η θέση όπου ικανο-
ποιούνται οι δύο συνθήκες και στην οποία πρέπει να μετατεθεί η κορυφή της δεύτερης δέ-
σμης είναι το σημείο τομής e2′ των δύο κυκλικών τόξων. Σημειώνεται ότι υπάρχει βέβαια 
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και δεύτερη τέτοια θέση, στην άλλη πλευρά της ευθείας g, αν θεωρηθούν τα αντικατοπτρι-
κά των κυκλικών τόξων ca και cb ως προς την g. Η θέση αυτή αντιστοιχεί στην αντικατο-
πτρική της δεύτερης δέσμης και έτσι μπορεί προς στιγμήν να αγνοηθεί, θα περιγραφεί ό-
μως αργότερα μέσω στροφής της δεύτερης εικόνας περί την ευθεία g (βλ. ενότητα 4.6). 
 
Εκτός της απαραίτητης μετάθεσης της δεύτερης εικόνας που φέρνει τον πόλο e2 στην θέ-
ση e2′, απαιτείται και κατάλληλη στροφή κ (ή κ + π) ώστε η ευθεία l1′ να διέρχεται από το 
σημείο Α. Η γωνία αυτή ισούται με εκείνη που σχηματίζουν οι ευθείες e2′Α, l1′ και μπορεί 
να υπολογιστεί αναλυτικά από την Εξ. (4.1), αφού προηγουμένως προσδιοριστούν οι ομο-
γενείς αναπαραστάσεις των δύο ευθειών. 
 
4.3.2.1 Αλγόριθμος υπολογισμού στροφής και μετάθεσης της δεύτερης δέσμης  
Έτσι, ο επόμενος αλγόριθμος υπολογίζει από τον επιπολικό πίνακα την θέση e2′ του πό-
λου της δεύτερης δέσμης και την στροφή κ περί αυτόν προκειμένου οι ομόλογες επιπολι-
κές ευθείες να τέμνονται επί δεδομένης ευθείας g:  

 Μέσω του επιπολικού πίνακα υπολογίζονται οι θέσεις των πόλων e1 = [x1 y1 1]T και 
e2 = [x2 y2 1]T (Εξ. 3.33 ή Εξ. 3.37). 

 Κατόπιν ορίζονται τρία ζεύγη ομόλογων επιπολικών ευθειών (l1, l1′), (l2, l2′), (l3, l3′), 
με επιλογή τριών τυχαίων σημείων στην πρώτη εικόνα (Εξ. 3.28) είτε των ευθειών 
l1 = [0 1 − y1]T, l2 = [1 −1 x1+ y1]T και l3 = [−1 −1 x1 + y1]T που διέρχονται από το e1 
και έχουν κλίση 0, 1 και −1, αντίστοιχα (Εξ. 3.34). 

 Βρίσκονται τα σημεία τομής Α, Β και Γ της g με τις ευθείες l1, l2 και l3, αντίστοιχα, 
από το εξωτερικό γινόμενο των ομογενών τους αναπαραστάσεων (Εξ. 2.9). 

 Υπολογίζονται οι γωνίες α2, β2 των ευθειών l1′, l2′ και l1′, l3′, αντίστοιχα (Εξ. 4.1). 
 Ορίζεται ευθεία lΑΜ δια του Α με κλίση s που προκύπτει ως άθροισμα της γωνίας 

κλίσης της l2 και της γωνίας α2. Αν s2 = −(a2 ⁄ b2) η κλίση της ευθείας l2 = [a2 b2 c2]T, 
τότε η κλίση της lΑΜ είναι:   

( )
( )

+
=

−
2 2

2 2

s tan
s

1 s tan
α

α
 (4.4)

 
και η lΑΜ εκφράζεται ως:  

[ ]ΑΜ Α Α

Ts 1 y sx= − −l  (4.5)
 

όπου xΑ, yΑ οι μη ομογενείς συντεταγμένες του σημείου Α. Η lΑΜ σχηματίζει έτσι με 
την l1 γωνία γ = α1 + α2. Μέσω της ευθείας l3 και της γωνίας β2 ορίζεται με ανάλογο 
τρόπο η ευθεία lΑΝ. 

 Από τα εξωτερικά γινόμενα των ευθειών lΑΜ, l2 και lΑΝ, l3 προσδιορίζονται τα σημεία 
Μ και Ν, αντίστοιχα. 

 Προσδιορίζεται ο κύκλος ca από τα σημεία Α, Β και Μ, και ο cb από τα Α, Γ και Ν. 
 Βρίσκεται το σημείο e2′ ως η τομή των κύκλων ca και cb (το δεύτερο σημείο τομής 

τους είναι το Α). 
 Τέλος, και αφού προσδιοριστεί η ευθεία e2′Α, μπορεί να υπολογιστεί και η γωνία κ 

(ή κ + π) που αυτή σχηματίζει με την l1′ (Εξ. 4.1). 
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4.3.3 Παραμετροποίηση του επιπολικού πίνακα  
 
Η δυνατότητα να έρθουν οι δέσμες επιπολικών ευθειών σε προοπτική θέση με κατάλληλη 
στροφή (κ) και μετάθεση (dx, dy) της δεύτερης εικόνας στο επίπεδο της πρώτης, και μάλι-
στα με άξονα προοπτικότητας οποιαδήποτε ευθεία g μη διερχόμενη από τον πόλο e1

3, ε-
πιτρέπει να αναδιατυπωθεί το φωτογραμμετρικό πρόβλημα του προσδιορισμού της 2D ε-
πιπολικής γεωμετρίας ως εξής. Έστω g τυχαία ευθεία της πρώτης εικόνας και x = [x y 1]T, 
x′ = [x′ y′ 1]T ζεύγος ομόλογων εικονοσημείων. Με θεώρηση των εικόνων σε κοινό σύστη-
μα επίπεδων συντεταγμένων, αναζητούνται οι θέσεις e1 = [x1 y1 1]T και e2 = [x2 y2 1]T των 
δύο πόλων καθώς και ο 2D ισομετρικός μετασχηματισμός (στροφή και μετάθεση):  

( ) ( )
( ) ( )

x

(3 3) y

cos sin d
sin cos d

0 0 1
×

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H
κ κ
κ κ   (4.6)

 
ώστε η ευθεία e1x και η ευθεία e2x′, μετασχηματιζόμενη με τον H, να τέμνονται επί της g. 
Αυτό ισοδυναμεί με την απαίτηση το σημείο x να ανήκει στην επιπολική ευθεία l του x′, η 
οποία ορίζεται από τον πόλο e1 και το σημείο τομής της ευθείας e2x′ (αφού αυτή στραφεί 
και μετατεθεί μέσω του H) με την g.  
 
Αναλυτικότερα, η ευθεία e2x′ προκύπτει από το εξωτερικό γινόμενο των σημείων e2 και x′ 
(Εξ. 2.10):  

[ ]2 ×
′ ′=l e x   (4.7)

 
Εν συνεχεία η l′ στρέφεται και μετατίθεται, μέσω του H (Εξ. 2.30), παίρνοντας την μορφή:  

[ ]T T
H 2

− −
×

′ ′ ′= =l H l H e x  (4.8)
 
Η lH′ τέμνει την g σε σημείο Α (Εξ. 2.9):  

[ ] [ ] [ ]T
H 2

−
× × ×
′ ′= =Α g l g H e x  (4.9)

 
και η επιπολική του x′ προκύπτει από το εξωτερικό γινόμενο του Α με το e1 (Εξ. 2.10):  

[ ] [ ] [ ] [ ]T
1 1 2

−
× × × ×

′= =Αl e e g H e x  (4.10)
 
Το σημείο x οφείλει να ανήκει στην l και συνεπώς να ικανοποιεί την (Εξ. 2.8):  

[ ] [ ] [ ]T T T
1 20 0−

× × ×
′= ⇔ =x l x e g H e x  (4.11)

 
Οι Εξ. (4.10) και (4.11) είναι ισοδύναμες με τις (3.28), (3.29) που ορίζουν, αντίστοιχα, την 
επιπολική ευθεία εικονοσημείου μέσω του επιπολικού πίνακα και την δέσμευση που οφεί-
λουν να ικανοποιούν τα ομόλογα σημεία4. Έτσι, η προσέγγιση αυτή καταλήγει σε ορισμό 
του επιπολικού πίνακα συναρτήσει της θέσης των δύο πόλων και των παραμέτρων στρο-
φής και μετάθεσης της δεύτερης εικόνας που απαιτούνται ώστε να τέμνονται οι ομόλογες 
επιπολικές ευθείες επί ευθείας g:  

[ ] [ ] [ ]T T
1 2

−
× × ×

=F e g H e  (4.12)
 
                                                 
3 Στην περίπτωση αυτή οι τομές όλων των επιπολικών ευθειών με την g ταυτίζονται με το σημείο e1. 
4 Με την διαφορά ότι έχουν αντιστραφεί οι ρόλοι των δύο εικόνων. Αυτό εξηγεί γιατί στην Εξ. (4.12) εμφανίζε-
ται ο ανάστροφος του επιπολικού πίνακα. 
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Εναλλακτικά, το πρόβλημα υπολογισμού της 2D επιπολικής γεωμετρίας μπορεί να διατυ-
πωθεί και ως εκείνο της αναζήτησης της θέσης των δύο πόλων, του άξονα προοπτικότη-
τας g που αντιστοιχεί στις θέσεις αυτές και της γωνίας στροφής κ της δεύτερης εικόνας πε-
ρί τον πόλο e2. Δηλαδή, αντί δύο παραμέτρων μετάθεσης dx και dy (που εν προκειμένω εί-
ναι μηδενικές) υπολογίζονται οι δύο ανεξάρτητες παράμετροι της ευθείας g. 
 
Και στις δύο περιπτώσεις, η παραμετροποίηση του επιπολικού πίνακα που εισάγεται εδώ 
περιλαμβάνει 7 ανεξάρτητες παραμέτρους, όσες δηλαδή και οι βαθμοί ελευθερίας του. Και 
με αυτή την έννοια παρουσιάζει ομοιότητα με εκείνη των Luong et al. (1993) και Luong & 
Faugeras (1996), οι οποίοι αναλύουν τον επιπολικό πίνακα στις θέσεις των πόλων και τα 
στοιχεία ομογραφίας του P1 μεταξύ των επιπολικών ευθειών (βλ. ενότητα 3.2.3.1). Ωστόσο 
η παρούσα παραμετροποίηση – και παρά την χρήση ομογενών συντεταγμένων που α-
πλώς διευκολύνουν την διατύπωση της – είναι στην ουσία της ευκλείδεια, καθώς στηρίζε-
ται σε έννοιες όπως η στροφή και η μετάθεση. Το γεγονός αυτό, σε συνδυασμό με την ά-
μεση σύνδεση του επιπολικού πίνακα με την ευθεία τομής των επιπέδων των εικόνων, ε-
πιτρέπει καλύτερη κατανόηση της γεωμετρίας που είναι εγγεγραμμένη στο μαθηματικό 
μοντέλο του επιπολικού πίνακα.  
 
Η διατυπωθείσα παραμετροποίηση μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε αλγορίθμους μη γραμμι-
κού υπολογισμού του επιπολικού πίνακα από ≥7 ομολογίες σημείων (βλ. ενότητα 3.2.4.3). 
Οι αναγκαίες αρχικές τιμές των παραμέτρων στροφής και μετάθεσης της δεύτερης εικόνας 
υπολογίζονται, μετά από μια πρώτη γραμμική επίλυση του επιπολικού πίνακα, με τον αλ-
γόριθμο που αναπτύχθηκε στην ενότητα 4.3.2.1. Έπειτα εκτιμώνται οι βέλτιστες τιμές τους 
με ελαχιστοτετραγωνική συνόρθωση, με την ελαχιστοποίηση είτε του αλγεβρικού “κλεισί-
ματος” της Εξ. (4.11) είτε των αποστάσεων στις δύο εικόνες των ομόλογων εικονοσημείων 
από τις αντίστοιχες επιπολικές τους ευθείες που ορίζονται βάσει της Εξ. (4.10).  
 
Η Εξ. (4.12) απλοποιείται περαιτέρω αν ως ευθεία τομής των επιπολικών ευθειών επιλεγεί 
ο άξονας y του συστήματος συντεταγμένων (g = [1 0 0]T). Τα στοιχεία του επιπολικού πί-
νακα παίρνουν τότε τις εξής τιμές:  

( ) ( ) ( )11 x 1 y 2f d sin y d cos y= + − −κ κ  

( )12 1f x cos=− κ  

( ) ( )( )13 1 2 y xf x y d cos d sin= + −κ κ  

( ) ( ) ( )21 x 1 y 2f d cos y d sin x= − − +κ κ  

( )22 1f x sin= κ  

( ) ( )( )23 1 2 x yf x x d cos d sin=− + +κ κ  

( ) ( ) ( ) ( )31 y 2 2 1 x 2 x 2 2 y 1f d x x y d y cos d x y d y sin⎡ ⎤= − − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦κ κ  

( ) ( )( )32 1 2 2f x x cos y sin= −κ κ  

( ) ( ) ( ) ( )33 1 x 2 y 2 x 2 y 2f x d y d x cos d x d y sin⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦κ κ  

(4.13)

 
Οι Εξ. (4.13) μπορούν να χρησιμοποιηθούν και αντίστροφα, δηλαδή για την εξαγωγή των 
παραμέτρων κ, dx και dy από τον επιπολικό πίνακα. Κατ’ αρχάς, η γωνία κ προσδιορίζεται 
από τον λόγο των στοιχείων f22 και f12: 
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( )22

12

f tan
f

=− κ  (4.14)
 
Κατόπιν, αφού πρώτα υπολογιστεί η θέση e2 του πόλου της δεύτερης εικόνας (Εξ. 3.33 ή 
3.37), προσδιορίζονται οι τιμές των dx και dy με επίλυση του συστήματος των εξισώσεων 
που προκύπτει από τους λόγους5 f13 / f12 και f23 / f12:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )223 13
x 2 2

12 12

f fd cos y sin x cos cos sin
f f

= + − +κ κ κ κ κ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )213 23
y 2 2

12 12

f fd cos x sin y cos cos sin
f f

=− − − +κ κ κ κ κ  
(4.15)

 
Από την Εξ. (4.14) προκύπτουν δύο γωνιακές τιμές κ και κ + π. Οι παράμετροι μετάθεσης 
που υπολογίζονται από αυτές είναι διαφορετικές αλλά ο επιπολικός πίνακας που αντιστοι-
χεί στις δύο γεωμετρίες είναι ο ίδιος. Στην ουσία οι δύο ισομετρικοί μετασχηματισμοί δια-
φέρουν κατά γωνία π περί την νέα θέση e2′ του πόλου της δεύτερης εικόνας, η οποία δεν 
επηρεάζει την τομή των ομόλογων επιπολικών ευθειών επί της ευθείας g. 
 
 
4.4 Επιπολικός κύκλος 
 
Κάθε ευθεία g του ε1 μπορεί λοιπόν να θεωρείται ως η πιθανή ευθεία τομής των επιπέδων 
ε1, ε2 των εικόνων στερεοζεύγους, αφού με κατάλληλη μετάθεση και στροφή της δεύτερης 
δέσμης επιτυγχάνεται η τομή των ομόλογων επιπολικών ευθειών επί αυτής. Ωστόσο, για 
την περιγραφή του συνόλου των γεωμετριών λήψης που αντιστοιχούν σε δεδομένο επιπο-
λικό πίνακα δεν είναι απαραίτητο να εξεταστούν όλες οι ευθείες του ε1. Παράλληλη μετάθε-
ση του άξονα προοπτικότητας g των επιπολικών δεσμών έχει ως αποτέλεσμα την μετάθε-
ση της δεύτερης δέσμης επί της ευθείας που συνδέει τους δύο πόλους. Στον 3D χώρο η 
μεταβολή αυτή αντιστοιχεί σε μετακίνηση της δεύτερης εικόνας στην διεύθυνση της βάσης, 
πράγμα που δεν διαταράσσει τον σχετικό προσανατολισμό του στερεοζεύγους. Έτσι, όταν 
στην συνέχεια τα επίπεδα ε1 και ε2 στραφούν περί την ευθεία τομής τους (βλ. ενότητα 4.6), 
παράλληλες ευθείες g δεν θα περιγράφουν παρά ισοδύναμες “οικογένειες” 3D γεωμετριών 
λήψης. Συνεπώς, αρκεί να εξεταστεί μόνο το υποσύνολο των ευθειών που διέρχονται από 
τυχαίο σημείο Κ. Η ευθεία g έχει πλέον έναν βαθμό ελευθερίας και ορίζεται από μια παρά-
μετρο, την κλίση της, ή, εναλλακτικά, την γωνία δ που η g σχηματίζει με την ευθεία e1Κ. 
 
4.4.1 Γενική περίπτωση 
 
Στην γενική περίπτωση όπου η ευθεία τομής των επιπέδων των εικόνων αλλά και οι πόλοι 
δεν βρίσκονται στο άπειρο, αποδεικνύεται εδώ ότι η δέσμευση της ευθείας g να διέρχεται 
από σταθερό σημείο Κ περιορίζει τις δυνατές θέσεις της κορυφής της δεύτερης δέσμης ε-
πιπολικών ευθειών επί κύκλου cΚ διερχόμενου από τον πόλο e1 (Σχ. 4.5).  
 
Έστω l1 η ευθεία e1Κ και l2, l3 επιπολικές ευθείες που σχηματίζουν με αυτήν γωνίες α1 και 
β1, αντίστοιχα (Σχ. 4.5, αριστερά). Μέσω του επιπολικού πίνακα προσδιορίζονται οι ομό-
                                                 
5 Χρησιμοποιούνται οι λόγοι και όχι απευθείας τα f13 και f23 για να αναιρεθεί η αβεβαιότητα κλίμακας των 
στοιχείων του F που υπάρχει από την επίλυσή του μέσω ομόλογων σημείων (βλ. ενότητα 3.2.4.1). 
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λογες επιπολικές τους ευθείες l1′, l2′ και l3′, και από αυτές οι γωνίες α2 και β2 των l1′, l2′ και 
l1′, l3′, αντίστοιχα. Η ευθεία g, η οποία διέρχεται από το σημείο Κ, ορίζεται μονοσήμαντα 
από την γωνία δ που σχηματίζει με την l1 και τέμνει τις l2, l3 στα αντίστοιχα σημεία Α, Β. Η 
θέση e2′ της κορυφής της δεύτερης δέσμης ώστε οι ομόλογες επιπολικές ευθείες να τέμνο-
νται επί της g προκύπτει, όπως έχει εξηγηθεί (βλ. ενότητα 4.3.2), από την τομή δύο κυκλι-
κών τόξων ca και cb, τα οποία αποτελούν τον γεωμετρικό τόπο των σημείων που βαίνουν 
στα ευθύγραμμα τμήματα ΚΑ και ΚΒ υπό γωνίες α2 και β2, αντίστοιχα. Τα σημεία Μ και Ν 
αποτελούν τις τομές των τόξων αυτών με τις ευθείες l2 και l3.  
 

   
Σχήμα 4.5. Επιπολικός κύκλος. 
 
Το σημείο Α ανήκει στο κυκλικό τόξο ca και βαίνει στην χορδή ΚΜ υπό γωνία α1+δ (βλ. τρί-
γωνο e1ΑΚ). Το e2′ ανήκει επίσης στο ca και άρα βαίνει στην ΚΜ υπό την παραπληρωμα-
τική γωνία της α1+δ (Σχ. 4.5, αριστερά). Αναλόγως όμως της σχετικής θέσης των σημείων 
e2′ και Α ως προς χορδή ΚΜ, το e2′ είναι δυνατόν να βαίνει στην ΚΜ υπό την ίδια γωνία 
α1+δ (Σχ. 4.5, δεξιά). Όσον αφορά το κυκλικό τόξο cb, αντίστοιχα, το Β βαίνει στην χορδή 
ΚΝ υπό γωνία β1+δ (βλ. τρίγωνο e1ΒΚ), ενώ το e2′ βαίνει στην ΚΝ υπό την παραπληρω-
ματική γωνία της β1+δ (Σχ. 4.5, αριστερά) ή την ίδια γωνία β1+δ (Σχ. 4.5, δεξιά). Από τις 
σχέσεις αυτές γωνιών μπορεί πλέον να υπολογιστεί η γωνία μ υπό την οποία το e2′ βαίνει 
στο ευθύγραμμο τμήμα ΜΝ (Σχ. 4.5, αριστερά):  

2 2 1 1
ˆˆˆ ˆe e′ ′= − = − = −Μ Κ Ν Κ ΚΒΝ ΚΑΜμ β α  (4.16)

 
ή, στην περίπτωση όπου το e2′ βρίσκεται μεταξύ των σημείων Μ και Ν (Σχ. 4.5, δεξιά):  

2 2 1 1
ˆ ˆˆ ˆe e′ ′= + = + − = +Μ Κ Ν Κ ΚΑΜ ΚΒΝμ π π − β α  (4.17)

 
Έτσι για κάθε ευθεία g δια του σημείου Κ, δηλαδή ανεξαρτήτως γωνίας δ, η θέση του δεύ-
τερου πόλου βαίνει στο ευθύγραμμο τμήμα ΜΝ υπό σταθερή γωνία β1−α1 (ή την παρα-
πληρωματική της). Ο δεύτερος πόλος ανήκει, συνεπώς, σε κύκλο cΚ που διέρχεται από τα 
σημεία Μ, Ν και τον πόλο e1, δεδομένου ότι ο τελευταίος επίσης βαίνει στο ΜΝ υπό γωνία 
μ (Σχ. 4.5) Ο cΚ θα ονομαστεί εδώ επιπολικός κύκλος του στερεοζεύγους και συνιστά τον 
γεωμετρικό τόπο των δυνατών θέσεων στις οποίες μπορεί να τοποθετηθεί ο πόλος της 
δεύτερης εικόνας προκειμένου οι ομόλογες επιπολικές ευθείες να τέμνονται επί ευθείας g 
διερχόμενης από σημείο Κ. Σε κάθε θέση του δεύτερου πόλου επί του επιπολικού κύκλου 
αντιστοιχεί βέβαια μια συγκεκριμένη στροφή της δέσμης περί τον πόλο ώστε να επιτευχθεί 
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η προοπτική θέση των δεσμών (για την σχέση της θέσης του δεύτερου πόλου με την αντί-
στοιχη γωνία στροφής βλ. ειδικότερα ενότητα 4.5). 
 
4.4.2 Ειδικές περιπτώσεις 
 
Στο σημείο αυτό εξετάζονται, σε σχέση με τον επιπολικό κύκλο, τρεις ειδικές περιπτώσεις 
εικόνων: οι δύο δέσμες των επιπολικών ευθειών είναι ίδιες (οι γωνίες α1, α2 είναι ίσες), οι 
επιπολικές ευθείες της πρώτης εικόνας είναι παράλληλες (ο πόλος e1 είναι σημείο του α-
πείρου) και, τέλος, οι επιπολικές ευθείες είναι παράλληλες και στις δύο εικόνες.  
 
Η πρώτη περίπτωση αντιστοιχεί σε τρεις δυνατές γεωμετρίες λήψης. Είτε οι πόλοι ισαπέ-
χουν από την ευθεία τομής των επιπέδων των εικόνων είτε οι δύο εικόνες είναι παράλλη-
λες αλλά μη συνεπίπεδες είτε, τέλος, τα επίπεδά τους συμπίπτουν αλλά οι εικόνες έχουν 
διαφορετική σταθερά μηχανής. Και στις τρεις περιπτώσεις οι δέσμες, εφόσον είναι ίδιες και 
συνεπώς μπορούν να έρθουν σε σύμπτωση στο επίπεδο, τέμνονται επί οποιασδήποτε ευ-
θείας g. Έτσι, o επιπολικός κύκλος εκφυλίζεται στον πόλο e1. 
 
Η δεύτερη περίπτωση αντιστοιχεί σε γεωμετρία λήψης όπου η πρώτη εικόνα είναι παράλ-
ληλη στην βάση του στερεοζεύγους. Στην προηγούμενη απόδειξη οι ευθείες l1, l2 και l3 εί-
ναι, τότε, παράλληλες. Οι γωνίες ΚΑΜ και ΚΒΝ είναι ίσες με την γωνία δ (ως εντός εναλ-
λάξ), κατά συνέπεια η γωνία μ υπό την οποία το e2′ βαίνει στο ευθύγραμμο τμήμα ΜΝ εί-
ναι μηδενική ή ίση με π (Εξ. 4.16 και 4.17). Έτσι, ο επιπολικός κύκλος εκφυλίζεται στην ευ-
θεία ΜΝ. 
 
Στην τρίτη περίπτωση η βάση είναι παράλληλη και στα δύο (στραμμένα περί την βάση, ά-
ρα μη παράλληλα) επίπεδα των εικόνων, επομένως παράλληλες στην βάση είναι τόσο η 
ευθεία τομής των επιπέδων των εικόνων όσο και οι επιπολικές ευθείες. Οι δύο πόλοι ορί-
ζονται εδώ μονοσήμαντα (στα σημεία φυγής της διεύθυνσης των επιπολικών ευθειών), ε-
νώ δυνατή δια σημείου Κ είναι μόνο μια ευθεία g (παράλληλη στις επιπολικές ευθείες). 
 
4.4.3 Κατασκευή επιπολικών ευθειών μέσω του επιπολικού κύκλου 
 
Στην απόδειξη της ενότητας 4.4.1 η επιλογή των επιπολικών ευθειών l2 και l3 είναι ελεύθε-
ρη. Διαφορετικές επιπολικές ευθείες ορίζουν διαφορετικά σημεία Μ και Ν, του ίδιου όμως 
επιπολικού κύκλου. Έτσι, όλα τα σημεία του επιπολικού κύκλου ικανοποιούν την ιδιότητα 
των Μ, Ν να βαίνουν στο ευθύγραμμο τμήμα e1Κ υπό την γωνία που σχηματίζει η επιπολι-
κή τους ευθεία με εκείνη του σημείου Κ. Η ιδιότητα αυτή μπορεί να αξιοποιηθεί για να δο-
θεί διαφορετική γεωμετρική ερμηνεία στους 7 βαθμούς ελευθερίας της 2D επιπολικής γεω-
μετρίας: τέσσερις παράμετροι απαιτούνται για να οριστούν οι δύο πόλοι, δύο για τον επι-
πολικό κύκλο που αντιστοιχεί σε σημείο Κ της πρώτης εικόνας υπό την δέσμευση πως αυ-
τός διέρχεται από τον πόλο e1 και μια (πχ. η κλίση της) για να οριστεί στην δεύτερη εικόνα 
η επιπολική ευθεία του σημείου Κ. Βάσει αυτών των παραμέτρων μπορεί να κατασκευάσει 
κανείς γεωμετρικά την επιπολική ευθεία l′ εικονοσημείου x της πρώτης εικόνας, φέροντας 
δια του πόλου e2 ευθεία που σχηματίζει με την επιπολική του Κ γωνία ίση με εκείνη υπό 
την οποία το σημείο τομής της ευθείας e1x με τον επιπολικό κύκλο βαίνει στο ευθύγραμμο 
τμήμα e1Κ. 
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4.4.4 Γεωμετρική κατασκευή του επιπολικού κύκλου 
 
Ο επιπολικός κύκλος εξαρτάται μόνο από τον επιπολικό πίνακα του ζεύγους και την θέση 
του σημείου Κ, μπορεί δε να κατασκευαστεί γεωμετρικά μέσω των σημείων Μ, Ν και e1. Η 
θέση του e1 υπολογίζεται απευθείας από τον επιπολικό πίνακα. Για τα σημεία Μ και Ν δεν 
είναι αναγκαίο να ορίζεται συγκεκριμένη ευθεία g ούτε να υπολογίζονται τα κυκλικά τόξα ca 
και cb. Τα σημεία αυτά μπορούν να προσδιορίζονται ως τομές των l2 και l3 με ευθείες δια 
του Κ που σχηματίζουν με την l1 γωνίες α1+α2 και β1+β2, αντίστοιχα. Κατ’ αυτόν τον τρόπο 
ικανοποιούνται οι γεωμετρικές ιδιότητες των εν λόγω σημείων ανεξάρτητα από την γωνία 
δ της ευθείας g, δηλαδή το Μ να βαίνει στο ευθύγραμμο τμήμα ΚΑ υπό γωνία α2 και το Ν 
στο ΚΒ υπό β2. Αναλυτικά, τα σημεία Μ και Ν προσδιορίζονται μέσω του αλγορίθμου που 
έχει περιγραφεί στην ενότητα 4.3.2.1 αν στην θέση της ευθείας l1 χρησιμοποιηθεί η ευθεία 
e1Κ. Διαφορετικά σημεία Κ ορίζουν άλλον επιπολικό κύκλο, από τον οποίο ωστόσο προ-
κύπτουν στην συνέχεια κοινές 3D γεωμετρίες λήψης. 
 
Η διαδικασία κατασκευής του επιπολικού κύκλου μπορεί, επίσης, να αντιστραφεί. Αντί να 
επιλεγεί τυχαία το σημείο Κ, μπορεί να οριστεί κύκλος cΚ διερχόμενος από τον πόλο e1 και 
έπειτα να προσδιοριστεί το σημείο Κ που του αντιστοιχεί. Γεωμετρικά αυτό επιτυγχάνεται 
με επιλογή δύο σημείων e2′ και e2″ του επιπολικού κύκλου και εύρεση των αντίστοιχων ευ-
θειών τομής g′ και g″ των επιπολικών δεσμών, βάσει της μεθόδου που περιγράφηκε στην 
ενότητα 4.3.1. Αναλυτικά, οι ευθείες g′ και g″ υπολογίζονται μέσω του αλγορίθμου της ε-
νότητας 4.3.1.1. Το Κ προκύπτει ως σημείο τομής των g′ και g″. 
 
4.4.5 Εξίσωση υπολογισμού του επιπολικού κύκλου 
 
Η περιγραφείσα διαδικασία κατασκευής του επιπολικού κύκλου cΚ για δεδομένο σημείο Κ, 
ή αντίστροφα του σημείου Κ για δεδομένο επιπολικό κύκλο cΚ, από τον επιπολικό πίνακα 
επιτρέπει να διατυπωθούν οι ακόλουθες αναλυτικές σχέσεις. Έστω στερεοζεύγος εικόνων 
άγνωστου εσωτερικού προσανατολισμού για το οποίο έχει υπολογιστεί ο επιπολικός πίνα-
κας F, και απ’ αυτόν έχουν κατόπιν προσδιοριστεί οι θέσεις των δύο πόλων e1 = [x1 y1 1]T 
και e2 = [x2 y2 1]T. Το κέντρο C = [xc yc 1]T του επιπολικού κύκλου που αντιστοιχεί σε ση-
μείο Κ = [xΚ yΚ 1]T υπολογίζεται άμεσα από την σχέση:   

( )( ) ( )( )
( )

2 2
1 11 21 1 21 22 11 121

c
11 22 12 21

x x f f y y f f f fx xx
2 2 f f f f

+ + + + +−
= +

−
Κ ΚΚ  

( )( ) ( )( )
( )

2 2
1 12 22 1 21 22 11 121

c
11 22 12 21

y y f f x x f f f fy yy
2 2 f f f f

+ + + + +−
= +

−
Κ ΚΚ  

(4.18)

 
η δε ακτίνα του Rc προκύπτει από την απόσταση του κέντρου του C από τον πόλο e1. Αν-
τίστροφα, το σημείο Κ υπολογίζεται από τις εξισώσεις:  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2
21 22 11 12 1 c 12 22 1 c 11 21 1 11 22 12 21 c
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+ − − + − + + − −
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=

− + +
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(4.19)
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Εάν Α είναι ο άνω αριστερά 2×2 υποπίνακας του επιπολικού πίνακα F:  
11 12

21 22

f f
f f
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦

A  (4.20)
 
και:   

=
TA AB
A

 (4.21)
 
οι Εξ. (4.18) και (4.19) μπορούν να γραφούν ως:  

( ) ( )c 1

c 1

x x x1
y y y2

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
B BΙ Ι Κ

Κ

 (4.22)
 
και:  
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c 1
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yy y
− −⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
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B B BΚ

Κ

Ι Ι Ι  (4.23)
 
όπου Ι μοναδιαίος πίνακας διαστάσεων 2×2.  
 
Με επιλογή του σημείου Κ στην αρχή του συστήματος συντεταγμένων [0 0 1]T, η Εξ. (4.18) 
απλοποιείται περαιτέρω:  
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4.5 Ευθεία προοπτικότητας και θέση στον επιπολικό κύκλο 
 
Τα σημεία του επιπολικού κύκλου και οι ευθείες δια του Κ βρίσκονται σε αμφιμονοσήμαντη 
αντιστοιχία. Σε δεδομένη ευθεία g αντιστοιχεί μοναδικό σημείο e2′ του επιπολικού κύκλου, 
στο οποίο τοποθετούμενη η δεύτερη δέσμη των επιπολικών ευθειών και στρεφόμενη κατά 
κατάλληλη γωνία κ θα τέμνει την πρώτη δέσμη επί της g. Το σημείο αυτό αλλά και η γωνία 
κ μπορούν να προσδιορίζονται με τον αλγόριθμο της ενότητας 4.3.2.1. Αντίστροφα, σε κά-
θε σημείο e2′ αντιστοιχεί μοναδική ευθεία g, η οποία είναι δυνατόν να υπολογίζεται μέσω 
του αλγορίθμου της ενότητας 4.3.1.1.  
 
Χάρη στην ιδιότητα των σημείων του επιπολικού κύκλου να βαίνουν στο ευθύγραμμο τμή-
μα e1Κ υπό την γωνία που σχηματίζει η επιπολική τους ευθεία με εκείνη του Κ (βλ. ενότη-
τα 4.4.3), η θέση της δεύτερης δέσμης που αντιστοιχεί σε δεδομένη ευθεία g είναι επίσης 
δυνατόν να προσδιορίζεται με την εξής γεωμετρική κατασκευή. Η ευθεία g τέμνει την διά-
μετρο e1C του επιπολικού κύκλου (ή γενικότερα οποιαδήποτε χορδή του) που διέρχεται α-
πό τον πόλο e1 στο σημείο Α (Σχ.4.6, αριστερά). Η δεύτερη δέσμη οφείλει να βαίνει στο 
ευθύγραμμο τμήμα ΑΚ υπό την γωνία που σχηματίζουν οι ομόλογες επιπολικές ευθείες l2′ 
και l1′ των e1C και e1Κ, αντίστοιχα, η οποία ισούται με την γωνία ΑΜΚ, όπου Μ η τομή της 
e1C με τον επιπολικό κύκλο. Οι θέσεις που ικανοποιούν αυτή την απαίτηση είναι τα σημεία 
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του κυκλικού τόξου ca που ορίζεται από τα σημεία Α, Κ και Μ. Έτσι, η θέση e2′ προκύπτει 
ως η τομή του ca με τον επιπολικό κύκλο cΚ. Με ανάλογο τρόπο επιλύεται και το αντίστρο-
φο πρόβλημα, η κατασκευή δηλαδή της ευθείας g που αντιστοιχεί σε σημείο e2′ του επι-
πολικού κύκλου. Το τόξο ca προσδιορίζεται από τα σημεία e2′, Κ και Μ, ενώ το σημείο Α α-
πό την τομή του ca με την ευθεία e1C. Τα σημεία Α και Κ ορίζουν, τέλος, την ευθεία g. 
 

 
Σχήμα 4.6. Ευθεία προοπτικότητας και θέση στον επιπολικό κύκλο. 
 
 
4.5.1 Προβολική αντιστοιχία στον επιπολικό κύκλο 
 
Βάσει των προηγηθέντων, κύκλοι ca διερχόμενοι από τα σημεία Κ και Μ ορίζουν ζεύγη ση-
μείων e2′ και ευθειών g που βρίσκονται σε αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία. Συνδεόμενα με 
τον πόλο e1, τα σημεία e2′ ορίζουν επίπεδη δέσμη ευθειών με κέντρο το e1. Θα αποδειχτεί 
ότι οι δέσμες ευθειών e1e2′ (δια του e1) και g (δια του Κ) συνδέονται μέσω προβολικού με-
τασχηματισμού και επομένως, δυνάμει του θεωρήματος του Steiner (βλ. ενότητα 2.5.1.1), 
τα σημεία τομής τους κείνται επί κωνικής CT διερχόμενης από τα σημεία e1 και Κ (Σχ. 4.6, 
δεξιά). Το γεγονός αυτό επιτρέπει τόσο την γεωμετρική κατασκευή των ζευγών (e2′, g) μέ-
σω της κωνικής όσο και τον αναλυτικό τους υπολογισμό μέσω ομογραφίας του P1. Επιτρέ-
πει, επιπλέον, την εύρεση μη αντιστρέψιμης ετερογραφίας (βλ. ενότητα 2.5.4) που συνδέει 
γραμμικά τα σημεία του επιπολικού κύκλου με τις αντίστοιχες ευθείες g.  
 
Σύμφωνα με το θεώρημα του Steiner, οι δέσμες ευθειών e1e2′ και Μe2′ (Σχ. 4.7, αριστερά) 
είναι προβολικές γιατί τόσο τα κέντρα τους (e1 και Μ) όσο και τα σημεία τομής τους (e2′) α-
νήκουν στον επιπολικό κύκλο, δηλαδή ανήκουν σε κωνική τομή. Δεδομένου πως δύο γεω-
μετρικοί σχηματισμοί ευρισκόμενοι σε προβολική αντιστοιχία προς τρίτον είναι και μεταξύ 
τους προβολικοί, προκειμένου να αποδειχθεί η προβολικότητα ανάμεσα στις δέσμες των 
ευθειών e1e2′ και g αρκεί να αποδειχθεί εκείνη μεταξύ των Μe2′ και g. Η αντιστοιχία των 
σημείων e2′ του επιπολικού κύκλου, και κατ’ επέκταση των ευθειών Μe2′, με τις ευθείες g 
δια του Κ ορίζεται μέσω των κύκλων ca, οι οποίοι διέρχονται από τα δύο σταθερά σημεία Κ 
και Μ. Συνιστούν δηλαδή ομοαξονική δέσμη κύκλων με κέντρα O επί της μεσοκαθέτου του 
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ευθύγραμμου τμήματος ΚΜ. Στην συνέχεια θα δειχθεί ότι οι διπλοί λόγοι των σημείων το-
μής Β των ευθειών Μe2′ με την μεσοκάθετο του ΚΜ και των σημείων τομής Α των ευθειών 
g με την e1Μ ισούνται με τον διπλό λόγο των κέντρων O των κύκλων ca, άρα είναι μεταξύ 
τους ίσοι. Η ισότητα αυτή ολοκληρώνει την απόδειξη σχετικά με την προβολική αντιστοιχία 
των ευθειών e1e2′ και g. 
 

   
Σχήμα 4.7. Προβολική αντιστοίχιση ευθειών g και e1e2′ στον επιπολικό κύκλο (αριστερά). Επιπολι-
κός κύκλος έπειτα από στροφή, μετάθεση και αλλαγή κλίμακας στο επίπεδο (δεξιά). 
 
Η ισότητα του διπλού λόγου των σημείων Α και Β που ορίζονται από την ομοαξονική δέ-
σμη των κύκλων ca με εκείνον των κέντρων τους O αποδεικνύεται αναλυτικά, αφού πρώτα 
μεταβληθεί το σύστημα συντεταγμένων με μετασχηματισμό ομοιότητας HS (μεταβολή κλί-
μακας, μετάθεση, στροφή)6, ο οποίος μετασχηματίζει τα σημεία Κ, Μ στα Κ′ = [−1 0 1]T και 
Μ′ = [1 0 1]T, αντίστοιχα (Σχ. 4.7, δεξιά). Ο HS δεν επηρεάζει τις ιδιότητες του επιπολικού 
κύκλου, ενώ τα γεωμετρικά στοιχεία όσο και οι σχέσεις που υπολογίζονται στο νέο σύστη-
μα μπορούν να αναφερθούν κατόπιν στο αρχικό με τον αντίστροφο μετασχηματισμό HS

−1.  
 
Στο νέο σύστημα συντεταγμένων (Σχ. 4.7, δεξιά) ο άξονας x ταυτίζεται με την ευθεία Κ′Μ′, 
ο δε y με την μεσοκάθετο του ευθύγραμμου τμήματος Κ′Μ′. Η νέα θέση του κέντρου του ε-
πιπολικού κύκλου βρίσκεται από την σχέση C′ = HSC = [xc′ yc′ 1]T. Από τα σημεία C′ και Μ′ 
προσδιορίζεται επίσης ο πόλος της πρώτης εικόνας e1′ = [2xc′−1 2yc′ 1]T. Εάν d είναι η α-
πόσταση του κέντρου O′ του κύκλου ca από το μέσον του τμήματος Κ′Μ′, τότε O′ = [0 d 1]T 
και 2

OR 1 d′ = + . Η ευθεία C′Μ′ υπολογίζεται από την σχέση:  

[ ]
T

Tc

c

1 x
1 1 1 a 1

y

⎡ ⎤′−⎢ ⎥′ ′ ′ ′= × − = −⎢ ⎥′⎣ ⎦
Μ ΜC C ∼ , με c

c

1 xa
y

′−
=

′
 (4.25)

 
και το σημείο Α′ προκύπτει από την τομή της C′Μ′ με τον κύκλο ca:  

                                                 
6 Ο μετασχηματισμός HS έχει την μορφή της Εξ. (2.49) (βλ. ενότητα 2.5.3.1). Οι παράμετροί του υπολογίζον-
ται από τις συντεταγμένες των σημείων Κ = [xΚ yΚ 1]T και Μ = [2xc−x1 2yc−y1 1]T. Η θέση του Μ προκύπτει 
από το κέντρο C = [xc yc 1]T του επιπολικού κύκλου και τον πόλο e1 = [x1 y1 1]T. 



4. Η 2D Επιπολική Γεωμετρία στον Ευκλείδειο 3D Χώρο 87

( )
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Η απόσταση δύο σημείων Α1′, Α2′ που ορίζονται από κύκλους ca1, ca2 της ομοαξονικής δέ-
σμης είναι ίση με:  

1 2
1 2 2

d d
2

a 1

−
′ ′ =

+
Α Α  (4.27)

 
Η Εξ. (4.27) δείχνει ότι η απόσταση δύο σημείων Α1′ και Α2′ είναι ανάλογη της απόστασης 
των O1′ και O2′, άρα προκύπτει άμεσα ότι ο διπλός λόγος τεσσάρων σημείων Α1′, Α2′, Α3′, 
Α4′ είναι ίσος με εκείνον των αντίστοιχων κέντρων O1′, O2′, O3′, O4′ των κύκλων από τους 
οποίους ορίζονται. 
 
Εξάλλου, το σημείο e2″ υπολογίζεται αναλυτικά από την τομή του επιπολικού κύκλου με 
τον ca και έχει συντεταγμένες:  
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 (4.28)

 
Η ευθεία e2″Μ′ υπολογίζεται από την σχέση:  

T
2 2 c c ce e x y d x⎡ ⎤′′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′= × − −⎣ ⎦Μ Μ ∼  (4.29)

 
Το σημείο Β′ προκύπτει, τέλος, από την τομή της e2″Μ′ με τον άξονα y ([1 0 0]T):  

[ ]
T

T c
2

c

x
e 1 0 0 0 1

y d

⎡ ⎤′⎢ ⎥′ ′′ ′= × ⎢ ⎥′ −⎣ ⎦
Β Μ ∼  (4.30)

 
Δύο κύκλοι της ομοαξονικής δέσμης ορίζουν σημεία Β1′, Β2′, η απόσταση των οποίων είναι 
ίση με:  

1 2
1 2

c 1 c 2

d d
y d y d

−
′ ′ =

− −
Β Β  (4.31)

 
Από την Εξ. (4.31), αν υπολογιστούν οι απαραίτητοι λόγοι, αποδεικνύεται ότι ο διπλός λό-
γος τεσσάρων σημείων Β1′, Β2′, Β3′, Β4′ είναι ίσος με εκείνον των αντίστοιχων κέντρων των 
κύκλων O1′, O2′, O3′, O4′, και συνεπώς ισούται με τον διπλό λόγο των αντίστοιχων σημείων 
Α1′, Α2′, Α3′, Α4′. Άρα οι δέσμες των ευθειών e2″Μ′ και g′ βρίσκονται σε προβολική αντι-
στοιχία. Ο μετασχηματισμός ομοιότητας HS, που προηγήθηκε της απόδειξης, διατηρεί τον 
διπλό λόγο. Συνεπώς, το συμπέρασμα της προβολικότητας ισχύει και για τις αρχικές δέ-
σμες των ευθειών e2′Μ και g, αλλά και για εκείνες των e1e2′ και g. 
 
Αφού υπολογιστεί η θέση του σημείου Α′ (Εξ. 4.25) είναι πλέον δυνατόν να προσδιοριστεί 
η ευθεία g′:  

T

c c

c c

dx d y
K 1 1

x dy 1

⎡ ⎤′ ′− +⎢ ⎥′ ′ ′= × ⎢ ⎥′ ′− −⎣ ⎦
Αg ∼  (4.32)

 
Έτσι λοιπόν, από τις Εξ. (4.28) και (4.32) μπορούν να υπολογιστούν άμεσα στο νέο σύ-
στημα συντεταγμένων, συναρτήσει μιας μεταβλητής d ∈ [−∞,∞], όλα τα ομόλογα ζεύγη δυ-
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νατών θέσεων e2″ της δεύτερης δέσμης στον επιπολικό κύκλο και ευθειών τομής των επι-
πέδων των εικόνων g′. Από αυτά μπορούν να υπολογιστούν, με τον αντίστροφο μετασχη-
ματισμό HS

−1, τα ζεύγη (e2′, g) στο αρχικό σύστημα.  
-1

2 S 2′ ′′=e H e  και T
S ′=g H g  (4.33)

 
 
4.5.2 Εύρεση ομογραφίας του P1 και μη αντιστρέψιμης ετερογραφίας   
 
Από την Εξ. (4.28) υπολογίζεται η ευθεία l′ = e1′e2″ που συνδέει τους δύο πόλους στον ε-
πιπολικό κύκλο:  

T
1 2 1 2 c c c cd y x 2dx d y⎡ ⎤′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′= = × − − + −⎣ ⎦l e e e e ∼  (4.34)

 
Αποδείχθηκε προηγουμένως πως η l′ συνδέεται αμφιμονοσήμαντα με την ευθεία g′ μέσω 
προβολικού μετασχηματισμού. Κατά συνέπεια, αν sl′ και sg′ οι κλίσεις των δύο ευθειών, υ-
πάρχουν συντελεστές h1, h2, h3, h4 τέτοιοι ώστε (βλ. ενότητα 3.2.3.1):  

1 2l
g

3 4l

h h
h h

′
′

′

+
=

+
ss
s

 (4.35)
 
Πράγματι, οι κλίσεις των ευθειών l′ και g′ είναι ίσες με:  

c
l

c

y d
x′

′ −
=

′
s  και c c

g
c c

1 x dy
y dx d′

′ ′− +
=

′ ′+ −
s  (4.36)

 
και η Εξ. (4.35) επαληθεύεται, εάν:   
     1 c ch x y′ ′=  
     2

2 c ch x 1 y′ ′= − −  
     ( )3 c ch x x 1′ ′= −  

     4 c ch x y′ ′=−  

(4.37)

 
Βάσει της προσέγγισης των Luong et al. (1993) και Luong & Faugeras (1996), από τα τέσ-
σερα στοιχεία hi της ομογραφίας του P1 και τα κέντρα Κ′, e1′ των δύο δεσμών μπορεί μέσω 
της Εξ. (3.36) να υπολογιστεί ετερογραφία Τ′ που συνδέει άμεσα και γραμμικά τα σημεία 
e2″ του επιπολικού κύκλου με τις αντίστοιχες ευθείες g′ (βλ. ενότητα 3.2.3.1):   

( )

2 2 2
c c c c c c c

c c c c c c

2 2 2
c c c c c c c

x 1 y x y 3x 2x y 1
x y x 1 x x y

x 1 y x y 3x 2x y 1

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

T  (4.38)

 
Ο πίνακας Τ′, που αναφέρεται στο μετασχηματισμένο σύστημα συντεταγμένων, μπορεί να 
αναχθεί μέσω του μετασχηματισμού HS στο αρχικό σύστημα συντεταγμένων:  

T
S S′=T H T H  (4.39)

 
Εκεί ισχύει πως:  

2′=g Te  (4.40)
 
Επίσης, με τρόπο ανάλογο των Εξ. (3.34) ορίζεται μέσω του T η σχέση που συνδέει τις ο-
μόλογες ευθείες l′ = e1e2′ και g:  
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[ ]1 ×
=g T e l  και [ ]T

×
= Κl T g  (4.41)

 
Όπως αναφέρθηκε στην προηγούμενη ενότητα, οι δύο αυτές ευθείες τέμνονται κατά το θε-
ώρημα του Steiner επί κωνικής τομής CT που διέρχεται από τα σημεία e1 και Κ (Σχ. 4.6, 
δεξιά). Κατ’ αναλογία με την προσέγγιση των Thompson (1968) και Maybank (1993), οι ο-
ποίοι προσδιορίζουν από τον επιπολικό πίνακα την κωνική επί της οποίας τέμνονται οι ο-
μόλογες επιπολικές ευθείες (βλ. ενότητα 3.2.3.2), η ομογενής αναπαράσταση της CT περι-
γράφεται από το συμμετρικό μέρος του πίνακα T της ετερογραφίας:  

( )T
T

1
2

= +C T T  (4.42)
 
Έτσι, με επιλογή ευθείας g δια του Κ ως άξονα προοπτικότητας των επιπολικών δεσμών 
των εικόνων, η θέση e2′ όπου οφείλει να έρθει ο πόλος της δεύτερης δέσμης κατασκευάζε-
ται γεωμετρικά ως η τομή με τον επιπολικό κύκλο της ευθείας l που προκύπτει εάν συνδε-
θεί με τον πόλο e1 η τομή της g με την κωνική CT. Αντίστροφα, συνδέοντας το Κ με την το-
μή των l και CT κατασκευάζει κανείς την ευθεία g που αντιστοιχεί σε δεδομένη θέση e2′.  
 
Αξίζει να σημειωθεί πως, εάν το σημείο Κ επιλεγεί στην αφετηρία [0 0 1]T του αρχικού συ-
στήματος συντεταγμένων, ο πίνακας T που αναπαριστά την μη αντιστρέψιμη ετερογραφία 
μεταξύ των σημείων e2′ του επιπολικού κύκλου και των ευθειών g απλοποιείται και μπορεί 
να υπολογιστεί άμεσα από τα στοιχεία του επιπολικού πίνακα από την σχέση:  

2 2
11 11 22 12 21 21 11 12 21 22 11 13 22 13 21 23 23 12

2 2
11 12 21 22 12 11 22 12 21 22 22 23 11 23 21 13 13 12

f f f f f f f f f f f f f f f f f f
f f f f f f f f f f f f f f f f f f

0 0 0

⎡ ⎤− + + + − + +⎢ ⎥
⎢ ⎥= + − + + − + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

T  (4.43)

 
 
4.5.3 Πολλαπλότητα λύσεων  
 
Για να αποκατασταθεί η προοπτικότητα των επιπολικών ευθειών, μετά από την μετάθεση 
της δεύτερης δέσμης στην θέση e2′ απαιτείται στροφή κ ώστε η επιπολική ευθεία του ση-
μείου Κ να διέρχεται από αυτό. Ωστόσο, δεδομένου ότι στροφή κατά γωνία π της δεύτερης 
όσο και της πρώτης δέσμης περί τον αντίστοιχο πόλο δεν επηρεάζει την τομή των ομόλο-
γων επιπολικών ευθειών επί της g, σε κάθε σημείο του επιπολικού κύκλου αντιστοιχούν 
στην πραγματικότητα τέσσερις διαφορετικές γεωμετρίες λήψης. Οι επιπολικές ευθείες πα-
ραμένουν στο σύνολο τους σταθερές χάρη στην συμμετρία των στροφών αυτών, όμως τα 
μεμονωμένα ομόλογα σημεία μετατίθενται επί αυτών σε θέσεις αντιδιαμετρικές ως προς 
τους δύο πόλους. Όταν στην συνέχεια (βλ. ενότητα 4.6) εξετάζονται οι 3D γεωμετρίες λή-
ψης που προκύπτουν από την περιστροφή των επιπέδων των εικόνων περί την ευθεία g, 
οι τέσσερις δυνατές λύσεις πρέπει να λαμβάνονται υπόψη.  
 
Η επίδραση όμως που έχει η στροφή, στο επίπεδο, των δεσμών κατά π περί τους πόλους 
ισοδυναμεί στον χώρο των τριών διαστάσεων με την επίδραση που έχουν τόσο η στροφή 
της δεύτερης εικόνας κατά π περί την βάση του ζεύγους όσο και η αντιμετάθεση των δύο 
εικόνων (Σχ. 4.8 και 4.9). Ισοδυναμεί, δηλαδή, με τις μεταβολές που δεν επηρεάζουν την 
συνεπιπεδότητα των οπτικών ακτίνων, ακόμα και σε περίπτωση εικόνων από βαθμονομη-
μένες μηχανές, και αντιπροσωπεύουν διαφορετικές λύσεις του σχετικού προσανατολισμού 
(βλ. ενότητα 3.1.3.3).  
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Σχήμα 4.8. Στροφή της δεύτερης εικόνας κατά π περί την βάση και αντιμετάθεση των εικόνων (επά-
νω) αντιστοιχούν στα επίπεδα των εικόνων σε στροφή των επιπολικών ευθειών κατά π περί τους πό-
λους (κάτω). 
 
Όπως προκύπτει και από τα δύο παραδείγματα για στερεοζεύγη διαφορετικού σχετικού 
προσανατολισμού που παρουσιάζονται στα Σχ. 4.8 και 4.9, η αντιστοιχία της κάθε μεταβο-
λής στον 3D χώρο και στα επίπεδα των εικόνων εξαρτάται από τον εκάστοτε σχετικό προ-
σανατολισμό του ζεύγους, ωστόσο οι τέσσερις διαφορετικές γεωμετρίες που προκύπτουν 
είναι στο σύνολό τους οι ίδιες. 
 
Κατά συνέπεια, η πολλαπλότητα λύσεων στο επίπεδο των εικόνων η οποία προκύπτει α-
πό στροφή κατά π των επιπολικών δεσμών περί τους πόλους μπορεί, προς το παρόν, να 
αγνοηθεί και αντί αυτής σε κάθε 3D γεωμετρία λήψης που προκύπτει στην συνέχεια να ε-
λέγχεται η δυνατότητα αντιμετάθεσης των εικόνων και στροφής κατά π της δεύτερης εικό-
νας περί την βάση του ζεύγους. Όπως έχει αναφερθεί (βλ. ενότητα 3.1.3.3), από τις τέσσε-
ρις πιθανές γεωμετρίες αποδεκτή είναι εκείνη που ανακατασκευάζει τα απεικονιζόμενα ση-
μεία μπροστά από τα δύο προβολικά κέντρα. 
 



4. Η 2D Επιπολική Γεωμετρία στον Ευκλείδειο 3D Χώρο 91

 

 
Σχήμα 4.9. Αντιστοιχία πολλαπλότητας λύσεων στον 3D χώρο (επάνω) και στο επίπεδο των εικό-
νων (κάτω) σε εικόνες σχετικού προσανατολισμού διαφορετικού από εκείνες του Σχ. 4.8. 
 
 
4.6 Στροφή των εικόνων περί τον άξονα προοπτικότητας 
 
4.6.1 Σχετική θέση των επιπέδων των εικόνων  
 
Μέχρι στιγμής η γεωμετρία στερεοζεύγους του οποίου έχει υπολογιστεί ο επιπολικός πίνα-
κας αντιμετωπίστηκε στο επίπεδο ε1 της πρώτης εικόνας. Εκεί, μπορεί να επιλεγεί αυθαί-
ρετα η διεύθυνση της ευθείας τομής g των ε1, ε2 και έπειτα, με κατάλληλη στροφή και με-
τάθεση της δεύτερης εικόνας, να επιτευχθεί η τομή των ομόλογων επιπολικών ευθειών επί 
αυτής. Η όποια στροφή των επιπέδων ε1 και ε2 κατά ϑ περί την ευθεία g δεν επηρεάζει 
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πλέον την προοπτικότητα των επιπολικών ευθειών αφού αυτές διατηρούνται τεμνόμενες 
επί της g. Υπό την επίδραση της ϑ οι γωνίες των επιπολικών επιπέδων μεταβάλλονται μα-
ζί με τις οπτικές ακτίνες, οι οποίες όμως εξακολουθούν να ορίζουν επιπολικά επίπεδα. Πα-
ράλληλα, οι πόλοι των εικόνων κινούνται, διαγράφοντας κύκλους κάθετους στην ευθεία g 
περί την οποία πραγματοποιείται η στροφή (Σχ. 4.10). Κατά συνέπεια, το σύνολο των δυ-
νατών θέσεων του δεύτερου πόλου στον 3D χώρο προκύπτει εάν σε κάθε διαφορετική δι-
εύθυνση της g λάβει κανείς υπόψη όλες τις γωνίες των επιπέδων των εικόνων (0 < ϑ < 2π, 
ϑ ≠ π), πράγμα που ισοδυναμεί με περιστροφή όλων των σημείων του επιπολικού κύκλου 
περί την ευθεία g που τους αντιστοιχεί και κάθετα σε αυτήν. Σε κάθε περίπτωση η ευθεία ο 
της βάσης του στερεοζεύγους ορίζεται από τους πόλους e1, e2′7, και για δεδομένη g, αν το 
επίπεδο ε1 θεωρηθεί σταθερό, κινείται στην επιφάνεια πλάγιου κώνου με κορυφή το e1 και 
βάση τον κύκλο τον οποίο διαγράφει το e2′. Όλα τα σημεία της βάσης είναι δυνατά προβο-
λικά κέντρα των εικόνων. Η επιλογή δύο σημείων της ορίζει την θέση των σημείων λήψης 
στον 3D χώρο και, με ορθή προβολή τους στα επίπεδα ε1 και ε2 των εικόνων, τον εσωτερι-
κό προσανατολισμό των εικόνων.  
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Σχήμα 4.10. Στροφή των εικόνων περί την ευθεία τομής g των επιπέδων τους. 
 
Πέραν λοιπόν των 7 παραμέτρων του επιπολικού πίνακα απαιτούνται 2 επιπλέον παράμε-
τροι, η κλίση της ευθείας g – ή, πράγμα ισοδύναμο, η θέση του δεύτερου πόλου επί του ε-
πιπολικού κύκλου – και η γωνία ϑ των ε1, ε2, για να προσδιοριστεί η σχετική θέση των ε-
πιπέδων ε1 και ε2 των εικόνων (δηλαδή η σχετική θέση των δεσμών των επιπολικών ευ-
θειών στον χώρο). Οι δύο αυτές παράμετροι είναι ανεξάρτητες του επιπολικού πίνακα και, 
συνδυαζόμενες, περιγράφουν το σύνολο των γεωμετριών λήψης των συμβατών με δεδο-
μένο επιπολικό πίνακα. Μέσω αυτών προσδιορίζεται, πλέον, και η ευθεία της βάσης του 
ζεύγους. Τέλος, 2 επιπλέον παράμετροι ορίζουν τα προβολικά κέντρα των εικόνων επί της 
βάσης, και κατά συνέπεια το πρωτεύον σημείο και την σταθερά της μηχανής τους. Με αυ-
τές τις συνολικά 11 παραμέτρους ολοκληρώνεται ο προσδιορισμός του σχετικού – με την 
τυπική φωτογραμμετρική έννοια – και του εσωτερικού προσανατολισμού ζεύγους εικόνων.  
                                                 
7 Με e2 αναφέρεται η θέση του πόλου της δεύτερης εικόνας στο επίπεδό της (όπως προκύπτει από τον επιπο-
λικό πίνακα), ενώ με e2′ η νέα του θέση στον επιπολικό κύκλο, έπειτα από κατάλληλη στροφή και μετάθεση 
της δέσμης των επιπολικών ευθειών ώστε να τέμνεται με εκείνη της πρώτης εικόνας επί της ευθείας g. 
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4.6.2 Εσωτερικός προσανατολισμός 
 
Για δεδομένη ευθεία g και γωνία ϑ των επιπέδων ε1, ε2, τα σημεία λήψης δεσμεύονται επί 
της ευθείας ο της βάσης που ορίζεται από τους πόλους (Σχ. 4.10). Κάθε αυθαίρετη επιλο-
γή σημείων επί της ο ορίζει την θέση των προβολικών κέντρων στον χώρο όσο και, με την 
προβολή τους στα επίπεδα των εικόνων, τα στοιχεία του εσωτερικού προσανατολισμού. Ο 
γεωμετρικός τόπος του πρωτεύοντος σημείου στα επίπεδα ε1, ε2 προκύπτει από την ορθή 
προβολή της βάσης σε αυτά, δηλαδή είναι ευθεία δια του αντίστοιχου πόλου. Για κάθε ση-
μείο της η σταθερά της μηχανής υπολογίζεται ως η απόστασή του από την ευθεία της βά-
σης. Δεδομένου ότι οι πόλοι είναι σημεία της βάσης, η ευθεία lp1 του πρωτεύοντος σημείου 
στο ε1 μπορεί να κατασκευαστεί γεωμετρικά από την ορθή προβολή d του e2′ και το ση-
μείο e1, ενώ η αντίστοιχη ευθεία lp2 στο ε2 από την προβολή c του e1 και το σημείο e2′. Στο 
Σχ. 4.10 τα ευθύγραμμα τμήματα e1a και e2′b είναι οι ορθές προβολές των κύκλων επί των 
οποίων κινούνται οι δύο πόλοι και είναι κάθετα στην g. Οι γωνίες e1ac και e2′bd είναι ίσες 
με την γωνία ϑ των επιπέδων ε1, ε2, με συνέπεια τα ορθογώνια τρίγωνα e1ca και e2′db να 
είναι όμοια. Συνεπώς ισχύει πως:  

( )
1 2

cos= = ϑ
′

ac bd
e a e b

 (4.44)
 
Επειδή e1a = e1′a και e2′bd = e2″bd (ακτίνες ίδιων κύκλων) ισχύει επίσης η ισότητα:  

( )
1 2

cos= = ϑ
′ ′′

ac bd
e a e b

 (4.45)
 
Κατά συνέπεια, μεταβολή της γωνίας ϑ επηρεάζει και στις δύο εικόνες την διεύθυνση των 
ευθειών lp1, lp2 του γεωμετρικού τόπου του πρωτεύοντος σημείου. Η επιλογή δύο σημείων 
p1, p2 των ευθειών αυτών ως πρωτευόντων σημείων των δύο εικόνων ορίζει τα αντίστοιχα 
προβολικά κέντρα O1, O2 επί της βάσης όσο και τις αντίστοιχες τιμές c1, c2 της σταθεράς 
της μηχανής. Τα τρίγωνα e2′de1 και O1p1e1 είναι όμοια, οπότε ισχύει η ισότητα των λόγων:  

2 1 1 1

1 1 1 1 1

c′
= =

e d O p
e d e p e p

 (4.46)
 
Από το τρίγωνο e2′db ισχύει επίσης πως:  

( )
2 2

22 b
tan

′′ −
ϑ = =

e dbe d
db db

 (4.47)

 
Από τις Εξ. (4.46) και (4.47) είναι δυνατόν να υπολογιστεί η σταθερά της μηχανής c1:  

( )
2 2

1 1 21 1
1

1 1

c tan
′ −

= ϑ =
e p e b dbe p bd

e d e d
 (4.48)

 
Με ανάλογο τρόπο, από τα τρίγωνα e1ce2′, O2p2e2′ και e1ac υπολογίζεται η σταθερά της 
μηχανής c2:  

( )
2 2

2 2 12 2
2

2 2

c tan
′′ −

= ϑ =
′ ′

e p e a ace p ac
e c e c

 (4.49)
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Εάν θεωρηθεί κατάκλιση του ε2 στο ε1 περί την ευθεία g (που αντιστοιχεί σε γωνία ϑ = π), 
η Εξ. (4.45) επιτρέπει να κατασκευάζονται γεωμετρικά όσο και αναλυτικά οι ευθείες lp1, lp2 
του πρωτεύοντος σημείου στα επίπεδα των εικόνων. Σε αυτά, οι προβολές e2′e2″ και e1e1′ 
των κύκλων επί των οποίων κινούνται οι δύο πόλοι υπό την επίδραση μεταβολών της ϑ 
είναι ευθύγραμμα τμήματα διερχόμενα από τα σημεία e2′, e1 και κάθετα στην g (Σχ. 4.11, 
αριστερά).  
 

  
Σχήμα 4.11. Κατάκλιση του επιπέδου ε2 στο ε1 περί την ευθεία τομής τους (αριστερά). Κατασκευή 
ευθείας πρωτεύοντος σημείου 2ης εικόνας (δεξιά). 
 
Αναλυτικά, η κάθετη από το e2′ = [x2′ y2′ 1]T στην g = [g1 g2 g3]T έχει ομογενείς συντεταγμέ-
νες [−g2 g1 g2x2′−g1y2′]T που μπορούν να γραφούν ισοδύναμα ως:  

2 2 2 2 ×
⎡ ⎤′ ′′ ′= = ⎣ ⎦e e m e g�I  (4.50)

 
όπου:  

1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�I  

 
Αντίστοιχα:  

[ ]1 1 1 1 ×
′ = =e e m e g�I  (4.51)

 
Τα σημεία a και b είναι οι τομές των ευθειών m1 και m2 με την g, οπότε:   

[ ] [ ] [ ]1 1× × ×
= =a g m g e g�I  (4.52)

 
και:  

[ ] [ ]2 2× × ×
⎡ ⎤′= = ⎣ ⎦b g m g e g�I  (4.53)

 
Η ευθεία lp1 που αντιστοιχεί σε συγκεκριμένη γωνία ϑ των ε1, ε2 οφείλει να τέμνει το e2′e2″ 
σε σημείο d το οποίο ικανοποιεί την Εξ. (4.44), δηλαδή απέχει από το b απόσταση ίση με 
⎪e2′b⎪cos(ϑ). Η δέσμευση αυτή ορίζει μονοσήμαντα το d, άρα και την ευθεία lp1. Ανάλογα, 
με επιλογή σημείου c του e1e1′ σε απόσταση ⎪e1a⎪cos(ϑ) από το a προσδιορίζεται η ευ-
θεία lp2′ του πρωτεύοντος σημείου της δεύτερης εικόνας. Αναλυτικά προκύπτει πως το ση-
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μείο d έχει συντεταγμένες:  
( )( ) ( ) 21 cos cos ′= − ϑ + ϑd b e  (4.54)

 
Η Εξ. (4.54) ισχύει μόνον εφόσον η τρίτη ομογενής συντεταγμένη των σημείων b και e2′ εί-
ναι ίση με την μονάδα. Από την Εξ. (4.53) προκύπτει πως T

3 =b g g�I , οπότε η Εξ. (4.54) 
μπορεί να διατυπωθεί ως:  

( )( )( ) [ ] ( )
1T

2 21 cos cos
−

× ×
⎡ ⎤′ ′= − ϑ + ϑ⎣ ⎦d g g g e g e� �I I  (4.55)

 
Αντίστοιχα, το σημείο c υπολογίζεται από την σχέση:  

( )( )( ) [ ] [ ] ( )
1T

1 11 cos cos
−

× ×
= − ϑ + ϑc g g g e g e� �I I  (4.56)

 
H lp1 προκύπτει από την σύνδεση των e1 και d:  

[ ] ( )( )( ) [ ] [ ] ( )[ ]
1T

p1 1 1 2 1 21 cos cos
−

× × × ××
⎡ ⎤′ ′= = − ϑ + ϑ⎣ ⎦l e d g g e g e g e e� �I I  (4.57)

 
ενώ η lp2′ από την σύνδεση των e2′ και c:  

( )( )( ) [ ] [ ] ( )
1T

p2 2 2 1 2 11 cos cos
−

× ×× × ×
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′= = − ϑ + ϑ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦l e c g g e g e g e e� �I I  (4.58)

 
Πρέπει να σημειωθεί βέβαια ότι η lp2′ αντιπροσωπεύει την νέα θέση της lp2 μετά από κα-
τάλληλη στροφή και μετάθεση της δεύτερης εικόνας ώστε οι ομόλογες επιπολικές ευθείες 
να τέμνονται επί της g. Η γωνία της όμως με την ευθεία e2′Κ είναι ίση με την γωνία που 
σχηματίζει η lp2 με την επιπολική ευθεία l1′ του σημείου Κ (Σχ. 4.11, δεξιά), γεγονός που ε-
πιτρέπει τον προσδιορισμό της lp2 από την lp2′. Η lp2 μπορεί να προσδιοριστεί επίσης μέ-
σω του επιπολικού πίνακα αφού είναι η επιπολική ευθεία του σημείου Λ όπου η lp2′ τέμνει 
την g. Αυτό συμβαίνει επειδή η ευθεία g είναι ο γεωμετρικός τόπος των τομών των ομόλο-
γων επιπολικών ευθειών. Έτσι, το σημείο Λ προσδιορίζεται από την σχέση:  

[ ] ( )( )( ) [ ] [ ] [ ] ( )[ ]
1T

p2 2 1 2 11 cos cos
−

× × × × ×× ×
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′= = − ϑ + ϑ⎣ ⎦ ⎣ ⎦Λ g l g g g e g e g g e e� �I I  (4.59)

 
και η lp2 από την:  

( )( )( ) [ ] [ ] [ ] ( ) [ ]
1T

p2 2 1 2 11 cos cos
−

× × × ×× ×
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′= = − ϑ + ϑ⎣ ⎦ ⎣ ⎦Λl F g g F g e g e g F g e e� �I I  (4.60)

 
Όλα τα σημεία των lp1 και lp2 που προκύπτουν από τις Εξ. (4.57) και (4.60) είναι δυνατές 
θέσεις του πρωτεύοντος σημείου, στο επίπεδο κάθε εικόνας, που αντιστοιχούν σε δεδομέ-
νη ευθεία g και γωνία ϑ. Εάν επιλεγούν δύο σημεία p1 και p2 επί των lp1, lp2, οι τιμές της 
σταθεράς της μηχανής c1, c2, υπολογίζονται από τις Εξ. (4.48) και (4.49) αφού πρώτα υ-
πολογιστούν οι απαραίτητες αποστάσεις8. Αλλαγή της γωνίας ϑ (με g σταθερή) μεταβάλ-
λει ταυτόχρονα στις δύο εικόνες τις διευθύνσεις των lp1 και lp2 ανάλογα με το cos(ϑ). Επι-
σημαίνεται, ωστόσο, ότι τα σύνολα των διαφορετικών ευθειών lp1, lp2 δεν καλύπτουν πλή-
ρως τα επίπεδα των εικόνων. Οι ευθείες e1e2′ και e1e2″ οροθετούν την περιοχή της πρώ-
της εικόνας εκτός της οποίας δεν θα ήταν δυνατόν να βρίσκεται το πρωτεύον σημείο της, 
δεδομένου ότι η lp1 (δια του e1) οφείλει να τέμνει το e2′e2″. Αντίστοιχα, οι ευθείες e2′e1 και 
e2′e1′ περιορίζουν τις δυνατές θέσεις του πρωτεύοντος σημείου της δεύτερης εικόνας. 
 
 
                                                 
8 Στην Εξ. (4.48) αντί της απόστασης ⎪e2′p1⎪ πρέπει να χρησιμοποιηθεί η ⎪e2p1⎪.  
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4.6.3 Προβολική αντιστοιχία ευθειών πρωτεύοντος σημείου 
 
Στο Σχ. 4.11 (αριστερά) τα ευθύγραμμα τμήματα e2′e2″, e1e1′ σχηματίζουν ισοσκελές τρα-
πέζιο e1e1′e2′e2″, με διαγώνιο την ευθεία e1e2′ και μεσοκάθετο την g οι οποίες τέμνονται 
στο σημείο Ν. Θα αποδειχθεί πως η ευθεία cd διέρχεται επίσης από το Ν. Τα ορθογώνια 
τρίγωνα e2′bΝ και e1aΝ είναι όμοια, οπότε ισχύει η ισότητα των λόγων e1a/e2′b και bΝ/aΝ. 
Από αυτήν και την Εξ. (4.44) προκύπτει επίσης η ισότητα των λόγων ac/bd και aΝ/bΝ, και 
άρα η ομοιότητα των τριγώνων bΝd, aΝc και η ισότητα των γωνιών τους. Τα ευθύγραμμα 
τμήματα bΝ και Νc είναι συνεπώς συνευθειακά, πράγμα που ολοκληρώνει την απόδειξη.  
 
Οι ευθείες lp1 και lp2′, οι οποίες συνιστούν τον γεωμετρικό τόπο του πρωτεύοντος σημείου 
των εικόνων, ορίζονται αντίστοιχα από τα σημεία e1, d και e2′, c. Για δεδομένη ευθεία g, τα 
σημεία e1, e2′ είναι σταθερά, ενώ τα d, c μεταβάλλονται υπό την επίδραση μεταβολών της 
γωνίας ϑ. Όμως οι διπλοί τους λόγοι παραμένουν ίσοι, αφού πρόκειται για τομές της ίδιας 
δέσμης ευθειών cd δια του σημείου Ν (ή, πράγμα ισοδύναμο, εξαιτίας της Εξ. 4.44). Έτσι, 
οι ευθείες lp1, lp2′ βρίσκονται σε προβολική αντιστοιχία, όπως άλλωστε και οι lp1, lp2 αφού 
οι lp2′ και lp2 διαφέρουν μόνο κατά στροφή και μετάθεση. Κατά συνέπεια, υπάρχει μη αντι-
στρέψιμη ετερογραφία Sg (διαφορετική για κάθε ευθεία g) που συνδέει γραμμικά το πρω-
τεύον σημείο p1 της πρώτης εικόνας με την ευθεία lp2 της δεύτερης, ή αντίστροφα το p2 με 
την lp1. 
 
Πράγματι, όσον αφορά την πρώτη περίπτωση, το p1 ορίζει με το e1 την ευθεία lp1:  

[ ]p1 1 1×
=l e p  (4.61)

 
που τέμνει την m2 (Εξ. 4.50) στο σημείο d:  

[ ] [ ] [ ]2 p1 2 1 1× × ×
= =d m l m e p  (4.62)

 
Το σημείο Ν είναι η τομή της e1e2′ με την g:  

[ ] [ ]1 2× ×
′=Ν g e e  (4.63)

 
Από αυτό και το d προκύπτει η ευθεία dc:  

[ ] [ ] [ ] [ ]dc 2 1 1× × × ×
= =Ν Νl d m e p  (4.64)

 
που τέμνει την m1 (Εξ. 4.51) στο σημείο c:  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 dc 1 2 1 1× × × × ×
= = Νc m l m m e p  (4.65)

 
Η ευθεία lp2′ προκύπτει από την σύνδεση του c με το e2′:  

[ ] [ ] [ ] [ ]p2 2 2 1 2 1 1× × × ×× ×
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ Νl e c e m m e p  (4.66)

 
Η lp2′ τέμνει την g στο σημείο Λ:  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]p2 2 1 2 1 1× × × × × ××
⎡ ⎤′ ′= = ⎣ ⎦Λ Νg l g e m m e p  (4.67)

 
Η lp2 είναι, τέλος, η επιπολική ευθεία του σημείου Λ:   

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]p2 p2 2 1 2 1 1× × × × × ××
⎡ ⎤′ ′= = = ⎣ ⎦Λ Νl F F g l F g e m m e p  (4.68)

 
Η Εξ. (4.68) περιγράφει μη αντιστρέψιμη ετερογραφία που συνδέει γραμμικά την θέση του 
πρωτεύοντος σημείου p1 με την ευθεία lp2. Η ετερογραφία αυτή αναπαριστάται από τον πί-
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νακα Sg:   
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]g 2 1 2 1× × × × ××

⎡ ⎤′= ⎣ ⎦ ΝS F g e m m e  (4.69)
 
που εξαρτάται από την ευθεία g και έχει όμοιες ιδιότητες με τον επιπολικό πίνακα. Ο ανά-
στροφος πίνακας Sg

Τ περιγράφει την ετερογραφία μεταξύ του p2 και της lp1. 
 
 
4.7 Μερική γνώση του εσωτερικού προσανατολισμού 
 
Μετά από την μελέτη της γεωμετρίας του στερεοζεύγους στην γενική περίπτωση των μη 
βαθμονομημένων μηχανών, στην παρούσα ενότητα εξετάζεται πώς δεσμεύονται οι βαθμοί 
ελευθερίας του στερεοζεύγους όταν είναι γνωστά ορισμένα μόνο στοιχεία του εσωτερικού 
προσανατολισμού των εικόνων. Γνώση αποκλειστικά των τιμών c1, c2 της σταθεράς των 
μηχανών των δύο εικόνων δεν δεσμεύει ούτε την διεύθυνση9 της ευθείας τομής των επιπέ-
δων ε1, ε2 των εικόνων ούτε την μεταξύ τους γωνία. Σε κάθε περίπτωση είναι πράγματι δυ-
νατόν να επιλεγούν δύο σημεία p1 και p2 επί των ευθειών lp1, lp2 του πρωτεύοντος σημείου 
σε κατάλληλη απόσταση από τον αντίστοιχο πόλο ώστε να ικανοποιούν τις Εξ. (4.48) και 
(4.49). Δεσμεύονται, όμως, κατ’ αυτόν τον τρόπο επί της ευθείας της βάσης οι θέσεις των 
προβολικών κέντρων που αντιστοιχούν στην εκάστοτε επιλογή g και ϑ. 
 
Αντιθέτως, γνώση του γεωμετρικού τόπου του πρωτεύοντος σημείου μιας εικόνας, για πα-
ράδειγμα του p1 (δηλαδή γνώση της ευθείας lp1 δια του πόλου e1), δεσμεύει την γωνία ϑ 
των επιπέδων ε1, ε2 αλλά και την ευθεία lp2 του πρωτεύοντος σημείου p2, μέσω του λόγου 
των αποστάσεων bd/e2′b που ορίζει επί του ευθύγραμμου τμήματος e2′e2″ (Εξ. 4.44). Οι 
βαθμοί ελευθερίας του ζεύγους μειώνονται, έτσι, κατά έναν. Η επιλογή διεύθυνσης της ευ-
θείας τομής των επιπέδων ε1, ε2 (g) παραμένει αδέσμευτη, αλλά σε κάθε τιμή της αντιστοι-
χεί πλέον συγκεκριμένη γωνία ϑ (ή 2π−ϑ) και ευθεία lp2 επί της οποίας οφείλει να κείται το 
πρωτεύον σημείο της δεύτερης εικόνας. Η lp2 μπορεί μάλιστα να υπολογιστεί και γραμμικά 
από το p1 μέσω της ετερογραφίας Sg (Εξ. 4.68). Εάν είναι γνωστή όχι απλώς η ευθεία lp1 
δια του p1 αλλά και η ίδια η θέση του p1, τότε οι βαθμοί ελευθερίας του ζεύγους μειώνονται 
κατά δύο, και μπορεί επιπλέον να υπολογιστεί και η σταθερά της μηχανής c1. 
 
Εάν εκτός του p1 είναι γνωστή και η σταθερά της μηχανής c1, τότε δεσμεύεται πλέον και η 
διεύθυνση της ευθείας g. Πράγματι, η ευθεία g μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει της θέσης 
του δεύτερου πόλου e2′ = [x2′ y2′ 1]T μέσω της ετερογραφίας Τ (Εξ. 4.40) ως g = Te2′. Η ε-
πιλογή του σημείου Κ, από το οποίο διέρχεται η g, στο [0 0 1]T απλοποιεί την μορφή του 
πίνακα T διευκολύνοντας τον υπολογισμό του από τα στοιχεία του επιπολικού πίνακα (Εξ. 
4.43). Μέσω της Εξ. (4.48) – ή, ευκολότερα, του τετραγώνου της (εάν εκφραστούν οι απα-
ραίτητες αποστάσεις συναρτήσει του e2′) – η γνωστή τιμή c1 της σταθεράς της μηχανής 
ουσιαστικά θέτει μια δέσμευση στην θέση e2′. Αν και το p1 θεωρηθεί, όπως και το Κ, στην 
αρχή των εικονοσυντεταγμένων10, η δέσμευση αυτή καταλήγει σε εξίσωση 4ου βαθμού ως 

                                                 
9 Υπενθυμίζεται ότι η ευθεία g ορίζεται πλήρως από την διεύθυνσή της, αφού είναι δεσμευμένη να διέρχεται 
από σημείο Κ του ε1 (βλ. ενότητα 4.4). 
10 Κάτι τέτοιο δεν επηρεάζει την γενικότητα της επίλυσης αφού το p1 μπορεί πάντοτε να μετατεθεί, πριν από 
τον υπολογισμό του επιπολικού πίνακα, στην θέση [0 0 1]Τ με κατάλληλη μετάθεση των εικονοσυντετα-
γμένων. 
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προς τα x2′, y2′. Η γεωμετρική της ερμηνεία είναι πως το e2′ ανήκει σε επίπεδη καμπύλη 
αντίστοιχου βαθμού. Το e2′ είναι ταυτόχρονα σημείο του επιπολικού κύκλου, άρα μπορεί 
να προσδιοριστεί από την τομή του με την καμπύλη 4ου βαθμού. Η λύση δεν είναι μοναδι-
κή. Οι δυνατές θέσεις – πραγματικές ή μιγαδικές – του σημείου e2′ είναι 8, καθώς σύμφω-
να με το θεώρημα του Bezout11, το πλήθος των τομών δύο επίπεδων καμπυλών είναι ίσο 
με το γινόμενο των βαθμών τους. Από τις λύσεις του e2′ και το p1 μπορούν κατόπιν να υ-
πολογιστούν η ευθεία g και η γωνία ϑ. Έτσι, στην περίπτωση ζεύγους εικόνων, μιας γνω-
στού και μιας άγνωστου εσωτερικού προσανατολισμού, είναι δυνατόν να προσδιοριστούν, 
μέσω του επιπολικού τους πίνακα, η σχετική θέση των επιπέδων τους και η διεύθυνση της 
βάσης τους, ενώ ταυτόχρονα δεσμεύεται το πρωτεύον σημείο της δεύτερης εικόνας σε ευ-
θεία δια του πόλου της. Βέβαια, η αβεβαιότητα των δυνατών 3D ανακατασκευών των απει-
κονιζόμενων αντικειμένων παραμένει προβολική, αφού το προβολικό κέντρο της δεύτερης 
εικόνας είναι ελεύθερο να κινείται επί της ευθείας της βάσης (χωρίς αντίστοιχη μετακίνηση 
του επιπέδου ε2), γεγονός που μεταβάλλει τις οπτικές ακτίνες επί των επιπολικών τους ε-
πιπέδων. Ωστόσο, ένα ευκλείδειο μέγεθος που είναι δυνατόν να υπολογιστεί εν προκειμέ-
νω είναι οι γωνίες της δέσμης των επιπολικών επιπέδων τα οποία ορίζονται μονοσήμαντα 
από την βάση και τις επιπολικές ευθείες12.  
 
Τελευταία εξετάζεται η υπόθεση ότι είναι δεδομένες οι θέσεις p1, p2 του πρωτεύοντος ση-
μείου και στις δύο εικόνες, η οποία έχει και αμεσότερο ενδιαφέρον αφού συχνά μπορεί να 
θεωρηθεί ότι το πρωτεύον σημείο βρίσκεται στο κέντρο των εικόνων. Ως γνωστόν, σε αυτή 
την περίπτωση προσδιορίζονται οι τιμές της σταθεράς της μηχανής και ο σχετικός προσα-
νατολισμός (ενότητα 3.4.2). Στο πλαίσιο της παρούσας διατριβής αυτό αποδεικνύεται ως 
εξής. Από τα p1, p2 προσδιορίζονται οι ευθείες lp1, lp2, δια των αντίστοιχων πόλων. Σε κάθε 
θέση e2′ του δεύτερου πόλου στον επιπολικό κύκλο αντιστοιχεί μοναδική ευθεία g, αλλά 
και μοναδική cd που κατασκευάζεται από τις τομές των ευθειών lp1, lp2 του πρωτεύοντος 
σημείου με τα ευθύγραμμα τμήματα e2′e2″, e1e1′ (Σχ. 4.11, αριστερά). Η cd εν γένει δεν θα 
διέρχεται, ως όφειλε, από το σημείο Ν που ορίζεται από την τομή των e1e2′ και g (βλ. ενό-
τητα 4.6.3). Η γεωμετρική αυτή δέσμευση επιτρέπει να προσδιοριστεί η θέση e2′ του επι-
πολικού κύκλου που την ικανοποιεί. Ισοδύναμα, μέσω του e2′ = [x2′ y2′ 1]T υπολογίζεται η 
ετερογραφία Sg (Εξ. 4.69), και από αυτήν η ευθεία lp2 = Sgp1 (Εξ. 4.68) που οφείλει να 
διέρχεται από το p2. Πρέπει δηλαδή να ισχύει η ισότητα:   

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]T T
2 g 1 2 2 1 2 1 10 0

× × × × ××
⎡ ⎤′= ⇔ =⎣ ⎦ Νp S p p F g e m m e p  (4.70)

 
η οποία μπορεί να γραφεί αποκλειστικά συναρτήσει του e2′ ως:  

[ ] [ ] [ ]T
2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 1 0

× × ×× × × ×× × ×
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦p F Te e e Te Te e e e Te e p� �I I  (4.71)

 
Όπως και στην προηγούμενη περίπτωση, θεωρείται Κ = p1 = p2 = [0 0 1]T χωρίς να χάνεται 
η γενικότητα της επίλυσης. Η Εξ. (4.71) απλοποιείται έτσι στην:  

31 13 32 23 33 33f f f 0+ + =D D D  (4.72)
 
όπου: 

                                                 
11 Bézout E., 1776. Théorie générale des équations algébriques (από http://en.wikipedia.org). 
12 Οι γωνίες των δεσμών των επιπολικών επιπέδων αποτελούν την βάση για την διατύπωση γεωμετρικών δε-
σμεύσεων μεταξύ των παραμέτρων του εσωτερικού προσανατολισμού και της 2D επιπολικής γεωμετρίας, οι 
οποίες παρουσιάζονται στο επόμενο Κεφάλαιο 5. 
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[ ] [ ] [ ]2 2 1 2 2 1 2 2 2 1× × ×× × × ×× × ×

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦D Te e e Te Te e e e Te e� �I I  (4.73)
 
Η Εξ. (4.72) είναι 7ου βαθμού ως προς τα x2′, y2′ και αναπαριστά επίπεδη καμπύλη ίδιου 
βαθμού. Από την τομή της με τον επιπολικό κύκλο προκύπτουν 14 δυνατές (πραγματικές 
ή μιγαδικές) θέσεις του e2′. Από τις πραγματικές μόνο λύσεις υπολογίζονται εν συνεχεία η 
ευθεία g, η γωνία ϑ αλλά και οι τιμές c1, c2 της σταθεράς των μηχανών, πράγμα που ολο-
κληρώνει έτσι την μερική βαθμονόμηση των εικόνων.  
 
Η εδώ προτεινόμενη λύση συνιστά εναλλακτικό αλγόριθμο υπολογισμού της σταθεράς της 
μηχανής από τον επιπολικό πίνακα, αντίστοιχο εκείνων που παρουσιάστηκαν στην ενότη-
τα 3.4.2. Συγκρινόμενη μαζί τους είναι πιο σύνθετη, αλλά λόγω της προσέγγισής της καθι-
στά σαφέστερη την γεωμετρία που επιτρέπει τελικά την δέσμευση των βαθμών ελευθερίας 
των εικόνων και την μερική τους βαθμονόμηση (η οποία μπορεί να πραγματοποιηθεί και 
ταυτόχρονα με την τυπική επίλυση του σχετικού προσανατολισμού με την συνθήκη συνε-
πιπεδότητας). Ακόμα, στο επόμενο Κεφάλαιο προτείνεται διαφορετική ευκλείδεια γεωμε-
τρική ερμηνεία των δεσμεύσεων που επιβάλλει η 2D επιπολική γεωμετρία στα στοιχεία του 
εσωτερικού προσανατολισμού, η οποία οδηγεί σε διατύπωση απλούστερων αλγορίθμων 
υπολογισμού της σταθεράς της μηχανής από τον επιπολικό πίνακα, ενώ αποδεικνύεται ότι 
οι δυνατές πραγματικές λύσεις είναι λιγότερες. 
 
Θα πρέπει να σημειωθεί, βέβαια, ότι εάν οι οπτικοί άξονες των εικόνων είναι συνεπίπεδοι 
– γεγονός που διαπιστώνεται από τον επιπολικό πίνακα καθώς τα σημεία p1, p2 θα ανή-
κουν σε ομόλογες επιπολικές ευθείες και άρα θα ικανοποιούν την Εξ. (3.29): p1

ΤFp2 = 0 –
το κοινό τους επίπεδο, στο οποίο ανήκει και η βάση, θα είναι κάθετο στα ε1, ε2 και στην ευ-
θεία τομής τους g. Κατά συνέπεια οι κύκλοι επί των οποίων κινούνται οι πόλοι με μεταβο-
λή της γωνίας ϑ θα είναι συνεπίπεδοι, και οι ευθείες lp1, lp2 θα ταυτίζονται με τα ευθύγραμ-
μα τμήματα e2′e2″ και e1e1′ (Σχ. 4.10). Σε αυτή την περίπτωση δεν ορίζονται ούτε οι λόγοι 
της Εξ. (4.46) ούτε η ευθεία cd, και επομένως δεν μπορεί να δεσμευτεί η θέση e2′ του δεύ-
τερου πόλου στον επιπολικό κύκλο ούτε η γωνία ϑ, με συνέπεια να είναι αδύνατος ο υπο-
λογισμός των δύο τιμών της σταθεράς της μηχανής. Αυτό είναι σε συμφωνία με τους New-
sam et al. (1996), που απέδειξαν ότι η συνεπιπεδότητα των οπτικών αξόνων αντιπροσω-
πεύει κρίσιμη γεωμετρία στον υπολογισμό των τιμών c1, c2 από τον επιπολικό πίνακα.  
 
 
4.8 Εικόνες από την ίδια μηχανή λήψης 
 
Οι βαθμοί ελευθερίας του στερεοζεύγους δεσμεύονται ακόμα και όταν μοναδική διαθέσιμη 
a priori πληροφορία είναι ότι οι δύο εικόνες έχουν (εν μέρει ή πλήρως) κοινό, πλην άγνω-
στο, εσωτερικό προσανατολισμό.  
 
4.8.1 Δέσμευση κοινής σταθεράς της μηχανής 
 
Η δέσμευση ότι οι δύο εικόνες έχουν την ίδια σταθερά μηχανής δεσμεύει, από μόνη της, έ-
ναν βαθμό ελευθερίας του στερεοζεύγους. Η επιλογή διεύθυνσης της ευθείας g και γωνίας 
ϑ των επιπέδων ε1, ε2 των εικόνων ορίζει την ευθεία της βάσης του ζεύγους και, μέσω της 
ορθής προβολής της στα ε1, ε2, ευθύγραμμους γεωμετρικούς τόπους lp1, lp2 της θέσης του 
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πρωτεύοντος σημείου. Σε κάθε σημείο των ευθειών lp1 και lp2 αντιστοιχεί διαφορετική τιμή 
της σταθεράς της μηχανής (οι οποίες υπολογίζονται μέσω των Εξ. 4.48 και 4.49). Σε αντί-
θεση, έτσι, με την γενική περίπτωση όπου σε κάθε επιλογή πρωτεύοντος αντιστοιχεί απει-
ρία θέσεων στην άλλη εικόνα, εδώ η επιλογή θέσης πρωτεύοντος σημείου p1 (ή, αντίστοι-
χα, p2) επί της lp1 (αντίστοιχα επί της lp2) δεσμεύει πλήρως την θέση του p2 (αντίστοιχα του 
p1) επί της lp2 (αντίστοιχα επί της lp1) στο σημείο όπου ισχύει c1 = c2. 
 
4.8.2 Δέσμευση κοινού πρωτεύοντος σημείου 
 
Εν συνεχεία εξετάζεται η δέσμευση κοινού πρωτεύοντος σημείου, που επίσης επιτρέπει α-
δέσμευτη δυνατότητα επιλογής της ευθείας τομής g και της γωνίας ϑ των επιπέδων των 
εικόνων. Περιορίζονται όμως τότε, όπως θα φανεί στα επόμενα, οι δυνατές θέσεις για το 
πρωτεύον σημείο και, συνεπώς, η θέση των προβολικών κέντρων στην ευθεία της βάσης. 
Για δεδομένη επιλογή g και ϑ, το πρωτεύον σημείο είναι δεσμευμένο να ανήκει, στο επί-
πεδο κάθε εικόνας, σε ευθεία (lp1, lp2) δια του πόλου της που αποτελεί την ορθή προβολή 
της βάσης (Εξ. 4.57 και 4.60). Αν θεωρηθεί κοινό σύστημα συντεταγμένων (υπέρθεση των 
εικόνων), μοναδικό σημείο που ανήκει και στις δύο ευθείες είναι η τομή τους p = [x0 y01]T 
(Σχ. 4.12, αριστερά):  

p1 p2×
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦p l l  (4.74)

 
 

   
Σχήμα 4.12. Ο γεωμετρικός τόπος του κοινού πρωτεύοντος σημείου που αντιστοιχεί σε ευθεία g εί-
ναι τμήμα κωνικής τομής (αριστερά). Σε κάθε σημείο της αντιστοιχεί διαφορετική τιμή σταθεράς της 
μηχανής (δεξιά). 
 
Έτσι, σε κάθε συνδυασμό (g, ϑ) αντιστοιχεί μοναδικό κοινό πρωτεύον σημείο p. Από αυτό 
υπολογίζονται μετά, μέσω των Εξ. (4.48) και (4.49), οι τιμές c1, c2 της σταθεράς της μηχα-
νής, οι οποίες στην γενική περίπτωση θα διαφέρουν. Για δεδομένη διεύθυνση της ευθείας 
g, η διεύθυνση των ευθειών lp1, lp2 μεταβάλλεται με αλλαγή της γωνίας ϑ, συνεπώς μετα-
βάλλεται και η θέση του σημείου τομής τους p. Ωστόσο οι δύο ευθείες βρίσκονται σε προ-
βολική αντιστοιχία (βλ. ενότητα 4.6.3), άρα τα σημεία τομής τους ανήκουν σε κωνική τομή 
Cg που διέρχεται από τους πόλους e1 και e2. Η ομογενής αναπαράστασή της υπολογίζεται 
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από τον πίνακα της μη αντιστρέψιμης ετερογραφίας Sg (Εξ. 4.69) κατά τρόπο ανάλογο του 
υπολογισμού της κωνικής CΤ, επί της οποίας τέμνονται οι ευθείες g και e1e2′ (Εξ. 4.42).  

( )T
g g g

1
2

= +C S S  (4.75)
 
Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 4.6.2, η ευθεία lp1 οφείλει να τέμνει το ευθύγραμμο τμήμα 
e2′e2″, οπότε όλες οι θέσεις του p που αντιστοιχούν σε ευθεία g ανήκουν στο τμήμα της 
κωνικής Cg που οροθετείται από τις ευθείες e1e2′ και e1e2″ (Σχ. 4.12, αριστερά). Σε διαφο-
ρετική διεύθυνση της ευθείας g αντιστοιχεί άλλη κωνική Cg, και έτσι το σύνολο των δυνα-
τών θέσεων του κοινού πρωτεύοντος σημείου p είναι τμήμα οικογένειας κωνικών με κοινά 
σημεία τους πόλους e1, e2.  
 
 
4.8.3 Δέσμευση κοινού εσωτερικού προσανατολισμού 
 
Η γωνία ϑ των επιπέδων ε1 και ε2 των εικόνων, αλλά και ο εσωτερικός προσανατολισμός 
τους, δεσμεύονται περαιτέρω εάν είναι γνωστό ότι και η σταθερά της μηχανής είναι κοινή. 
Σε κάθε σημείο p της κωνικής Cg αντιστοιχούν δύο τιμές c1 και c2 της σταθεράς της μηχα-
νής. Στο Σχ. 4.12 (δεξιά) φαίνονται σε υπέρθεση οι διαφορετικοί εσωτερικοί προσανατολι-
σμοί των εικόνων που προκύπτουν από τις τιμές αυτές και αντιστοιχούν σε μια θέση της 
ευθείας g. Δείχνονται δηλαδή οι θέσεις των προβολικών κέντρων σε κοινό 3D σύστημα ει-
κονοσυντεταγμένων (με μαύρο χρώμα της πρώτης εικόνας, με κόκκινο της δεύτερης). Τα 
προβολικά αυτά κέντρα ανήκουν σε δύο διαφορετικές 3D καμπύλες που έχουν κοινή ορθή 
προβολή στο επίπεδο των εικόνων, την καμπύλη Cg. Η τομή τους είναι, συνεπώς, η μονα-
δική θέση όπου η σταθερά της μηχανής είναι κοινή για τις δύο εικόνες. Σε κάθε διεύθυνση 
της ευθείας g αντιστοιχεί, έτσι, συγκεκριμένη θέση p του πρωτεύοντος σημείου και σταθε-
ρές μηχανής c1 = c2. Ο γεωμετρικός τόπος του κοινού εσωτερικού προσανατολισμού μπο-
ρεί να προκύψει αν θεωρηθούν όλες οι ευθείες g δια σημείου Κ ή, πράγμα ισοδύναμο, ό-
λες οι θέσεις e2′ του δεύτερου πόλου στον επιπολικό κύκλο (Σχ. 4.13). 
 

    
Σχήμα 4.13. Γεωμετρικός τόπος κοινού εσωτερικού προσανατολισμού.  
 
Τα στοιχεία του εσωτερικού προσανατολισμού που αντιστοιχούν σε μια θέση της g υπο-
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λογίζονται αναλυτικά ως εξής. Η Εξ. (4.74), εάν οι ευθείες lp1, lp2 αντικατασταθούν από τις 
Εξ. (4.57) και (4.60), συνιστά παραμετρική έκφραση της θέσης του πρωτεύοντος σημείου 
p(ϑ) επί της Cg συναρτήσει της γωνίας ϑ. Το ίδιο συμβαίνει και για τις Εξ. (4.48) και (4.49), 
από τις οποίες υπολογίζονται οι c1(ϑ) και c2(ϑ). Η ισότητα c1 = c2 θέτει μια αλγεβρική δέ-
σμευση στην γωνία ϑ. Συγκεκριμένα, εάν επιλεγεί Κ = [0 0 1]T η ισότητα των τετραγώνων 
των Εξ. (4.48) και (4.49) καταλήγει σε πολυώνυμο 4ου  βαθμού ως προς το cos(ϑ). Από τις 
4 λύσεις του, αποδεκτές είναι μόνον οι πραγματικές που βρίσκονται στο διάστημα [−1,1]. 
Μέσω αυτών προσδιορίζονται η τιμή της γωνίας ϑ, η θέση του πρωτεύοντος σημείου και η 
κοινή σταθερά της μηχανής. Οι συντελεστές του πολυωνύμου είναι συναρτήσεις της θέσης 
e2′ = [x2′ y2′ 1]T του δεύτερου πόλου στον επιπολικό κύκλο, η οποία συνεπώς έχει μόνο έ-
ναν βαθμό ελευθερίας. Ο γεωμετρικός τόπος κοινού εσωτερικού προσανατολισμού προ-
κύπτει έτσι από το σύνολο των λύσεων των πολυωνύμων που αντιστοιχούν στις διαφορε-
τικές θέσεις του e2′, και έχει και αυτός έναν βαθμό ελευθερίας. Είναι δηλαδή μια 3D καμπύ-
λη (Σχ. 4.13). Σε αντίστοιχο συμπέρασμα έχουν καταλήξει και οι Ronda & Valdés (2007), 
οι οποίοι εκφράζουν την δέσμευση κοινού εσωτερικού προσανατολισμού ως δέσμευση ε-
πί της θέσης της εικόνας της απόλυτης κωνικής και επιλύουν τις εξισώσεις Kruppa εκμε-
ταλλευόμενοι ένα θεώρημα προβολικής γεωμετρίας του Poncelet.  
 
4.8.4 Αυτοβαθμονόμηση από περισσότερες εικόνες 
 
Η δέσμευση κοινού εσωτερικού προσανατολισμού, συνδυαζόμενη με την αποκατάσταση 
της 2D επιπολικής γεωμετρίας, αφήνει λοιπόν έναν μόνο βαθμό ελευθερίας στις δυνατές 
γεωμετρίες λήψης ενός στερεοζεύγους. Το γεγονός αυτό εξηγεί την δυνατότητα για πλήρη 
αυτοβαθμονόμηση αποκλειστικά από ομολογίες σημείων σε τρεις (ή περισσότερες) εικό-
νες προερχόμενες από την ίδια μηχανή λήψης. Κάθε ζεύγος εικόνων ορίζει, δια του επιπο-
λικού πίνακα, γεωμετρικό τόπο στον χώρο των εικόνων, επί του οποίου οφείλει να βρίσκε-
ται το προβολικό της κέντρο (Σχ. 4.13). Στο κοινό σύστημα συντεταγμένων των εικόνων, η 
τομή των τόπων αυτών αντιπροσωπεύει την λύση κοινού εσωτερικού προσανατολισμού. 
Στο Σχ. (4.14, κάτω) εμφανίζονται οι γεωμετρικοί τόποι του εσωτερικού προσανατολισμού 
που υπολογίστηκαν από προσομοιωμένα δεδομένα και αντιστοιχούν σε δύο ζεύγη εικό-
νων (O1, O2) και (O1, O3) από την ίδια μηχανή (Σχ. 4.14, άνω). Η τομή τους βρίσκεται, πρά-
γματι, σε απόσταση c από το κοινό πρωτεύον σημείο p των τριών εικόνων. 
 
Στόχος αυτής της προσέγγισης δεν είναι να διατυπωθεί εναλλακτικός αλγόριθμος αυτοβα-
θμονόμησης, καθώς στην περίπτωση περισσότερων εικόνων οι εξισώσεις που έχουν ανα-
πτυχθεί εδώ για το στερεοζεύγος καταλήγουν να είναι εξαιρετικά σύνθετες. Εκείνο, αντιθέ-
τως, που επιχειρείται είναι να εξηγηθούν γεωμετρικά με ευκλείδειο τρόπο οι δεσμεύσεις τις 
οποίες θέτει ο επιπολικός πίνακας στις παραμέτρους του εσωτερικού προσανατολισμού 
και οι οποίες, μέχρι στιγμής, στην βιβλιογραφία της Όρασης Υπολογιστών έχουν ερμηνευ-
θεί είτε αμιγώς αλγεβρικά είτε, στον προβολικό χώρο, ως δεσμεύσεις στην θέση της από-
λυτης κωνικής. Δεδομένου ότι είναι δυνατή, η αυτοβαθμονόμηση μπορεί αλγοριθμικά να 
πραγματοποιηθεί με την μέθοδο της δέσμης, χωρίς καμία a priori γεωμετρική πληροφορία 
(πχ. φωτοσταθερά σημεία) για τον απεικονιζόμενο 3D χώρο.  
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Σχήμα 4.14. Τομή γεωμετρικών τόπων κοινού εσωτερικού προσανατολισμού (κάτω) για δύο στερεο-
ζεύγη προσομοιωμένων δεδομένων (άνω). 
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5. Επιπολική Γεωμετρία και Εσωτερικός Προσανατολι-
σμός 
 
 
5.1 Γενικά 
 
Όπως έχει ήδη αναφερθεί, μέσω του επιπολικού πίνακα ορίζονται μονοσήμαντα οι πόλοι 
και οι δέσμες των επιπολικών ευθειών στα επίπεδα των δύο εικόνων. Δεν συμβαίνει όμως 
το ίδιο και για τα στοιχεία του σχετικού ή του εσωτερικού προσανατολισμού τους: υπάρ-
χουν άπειροι συνδυασμοί τους συμβατοί με τον επιπολικό πίνακα. Ωστόσο η απειρία αυτή 
είναι εν μέρει δεσμευμένη. Για να οριστεί η σχετική γεωμετρία δύο εικόνων προερχόμενων 
από μη βαθμονομημένες μηχανές απλής κεντρικής προβολής απαιτούνται 11 παράμετροι 
(by, bz, ω, ϕ, κ και x01, y01, c1, x02, y02, c2), ενώ ο επιπολικός πίνακας δεσμεύει 7 βαθμούς 
ελευθερίας. Σε σχέση λοιπόν με τους 5 βαθμούς ελευθερίας του τυπικού σχετικού προσα-
νατολισμού – όπου οι 6 παράμετροι του εσωτερικού προσανατολισμού θεωρούνται γνω-
στές – οι 2 αυτοί πρόσθετοι δεσμευμένοι βαθμοί ελευθερίας του επιπολικού πίνακα μη βα-
θμονομημένου ζεύγους μπορούν ακριβώς να ερμηνευθούν ως δεσμεύσεις στον εσωτερικό 
προσανατολισμό των εικόνων. Στην πρόσφατη βιβλιογραφία της Όρασης Υπολογιστών οι 
εν λόγω 2 δεσμεύσεις έχουν εκφραστεί γεωμετρικά, στο πλαίσιο της προβολικής γεωμε-
τρίας, μέσω των “εξισώσεων Kruppa” (Maybank & Faugeras, 1992), βάσει των οποίων έ-
χουν διατυπωθεί κλειστοί αλγόριθμοι υπολογισμού της σταθεράς της μηχανής με δεδομέ-
νη θέση του πρωτεύοντος σημείου (βλ. ενότητα 3.4.2). Ακόμα, στο 4ο Κεφάλαιο της διατρι-
βής οι υπολειπόμενοι 4 (= 11−7) βαθμοί ελευθερίας ζεύγους εικόνων γνωστής 2D επιπολι-
κής γεωμετρίας εκφράστηκαν συναρτήσει 4 γεωμετρικών παραμέτρων, ανεξάρτητων από 
τον επιπολικό πίνακα. Η επιλογή τους είναι δηλαδή ελεύθερη και οι συνδυασμοί τους περι-
γράφουν το σύνολο των δυνατών γεωμετριών λήψης. Εκεί εξετάστηκε, επίσης, το πώς αυ-
τές δεσμεύουν τόσο τον εσωτερικό όσο και τον σχετικό προσανατολισμό των εικόνων. Με-
λετήθηκαν, τέλος, οι δεσμεύσεις που προκύπτουν από την υπόθεση ότι ορισμένες παρά-
μετροι του εσωτερικού προσανατολισμού των εικόνων είναι γνωστές ή απλώς κοινές στις 
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δύο εικόνες. Με κατάκλιση του επιπέδου της μιας εικόνας σε εκείνο της άλλης (περί την 
ευθεία τομής τους) κατέστη δυνατόν να διατυπωθούν οι αναγκαίες αναλυτικές σχέσεις στις 
δύο διαστάσεις. 
 
Στο παρόν κεφάλαιο, αντίθετα, οι δεσμεύσεις που ο επιπολικός πίνακας επιβάλλει στον ε-
σωτερικό προσανατολισμό των εικόνων διατυπώνονται απευθείας στον 3D ευκλείδειο χώ-
ρο. Υπολογίζεται έτσι ανεξάρτητα σε κάθε εικόνα – μέσω της θέσης των πόλων, των προ-
βολικών κέντρων και των επιπολικών ευθειών του πρωτεύοντος σημείου – η δίεδρη γωνία 
που σχηματίζεται από τα επιπολικά επίπεδα των οπτικών αξόνων. Η ισότητα των τιμών 
της γωνίας αυτής από τις δύο εικόνες εισάγει μια γεωμετρική, και ταυτόχρονα αλγεβρική, 
δέσμευση στα στοιχεία του εσωτερικού τους προσανατολισμού. Μια δεύτερη ανεξάρτητη 
δέσμευση προκύπτει, με ανάλογο τρόπο, από την ισότητα των τιμών της δίεδρης γωνίας 
των επιπολικών επιπέδων που αντιστοιχούν σε δύο τυχαίες επιπολικές ευθείες. Βάσει αυ-
τών διατυπώνονται κλειστοί αλγόριθμοι για την μερική βαθμονόμηση των μηχανών λήψης 
από τον επιπολικό πίνακα. Ειδικότερα, εδώ αντιμετωπίζεται η (συνηθέστερη) περίπτωση 
εικόνων με γνωστά πρωτεύοντα σημεία και άγνωστες σταθερές μηχανής. Αναπτύσσονται 
τρεις αλγόριθμοι για τον υπολογισμό της τιμής της σταθεράς της μηχανής όταν αυτή είναι 
κοινή στις δύο εικόνες και ένας αλγόριθμος για την περίπτωση όπου οι δύο σταθερές της 
μηχανής διαφέρουν. Τέλος, προτείνεται γεωμετρικός αλγόριθμος για τον υπολογισμό των 
παραμέτρων στροφής και μετάθεσης του ζεύγους από τον επιπολικό πίνακα και τον εσω-
τερικό προσανατολισμό των εικόνων. 
 
 
5.2 Γεωμετρικές δεσμεύσεις στον εσωτερικό προσανατολισμό 
 
5.2.1 Δίεδρη γωνία των επιπολικών επιπέδων των οπτικών αξόνων 
 
Στην γενική περίπτωση της μη συνεπιπεδότητάς τους, οι οπτικοί άξονες των εικόνων ορί-
ζουν με την ευθεία της βάσης δύο επιπολικά επίπεδα, τα Π1 και Π2 (Σχ. 5.1).  
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Σχήμα 5.1. Επιπολικά επίπεδα των οπτικών αξόνων. 
 
Το Π1 τέμνει τα επίπεδα ε1, ε2 των εικόνων στις επιπολικές ευθείες lp1 και lp1′, ενώ το Π2 τα 
τέμνει αντίστοιχα στις lp2′ και lp2. Οι ευθείες αυτές είναι οι επιπολικές ευθείες των θέσεων 
p1, p2 του πρωτεύοντος σημείου και μπορούν να υπολογιστούν από τον επιπολικό πίνακα 
του στερεοζεύγους (Εξ. 3.28). Στο επίπεδο ε1 μπορεί επίσης να κατασκευαστεί σημείο Β1 
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ως τομή της ευθείας lp2′ με ευθεία κάθετη στην lp1 από το σημείο p1. Αντίστοιχα, στο ε2 ορί-
ζεται σημείο Β2 στην τομή της lp1′ με την κάθετο στην lp2 από το p2. Τα ορθογώνια τρίγωνα 
Β1p1e1 και Β2p2e2 ορίζουν με τα προβολικά κέντρα O1, O2 των εικόνων δύο τρισορθογώνια 
τετράεδρα, τα O1Β1p1e1 και O2Β2p2e2. Οι δίεδρες γωνίες περί τις ακμές τους O1e1 και O2e2 
που σχηματίζονται από τις μη κάθετες πλευρές (δηλαδή οι γωνίες που ορίζονται από τα ε-
πίπεδα O1e1p1, O1e1Β1 και O2e2p2, O2e2Β2, αντίστοιχα) είναι ίσες με την δίεδρη γωνία β των 
επιπέδων Π1, Π2. Το γεγονός αυτό επιτρέπει να διατυπωθούν δύο σχέσεις υπολογισμού 
της γωνίας β (μία από κάθε τρισορθογώνιο τετράεδρο) από τον επιπολικό πίνακα, τα p1, 
p2 και τις τιμές c1, c2 της σταθεράς της μηχανής των δύο εικόνων. Η ισότητα των τιμών της 
β που προκύπτουν από αυτές αντιπροσωπεύει, ουσιαστικά, μια δέσμευση μεταξύ των πα-
ραμέτρων εσωτερικού προσανατολισμού των εικόνων και του επιπολικού τους πίνακα.  
 
Αναλυτικά, οι ευθείες lp1 και lp2 προσδιορίζονται από την σύνδεση των p1, p2 με τους πό-
λους e1, e2 των εικόνων ως:  

[ ]p1 1 1 1 1×
= × =l e p e p  (5.1)

 
και  

[ ]p2 2 2 2 2×
= × =l e p e p  (5.2)

 
Ακόμα, οι lp1′ και lp2′ ως επιπολικές ευθείες των p1, p2 υπολογίζονται μέσω του επιπολικού 
πίνακα (Εξ. 3.28) από τις σχέσεις:  

p1 1′ =l Fp  (5.3)
 
και  

T
p2 2′ =l F p  (5.4)

 
Για να υπολογιστεί το σημείο Β1 απαιτείται πρώτα να προσδιοριστεί η κάθετος στην lp1 α-
πό το πρωτεύον σημείο p1, το οποίο γίνεται όπως στην ενότητα 4.6.2 (Εξ. 4.50):  

[ ] [ ] [ ]1 p1 1 1 1× × ×
= =l p l p e pI I  (5.5)

 
όπου:  

1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

I  

 
Το Β1 βρίσκεται στην τομή της lp2′ με την l και άρα υπολογίζεται ως:   

[ ] [ ]T
1 p2 2 1 1 1× ××

⎡ ⎤′= × = ⎢ ⎥⎣ ⎦Β l l F p p e pI  (5.6)
 
Ομοίως διατυπώνεται η σχέση προσδιορισμού του σημείου Β2 της δεύτερης εικόνας:   

[ ] [ ] [ ]2 1 2 2 2× × ×
=Β Fp p e pI  (5.7)

 
 
Από τα σημεία Β1, Β2, τις θέσεις p1, p2 του πρωτεύοντος σημείου και τους πόλους e1, e2 
ορίζονται οι αποστάσεις a1 = ⎪p1e1⏐, b1 = ⎪p1Β1⏐ και d1 = ⎪Β1e1⏐ στο επίπεδο ε1 (Σχ. 5.2, 
αριστερά), καθώς και οι a2 = ⎪p2e2⏐, b2 = ⎪p2Β2⏐ και d2 = ⎪Β2e2⏐ στο ε2 (Σχ. 5.2, δεξιά).  
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Σχήμα 5.2. Υπολογισμός της δίεδρης γωνίας των επιπολικών επιπέδων των οπτικών αξόνων. 
 
Οι 3D ομογενείς συντεταγμένες των κορυφών του τρισορθογώνιου τετραέδρου O1Β1p1e1 α-
πλοποιούνται εάν επιλεγεί στην πρώτη εικόνα (Σχ. 5.2, αριστερά) τρισορθογώνιο σύστημα 
με αφετηρία το p1 και άξονες τις ευθείες p1e1, p1Β1 και p1Ο1. Τότε ισχύει ότι p1 = [0 0 0 1]T, 
Β1 = [0 b1 0 1]T, e1 = [a1 0 0 1]T και Ο 1 = [0 0 c1 1]T. Μέσω αυτών προσδιορίζονται οι ομογε-
νείς αναπαραστάσεις των επιπέδων Π1 = [0 1 0 0]T και Π2 = [c1b1 a1c1 a1b1 −a1c1b1]T (βλ. ε-
νότητα 2.4.3.2), και από εκείνες το συνημίτονο της δίεδρης γωνίας τους β:  

( )
( )

1 1 1 1
2 2 2 22 2 2 2 2
1 1 1 11 1 1 1 1

a c a ccos
a b c da b c a b

β = =
++ +

 (5.8)
 
Τα επίπεδα Π1, Π2 μπορούν να εκφραστούν και μέσω των αντίστοιχων σημείων της δεύτε-
ρης εικόνας (Σχ. 5.2, δεξιά). Προκύπτει με αυτόν τον τρόπο η εξής σχέση για την γωνία β:   

( )
( )

2 2 2 2
2 2 2 22 2 2 2 2
2 2 2 22 2 2 2 2

a c a ccos
a b c da b c a b

β = =
++ +

 (5.9)
 
Όμως οι δύο τιμές των Εξ. (5.8) και (5.9) οφείλουν να είναι ίσες, δηλαδή:  

1 1 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

a c a c
a b c d a b c d

=
+ +

 (5.10)
 
Η Εξ. (5.10) εκφράζει την ισότητα δύο δίεδρων γωνιών στον ευκλείδειο 3D χώρο, συνδέ-
οντας γεωμετρικά όσο και αλγεβρικά τις παραμέτρους του εσωτερικού προσανατολισμού 
των εικόνων στερεοζεύγους με τα στοιχεία του επιπολικού του πίνακα. Η απαίτηση να ικα-
νοποιείται η Εξ. (5.10) μειώνει κατά έναν τους 6 βαθμούς ελευθερίας του εσωτερικού προ-
σανατολισμού των δύο εικόνων. 
 
5.2.2 Δίεδρη γωνία τυχαίων επιπολικών επιπέδων 
 
Μία δεύτερη ανεξάρτητη δέσμευση διατυπώνεται εάν, αντί της δίεδρης γωνίας των επιπο-
λικών επιπέδων των οπτικών αξόνων, υπολογιστεί η γωνία δύο άλλων επιπολικών επιπέ-
δων, πχ. εκείνων που αντιστοιχούν σε δύο τυχαίες επιπολικές ευθείες l1 και l2 (Σχ. 5.3). 
Για να προσδιοριστούν τα επιπολικά επίπεδα ΠΜ, ΠΝ από την πρώτη εικόνα, κατασκευά-
ζονται δύο σημεία του ε1, τα Μ1, Ν1, στις τομές των ευθειών l1, l2, αντίστοιχα, με την κάθετο 
από το πρωτεύον σημείο p1 στην ευθεία lp1. Ομοίως, για να προσδιοριστούν από την δεύ-
τερη εικόνα ορίζονται τα σημεία Μ2, Ν2 του ε2 ως τομές των ευθειών l1′, l2′, αντίστοιχα, με 
την κάθετο από το p2 στην ευθεία lp2. Σχηματίζονται με αυτόν τον τρόπο δύο τετράεδρα, τα 
O1Ν1Μ1e1 και O2Ν2Μ2e2, των οποίων οι δίεδρες γωνίες περί τις αντίστοιχες ακμές τους O1e1 
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και O2e2 είναι ίσες με την δίεδρη γωνία γ των ΠΜ και ΠΝ, και συνεπώς οφείλουν να είναι και 
μεταξύ τους ίσες. Αυτό, εκτός της δέσμευσης που εισάγει, αιτιολογεί εκ νέου γιατί η γνώση 
του εσωτερικού προσανατολισμού της μιας μόνο εικόνας επιτρέπει να υπολογίζονται οι δί-
εδρες γωνίες των επιπολικών επιπέδων που αντιστοιχούν σε ζεύγη ομόλογων επιπολικών 
ευθειών (βλ. ενότητα 4.7). 
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Σχήμα 5.3. Επιπολικά επίπεδα που ορίζονται από δύο τυχαίες επιπολικές ευθείες l1, l2. 
 
Αναλυτικά, εάν l1, l2 ευθείες του ε1 διερχόμενες από τον πόλο e1 και l1′, l2′ οι ομόλογες επι-
πολικές τους ευθείες στο ε2, τότε τα σημεία Μ1, Ν1 υπολογίζονται, όπως και το Β1 (Εξ. 5.6), 
από τις σχέσεις:  

[ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1× × ×
=Μ l p e pI  (5.11)

 
και  

[ ] [ ] [ ]1 2 1 1 1× × ×
=Ν l p e pI  (5.12)

 
Αντίστοιχα και κατ’ αναλογία με την Εξ. (5.7), υπολογίζονται οι θέσεις των σημείων Μ2, Ν2:  

[ ] [ ]2 1 2 2 2× ××
⎡ ⎤′= ⎣ ⎦Μ l p e pI  (5.13)

 
και Ν2:  

[ ] [ ]2 2 2 2 2× ××
⎡ ⎤′= ⎣ ⎦Ν l p e pI  (5.14)

 
 
Μέσω των σημείων αυτών ορίζονται οι αποστάσεις m1 = ⎪p1Μ1⏐, n1 = ⎪p1Ν1⏐, s1 = ⎪Μ1e1⏐, 
t1 = ⎪Ν1e1⏐ στο επίπεδο ε1 (Σχ. 5.4, αριστερά) και m2 = ⎪p2Μ2⏐, n2 = ⎪p2Ν2⏐, s2 = ⎪Μ2e2⏐, 
t2 = ⎪Ν2e2⏐ στο επίπεδο ε2 (Σχ. 5.4, δεξιά). Οι 3D ομογενείς συντεταγμένες των κορυφών 
του τετραέδρου O1Ν1Μ1e1 στο τρισορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων της πρώτης εικό-
νας που ορίστηκε στην ενότητα 5.2.1 είναι Ο1 = [0 0 c1 1]T, Ν1 = [0 n1 0 1]T, Μ1 = [0 m1 0 1]T 
και e1 = [a1 0 0 1]T. Πρέπει να σημειωθεί εδώ πως οι τιμές n1 και m1 αναφέρονται σε απο-
στάσεις προσημασμένες ανάλογα με την σχετική θέση των σημείων Ν1 και Μ1 ως προς το 
πρωτεύον σημείο p1. Το ίδιο ισχύει και για τις αποστάσεις n2, m2 που αναφέρονται στα ε-
πόμενα. Το επίπεδο ΠΜ ορίζεται από τα σημεία O1, e1, Μ1 και η ομογενής αναπαράστασή 
του είναι ΠΜ = [c1m1 a1c1 a1m1 −a1c1m1]T. Αντίστοιχα, το επίπεδο ΠΝ ορίζεται από τα O1, e1, 
Ν1 και αναπαριστάται από το διάνυσμα ΠΝ = [c1n1 a1c1 a1n1 −a1c1n1]T. 
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Σχήμα 5.4. Υπολογισμός της δίεδρης γωνίας δύο επιπολικών επιπέδων.  
 
Μέσω των ομογενών αναπαραστάσεων των ΠΜ και ΠΝ είναι δυνατός ο υπολογισμός της 
δίεδρης γωνίας τους γ, για την οποία ισχύει:  

( )
( )

( )

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

4 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

c a m n a m n
cos

c s t c a m t n s a m n

+ +
=

+ + +
γ  (5.15)

 
Μία δεύτερη σχέση για την γωνία γ προκύπτει εάν προσδιοριστούν τα επίπεδα ΠΜ και ΠΝ  
μέσω των αντίστοιχων σημείων της δεύτερης εικόνας (Σχ. 5.4, δεξιά):  

( )
( )

( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

4 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

c a m n a m n
cos

c s t c a m t n s a m n

+ +
=

+ + +
γ  (5.16)

 
Η ισότητα των τιμών από τις Εξ. (5.15) και (5.16) προσφέρει έτσι μια δεύτερη δέσμευση, 
πέραν εκείνης της Εξ. (5.10), μεταξύ των παραμέτρων του εσωτερικού προσανατολισμού 
των εικόνων και του επιπολικού τους πίνακα:   

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

c a m n a m n c a m n a m n

c s t c a m t n s a m n c s t c a m t n s a m n

+ + + +
=

+ + + + + +
 (5.17)

 
 
Εναλλακτικά, αντί να επιλεγούν αρχικά δύο τυχαίες επιπολικές ευθείες l1, l2 και στην συνέ-
χεια να προσδιοριστούν τα σημεία Μ1, Ν1 μέσω των Εξ. (5.11) και (5.13) είναι δυνατή η ε-
πιλογή των σημείων Μ1 = [x0+y0−y1 −x0+x1+y0 1]T και Ν1 = [x0−y0+y1 x0−x1+y0 1]T. Αυτά ανή-
κουν εξ ορισμού στην κάθετο από το p1 στην ευθεία lp1 και επιπλέον οι προσημασμένες α-
ποστάσεις τους από το πρωτεύον σημείο είναι m1 = a1 και n1 = −a1. Χάρη στην ιδιότητά 
τους αυτή, η Εξ. (5.15) απλοποιείται ως εξής:  

( )
2
1

2 2
1 1

acos
2c a

−
=

+
γ  (5.18)

 
Στην περίπτωση αυτή, έτσι, η ισότητα της γωνίας γ επιτρέπει να διατυπωθεί η δέσμευση:  

( )
( )

2 2 22
2 2 2 2 2 2 21

2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2
1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

c a m n a m na
2c a c s t c a m t n s a m n

+ +−
=

+ + + +
 (5.19)

 
Οι αποστάσεις που αναφέρονται στην δεύτερη εικόνα είναι προσημασμένες και υπολογί-
ζονται αφού πρώτα προσδιοριστούν οι επιπολικές ευθείες l1′, l2′ των σημείων Μ1, Ν1 μέσω 
του επιπολικού πίνακα (Εξ. 3.28) και τα σημεία Μ2, Ν2 μέσω των Εξ. (5.13) και (5.14). 
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Εκ πρώτης όψεως θα μπορούσε να υποτεθεί ότι κάθε επιπλέον ζεύγος ομόλογων επιπο-
λικών ευθειών συνεισφέρει μια νέα αλγεβρική δέσμευση αντίστοιχη της Εξ. (5.17). Ωστόσο 
οι δεσμεύσεις αυτές δεν είναι ανεξάρτητες. Κάθε επιλογή παραμέτρων εσωτερικού προσα-
νατολισμού ορίζει ανεξάρτητα σε κάθε εικόνα μια αξονική δέσμη επιπολικών επιπέδων. Τα 
επιπολικά επίπεδα ορίζονται μέσω των δύο επίπεδων δεσμών ευθειών (των ομόλογων ε-
πιπολικών ευθειών) που βρίσκονται σε προβολική αντιστοιχία. Κατά συνέπεια, οι δύο αξο-
νικές δέσμες επιπέδων συνδέονται επίσης προβολικά, και επομένως διατηρούν τον διπλό 
λόγο. Ως εκ τούτου, εάν εξασφαλιστεί η ισότητα των δίεδρων γωνιών τριών ομόλογων επι-
πολικών επιπέδων η ισότητα αυτή θα ισχύει για κάθε νέα ομολογία. Επομένως, μια μόνο 
δέσμευση (Εξ. 5.17 ή 5.19) είναι ανεξάρτητη εκείνης της Εξ. (5.10). Εναλλακτικά, βέβαια, 
ως ανεξάρτητες θα μπορούσαν να θεωρηθούν δύο εξισώσεις της μορφής της Εξ. (5.17) 
προερχόμενες από 3 ομολογίες επιπολικών ευθειών, οπότε όμως δεν διατηρείται πλέον η 
ανεξαρτησία της δέσμευσης της Εξ. (5.10).  
 
5.2.3 Περίπτωση συνεπίπεδων οπτικών αξόνων 
 
Σε περίπτωση όπου οι οπτικοί άξονες των εικόνων είναι συνεπίπεδοι, οι ευθείες lp1, lp2 εί-
ναι ομόλογες επιπολικές, ενώ δεν ισχύει η δέσμευση της Εξ. (5.10) καθώς τα επιπολικά ε-
πίπεδα των οπτικών αξόνων των εικόνων ταυτίζονται και δεν ορίζεται μεταξύ τους γωνία. 
Επίσης, μέσω της Εξ. (5.17) ή της (5.19) επιτυγχάνεται όχι μόνο η ισότητα των δύο τιμών 
της γωνίας γ των επιπέδων ΠΜ και ΠΝ που προκύπτουν από τις δύο εικόνες αλλά και των 
τιμών των γωνιών που αυτά σχηματίζονται με το, κοινό πλέον, επιπολικό επίπεδο των ο-
πτικών αξόνων. Ισχύει, έτσι, η ισότητα των δίεδρων γωνιών περί τις ακμές O1e1 και O2e2 
των τρισορθογώνιων τετραέδρων O1p1Μ1e1 και O2p2Μ2e2 (Σχ. 5.3) που είναι ίσες με την δί-
εδρη γωνία του επιπολικού επιπέδου των οπτικών αξόνων και του ΠΜ. Μέσω της ισότητας 
αυτής διατυπώνεται, με τρόπο όμοιο με εκείνον της ενότητας 5.2.1, η ακόλουθη δέσμευση, 
η οποία είναι απλούστερη αλγεβρικά από εκείνη της Εξ. (5.17):  

1 1 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

a c a c
a m c s a m c s

=
+ +

 (5.20)
 
 
 
5.3 Μερική βαθμονόμηση μηχανής 
 
Όπως προκύπτει από τα προηγούμενα, στην γενική περίπτωση μη συνεπίπεδων οπτικών 
αξόνων μπορούν να διατυπωθούν δύο ανεξάρτητες δεσμεύσεις μεταξύ του επιπολικού πί-
νακα και των παραμέτρων του εσωτερικού προσανατολισμού. Αυτό βρίσκεται σε συμφω-
νία με την πρόσφατη βιβλιογραφία της Όρασης Υπολογιστών (ενότητες 1.2.3 και 3.4), ό-
που οι δεσμεύσεις αυτές εκφράζονται γεωμετρικά στον προβολικό χώρο μέσω των εξισώ-
σεων Kruppa (Maybank & Faugeras, 1992). Εδώ οι δύο ανεξάρτητες δεσμεύσεις διατυπώ-
θηκαν εκ νέου γεωμετρικά, αλλά στον 3D Ευκλείδειο χώρο, μέσω των Εξ. (5.10) και (5.17) 
ή (5.19). Οι εξισώσεις αυτές συνδέουν έμμεσα τις τιμές της σταθεράς της μηχανής με τις 
θέσεις του πρωτεύοντος σημείου, των πόλων και σημείων που προκύπτουν μέσω του ε-
πιπολικού πίνακα.  
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Για πλήρη αυτοβαθμονόμηση μιας μηχανής λήψης απαιτούνται τουλάχιστον τρεις εικόνες. 
Οι παράμετροι του κοινού εσωτερικού προσανατολισμού των λήψεων μπορούν να υπολο-
γιστούν από την ταυτόχρονη επίλυση των δεσμεύσεων που προκύπτουν από τον επιπολι-
κό πίνακα κάθε ζεύγους, αφού εκφραστούν οι αποστάσεις που περιλαμβάνονται στις Εξ. 
(5.10) και (5.19) ως συναρτήσεις της θέσης του πρωτεύοντος σημείου. Στην περίπτωση ό-
μως του στερεοζεύγους δυνατή είναι μόνο η μερική βαθμονόμηση της μηχανής (ή των δύο 
μηχανών) λήψης. Οι Εξ. (5.10) και (5.19) μπορούν να επιλυθούν για οποιεσδήποτε 2 από 
τις 6 παραμέτρους του εσωτερικού προσανατολισμού των εικόνων (x01, y01, c1, x02, y02, c2) 
εφόσον είναι γνωστές οι υπόλοιπες 4. Από τις πιθανές επιλύσεις μεγαλύτερο ενδιαφέρον 
παρουσιάζει ο υπολογισμός της σταθεράς της μηχανής με γνωστή θέση πρωτεύοντος ση-
μείου, καθώς στις περισσότερες περιπτώσεις η τελευταία μπορεί χωρίς μεγάλο σφάλμα να 
θεωρηθεί κατ’ αρχάς ότι συμπίπτει με το κέντρο των εικόνων. Μάλιστα με το ζήτημα αυτό 
έχουν ασχοληθεί τελευταία αρκετοί ερευνητές στο πεδίο της Όρασης Υπολογιστών (Hart-
ley, 1992, Newsam et al., 1996, Bougnoux, 1998, Sturm, 2001), οι οποίοι έχουν αντιμετω-
πίσει τις εκδοχές διαφορετικής όσο και κοινής σταθεράς των δύο μηχανών, παρουσιάζον-
τας αλγορίθμους που δεν απαιτούν αρχικές τιμές (βλ. ενότητα 3.4.2). Στην περίπτωση αυ-
τή, η γνώση της θέσης του πρωτεύοντος σημείου επιτρέπει να υπολογίζονται όλες οι απο-
στάσεις που συμμετέχουν στις Εξ. (5.10) και (5.19), οι οποίες υψούμενες στο τετράγωνο 
προσφέρουν δύο σχέσεις, μια γραμμική και μια δευτέρου βαθμού, ως προς τα τετράγωνα 
των τιμών της σταθεράς της μηχανής (c1

2, c2
2). Στην συνέχεια διατυπώνονται εναλλακτικοί 

αλγόριθμοι μερικής αυτοβαθμονόμησης βασιζόμενοι στην επίλυση των σχέσεων αυτών. 
 
5.3.1 Εικόνες με διαφορετική σταθερά της μηχανής 
 
Αρχικά εξετάζεται η περίπτωση εικόνων με διαφορετικές σταθερές μηχανής. Από τις γνω-
στές θέσεις των πρωτευόντων σημείων και τον επιπολικό πίνακα του στερεοζεύγους υπο-
λογίζονται όλες οι αναγκαίες αποστάσεις που περιγράφονται στις ενότητες 5.2.1 και 5.2.2, 
με συνέπεια οι Εξ. (5.10) και (5.19) να περιλαμβάνουν ως άγνωστες παραμέτρους απο-
κλειστικά τις τιμές c1, c2 της σταθεράς των μηχανών. Για τον υπολογισμό τους από τις δύο 
εξισώσεις είναι αρχικά δυνατή η επίλυση του τετραγώνου της Εξ. (5.10) ως προς το τετρά-
γωνο c1

2 της σταθεράς της μηχανής της πρώτης εικόνας:  

( )
2 2 2 2

2 1 2 1 2
1 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 2 1 2 2

a a b cc
a d a d c a a b

=
− +

 (5.21)
 
Αντικατάσταση της τιμής c1

2 από την Εξ. (5.21) στο τετράγωνο της Εξ. (5.19) οδηγεί στο 
ακόλουθο πολυώνυμο 3ου βαθμού ως προς το τετράγωνο c2

2 (= w2) της σταθεράς της μη-
χανής της δεύτερης εικόνας:  

3 2
1 2 1 2 3 2 4h w h w h w h 0+ + + =  (5.22)

 
όπου1:  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 24 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2h a a b a b a m n a b a b a m a n⎡ ⎤= + + − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

                                                 
1 Οι όροι m2, n2 αναφέρονται σε αποστάσεις προσημασμένες ανάλογα με την σχετική θέση των σημείων Μ2, 
Ν2 ως προς την θέση p2 του πρωτεύοντος σημείου. 
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( ) ( )( )2 24 4 2 2 2 4 2 2 2 4 4 4 4
2 1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2h a a 4a b b a 3m n a m n a b 3a b m n⎡ ⎤⎡ ⎤= + + + − + −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

( ) ( )2 26 6 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2h a a b 2a b m n 3 a b m n 4b m n⎡ ⎤⎡ ⎤= + − − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

( )26 8 2 2 2 2 2 2
4 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2h a a b a b m n 4b m n⎡ ⎤=− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 
Από τους συντελεστές του πολυωνύμου της Εξ. (5.22), υπολογίζονται αναλυτικά οι 3 ακό-
λουθες λύσεις του:  

2
2 2w a=−  

( )
( )( ) ( )

2
1 2 2 1 2 2 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 2 2

a a b a b n m 2b m n
w

a b a b m n 2a b b a m n

⎡ ⎤− −⎣ ⎦=
− − + +

 

( )
( )( ) ( )

2
1 2 2 1 2 2 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 2 2

a a b a b n m 2b m n
w

a b a b m n 2a b b a m n

⎡ ⎤− +⎣ ⎦=
− − − +

 

(5.23)

 
Οι λύσεις αυτές αποτελούν στην πραγματικότητα τιμές που ικανοποιούν ταυτόχρονα τα τε-
τράγωνα των Εξ. (5.10) και (5.19). Για να αναφέρονται όμως σε πραγματικές τιμές c2

2 στα-
θεράς της μηχανής οφείλουν να είναι θετικές. Απορρίπτεται άρα η πρώτη λύση που είναι 
αρνητική, ενώ από τις άλλες δύο δεκτή είναι μόνο εκείνη που είναι θετική ενώ ταυτόχρονα 
ικανοποιεί, εκτός από τα τετράγωνά τους, και τις ίδιες τις Εξ. (5.10) και (5.19). Η σταθερά 
c2 της μηχανής υπολογίζεται άμεσα από την τετραγωνική ρίζα της τιμής w2 και από αυτήν 
υπολογίζεται κατόπιν, μέσω της Εξ. (5.21), η σταθερά c1 της μηχανής της πρώτης εικόνας. 
 
Όπως προαναφέρθηκε (βλ. ενότητα 5.2.3), η Εξ. (5.10) δεν ισχύει για συνεπίπεδους οπτι-
κούς άξονες, περίπτωση κατά την οποία είναι δυνατή η διατύπωση μιας μόνο ανεξάρτητης 
δέσμευσης μεταξύ του επιπολικού πίνακα και των παραμέτρων του εσωτερικού προσανα-
τολισμού των εικόνων. Η συνεπιπεδότητα των οπτικών αξόνων αντιπροσωπεύει, έτσι, κρί-
σιμη γεωμετρία για τον υπολογισμό δύο διαφορετικών τιμών σταθεράς μηχανής, ιδιότητα 
την οποία διαπίστωσαν πρώτοι οι Newsam et al. (1996).  
 
5.3.2 Εικόνες με κοινή σταθερά μηχανής 
 
Σε περίπτωση όπου είναι γνωστό πως οι δύο εικόνες έχουν κοινή σταθερά μηχανής, ο υ-
πολογισμός της τιμής της είναι δυνατός, ακόμα και για συνεπίπεδους οπτικούς άξονες, με 
επίλυση είτε της Εξ. (5.19) είτε μιας από τις Εξ. (5.20) ή (5.10)2. Διατυπώνονται κατ’ αυτόν 
τον τρόπο 3 διαφορετικές εξισώσεις, μια 3ου βαθμού και δύο γραμμικές, ως προς το τετρά-
γωνο της κοινής σταθεράς της μηχανής. Αξίζει να σημειωθεί ότι οι βαθμοί των εξισώσεων 
που προτείνονται εδώ είναι ίδιοι με εκείνους των αντίστοιχων σχέσεων (Εξ. 3.70) που έ-
χουν διατυπώσει οι Sturm (2001) και Sturm et al. (2004) βασιζόμενοι στην επίλυση των ε-
ξισώσεων Kruppa μέσω της ανάλυσης ιδιαζουσών τιμών (SVD).  
 
5.3.2.1 Γενική περίπτωση  
Αναλυτικότερα, εάν είναι γνωστό ότι c1 = c2 = c, τότε από το τετράγωνο της Εξ. (5.19) προ-
                                                 
2 Η Εξ. (5.19) αντιμετωπίζει το πρόβλημα γενικά. Αντίθετα, η επίλυση της Εξ. (5.20) ως προς την κοινή στα-
θερά μηχανής των εικόνων είναι δυνατή μόνο στην περίπτωση όπου έχει διαπιστωθεί πως οι οπτικοί τους 
άξονες είναι συνεπίπεδοι, ενώ η επίλυση της Εξ. (5.10) στην περίπτωση μη συνεπιπεδότητας των αξόνων.   
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κύπτει η εξής εξίσωση ως προς το τετράγωνο c2 (= w) της κοινής σταθεράς της μηχανής:  
( )3 2

1 1 3 4w h w h w h w h 0+ + + =  (5.24)
 
όπου:  

( )22
1 2 2 2h 4 a m n= +  

( ) ( )2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2h 4 a m n 2a m n a a m n⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

( ) ( )22 2 2 2 2 2 2
3 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2h a a m n 4a m n 8a m n a m n⎡ ⎤= − − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )22 4 2 2 2
4 1 2 1 2 2 2 2h a a a m n 4m n⎡ ⎤=− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 
Πέραν της προφανούς και μη αποδεκτής λύσης w = 0, η Εξ. (5.24) έχει το πολύ τρεις δια-
φορετικές λύσεις, οι οποίες υπολογίζονται αναλυτικά από τους συντελεστές h1, h2, h3 και 
h4 του πολυωνύμου 3ου βαθμού. Από αυτές δεκτές είναι μόνο οι θετικές πραγματικές και η 
κοινή σταθερά c της μηχανής υπολογίζεται από την τετραγωνική τους ρίζα. Η Εξ. (5.19) ι-
σχύει ακόμα και όταν οι οπτικοί άξονες των εικόνων είναι συνεπίπεδοι.   
 
5.3.2.2 Μη συνεπίπεδοι οπτικοί άξονες  
Για γνωστή θέση του πρωτεύοντος σημείου των εικόνων μπορεί, μέσω του επιπολικού πί-
νακα, να διαπιστωθεί εάν οι οπτικοί τους άξονες είναι συνεπίπεδοι ή όχι. Στην πρώτη πε-
ρίπτωση οι ευθείες lp1 και lp2 που συνδέουν το πρωτεύον σημείο με τους πόλους είναι ο-
μόλογες επιπολικές ευθείες. Κατά συνέπεια οι δύο θέσεις p1, p2 του πρωτεύοντος σημείου 
οφείλουν να ικανοποιούν την συνθήκη επιπολικότητας (Εξ. 3.29):  

T
2 1 0=p Fp  (5.25)

 
Στην περίπτωση, λοιπόν, όπου από την Εξ. (5.25) διαπιστώνεται ότι οι οπτικοί άξονες των 
εικόνων δεν είναι συνεπίπεδοι, η Εξ. (5.10) μπορεί, αφού πρώτα υψωθεί στο τετράγωνο, 
να επιλυθεί ως προς την κοινή τιμή c = c1 = c2 της σταθεράς της μηχανής. Προκύπτει έτσι 
η ακόλουθη σχέση άμεσου υπολογισμού της:  

2 2
1 2

1 2 2 2 2 2
1 2 2 1

b bc a a
a d a d

−
=

−
 (5.26)

 
 
5.3.2.3 Συνεπίπεδοι οπτικοί άξονες  
Στην αντίθετη περίπτωση – όταν δηλαδή οι οπτικοί άξονες των εικόνων διαπιστώνεται ότι 
είναι όντως συνεπίπεδοι – μπορεί αντί της Εξ. (5.10), η οποία πλέον δεν ορίζεται, να επι-
λυθεί η Εξ. (5.20) ως προς την κοινή τιμή c της σταθεράς της μηχανής. Προκύπτει έτσι η 
λύση:  

2 2
1 2

1 2 2 2 2 2
1 2 2 1

m mc a a
a s a s

−
=

−
 (5.27)

 
Πρέπει να σημειωθεί βέβαια ότι, όπως έχουν επισημάνει οι Sturm (2001) και Sturm et al. 
(2004), ο υπολογισμός της σταθεράς της μηχανής δεν είναι δυνατός σε περιπτώσεις όπου 
τα προβολικά κέντρα των εικόνων ισαπέχουν από το σημείο τομής των οπτικών αξόνων ή 
οι οπτικοί άξονες είναι παράλληλοι.  
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5.3.3 Βελτιστοποίηση του υπολογισμού της σταθεράς της μηχανής 
 
Βασικό πλεονέκτημα των αλγορίθμων που διατυπώθηκαν στις ενότητες 5.3.1 και 5.3.2 – 
όπως και των αντίστοιχων από το επιστημονικό πεδίο της Όρασης Υπολογιστών (βλ. ενό-
τητα 3.4.2) – είναι το γεγονός ότι δεν απαιτούν αρχικές τιμές. Η σταθερά της μηχανής υπο-
λογίζεται σε δύο βήματα. Αρχικά υπολογίζεται από ομολογίες σημείων ο επιπολικός πίνα-
κας του στερεοζεύγους (μέσω των αλγορίθμων που περιγράφηκαν στην ενότητα 3.2.4), ε-
νώ σε επόμενο διακριτό βήμα υπολογίζεται, βάσει και της γνωστής θέσης του πρωτεύον-
τος σημείου, η σταθερά της μηχανής. Όπως όμως έχει επισημάνει η σχετική βιβλιογραφία 
(Hartley & Silpa-Anan, 2002, Hartley & Kaucic, 2002, Kalisperakis et al., 2005), οι κλειστοί 
αλγόριθμοι είναι ιδιαιτέρως ευαίσθητοι αφενός στην επίδραση τυχαίων σφαλμάτων (θόρυ-
βος) στις μετρήσεις των εικονοσημείων, οι οποίες επηρεάζουν την εκτίμηση της θέσης των 
πόλων, και αφετέρου στην υπόθεση σχετικά με την συγκεκριμένη θέση του πρωτεύοντος 
σημείου. Η επίδραση των σφαλμάτων είναι δε εντονότερη όταν οι διατάξεις λήψεις των ει-
κόνων πλησιάζουν τις κρίσιμες γεωμετρίες που αναφέρθηκαν στα προηγηθέντα.  
 
Ένα περαιτέρω πρόβλημα εντοπίζεται στον υπολογισμό κοινής σταθεράς της μηχανής. Η 
εν λόγω δέσμευση δεν είναι πάντοτε συμβατή με την 2D επιπολική γεωμετρία. Ένα στερε-
οζεύγος εικόνων απλής κεντρικής προβολής του οποίου έχει υπολογιστεί ο επιπολικός πί-
νακας έχει στην γενική περίπτωση 4 βαθμούς ελευθερίας, οι οποίοι καλύπτονται εφόσον 
οριστούν οι θέσεις των πρωτευόντων σημείων. Όμως ακόμα και εάν οι εικόνες πράγματι 
προέρχονται από την ίδια μηχανή λήψης, ο υπολογισμένος επιπολικός πίνακας δεν ανα-
μένεται να πληροί αυστηρά την δέσμευση κοινής σταθεράς της μηχανής εξαιτίας τυχαίων 
σφαλμάτων στις μετρήσεις. Έτσι, οι τιμές που υπολογίζονται από τις Εξ. (5.24) και (5.26) 
ή (5.27) ενδέχεται να διαφέρουν ή, πράγμα ισοδύναμο, εάν χρησιμοποιηθεί ο αλγόριθμος 
της ενότητας 5.3.1 θα προκύψουν διαφορετικές τιμές c1, c2 σταθεράς της μηχανής. Τίθεται 
επομένως το ζήτημα προσδιορισμού της βέλτιστης τιμής.  
 
Για βέλτιστη λοιπόν εκτίμηση της σταθεράς της μηχανής (μεταβλητής ή κοινής) ενδείκνυ-
ται, μετά από την εφαρμογή των κλειστών αλγορίθμων, η επίλυση της γεωμετρίας του στε-
ρεοζεύγους με την μέθοδο της δέσμης (Sturm et al., 2004, Kalisperakis et al., 2005). Μέ-
σω αυτής επιτυγχάνεται σε ένα βήμα η εκτίμηση τόσο της σταθεράς της μηχανής όσο και 
της σχετικής θέσης των εικόνων στον χώρο, συνεπώς και της θέσης των δύο πόλων. Αυτή 
η προσέγγιση είναι βέβαια μη γραμμική, όμως οι αναγκαίες αρχικές τιμές είναι διαθέσιμες 
από τους κλειστούς αλγορίθμους. Τα αποτελέσματά της είναι υψηλότερης ακρίβειας, αφού 
η 2D επιπολική γεωμετρία του στερεοζεύγους δεν προσδιορίζεται ανεξάρτητα από την 3D 
γεωμετρία και τον εσωτερικό προσανατολισμό των δύο εικόνων αλλά αναζητείται εκείνος 
ο συνδυασμός τους που προσαρμόζεται βέλτιστα στις παρατηρηθείσες εικονοσυντεταγμέ-
νες των ομόλογων σημείων. Στο 6ο Κεφάλαιο της διατριβής εξετάζεται πειραματικά τόσο η 
συμπεριφορά των γραμμικών αλγορίθμων μερικής βαθμονόμησης όσο και η βελτίωση 
που επιτυγχάνεται με την μη γραμμική συνόρθωση των εξισώσεων συγγραμμικότητας 
(μέθοδος της δέσμης).  
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5.4 Υπολογισμός παραμέτρων σχετικού προσανατολισμού 
 
Για εικόνες από βαθμονομημένες μηχανές ή εικόνες των οποίων η σταθερά μηχανής έχει 
υπολογιστεί με τους προαναφερθέντες αλγορίθμους μερικής βαθμονόμησης είναι δυνατόν 
να προσδιοριστούν οι τυπικές φωτογραμμετρικές παράμετροι του σχετικού προσανατολι-
σμού (διεύθυνση της βάσης του ζεύγους και σχετικές στροφές των δύο εικόνων). Υπολογι-
σμός τους μπορεί να γίνει είτε με μη γραμμική συνόρθωση με την συνθήκη συνεπιπεδότη-
τας (ενότητα 3.1.2) είτε γραμμικά, αφού προσδιοριστεί πρώτα ο δεσμευμένος επιπολικός 
πίνακας του στερεοζεύγους (ενότητα 3.1.3.3). Υπάρχουν βέβαια 4 διαφορετικές δυνατές 
λύσεις, οι οποίες αντιστοιχούν σε αντιμετάθεση των δύο εικόνων και στροφή της δεύτερης 
κατά π περί την βάση του στερεοζεύγους, όμως η πολλαπλότητα αυτή αντιμετωπίζεται με 
επιλογή της γεωμετρίας εκείνης που επιτρέπει την ανακατασκευή των απεικονιζόμενων 
αντικειμένων μπροστά από τις δύο μηχανές λήψης. Στην παρούσα ενότητα διατυπώνεται 
εναλλακτικός γεωμετρικός αλγόριθμος για υπολογισμό των 4 λύσεων του σχετικού προ-
σανατολισμού από τον επιπολικό πίνακα και τις παραμέτρους του εσωτερικού προσα-
νατολισμού των εικόνων.  
 
Η θέση του πρωτεύοντος σημείου (p1, p2) και η σταθερά της μηχανής (c1, c2) ορίζουν, στο 
σύστημα κάθε εικόνας, τις θέσεις των προβολικών τους κέντρων. Στην συνέχεια θα δειχθεί 
πώς μέσω αυτών, των πόλων και των σημείων Β1, Β2 καθώς και των μεταξύ τους αποστά-
σεων, όπως ορίστηκαν στην ενότητα 5.2.1, είναι δυνατόν να υπολογιστούν οι συντεταγμέ-
νες των προβολικών κέντρων και οι στροφές στον χώρο των δύο εικόνων σε κατάλληλα ε-
πιλεγμένο τρισορθογώνιο σύστημα. Από αυτές υπολογίζονται κατόπιν οι παράμετροι του 
σχετικού τους προσανατολισμού.  
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Y
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X

B1
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l p1′

l p2′
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Σχήμα 5.5. Γεωμετρικός υπολογισμός των παραμέτρων σχετικού προσανατολισμού 
 
Έστω p1 = [ 10x 10y 1]T, p2 = [ 20x 20y 1]T το πρωτεύον σημείο κάθε εικόνας και e1 = [x1 y1 1]T, 
e2 = [x2 y2 1]T οι δύο πόλοι. Έστω επίσης τρισορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων με αφε-
τηρία το προβολικό κέντρο της πρώτης εικόνας, επίπεδο XZ το επιπολικό επίπεδο του ο-
πτικού της άξονα (Π1) και άξονα Z την βάση του στερεοζεύγους (Σχ. 5.5). Εξ ορισμού λοι-
πόν το προβολικό κέντρο της πρώτης εικόνας έχει συντεταγμένες:  

10X 0= , 
10Y 0= , 

10Z 0=  (5.28)
 
Παράλληλα, το γωνιακό μέρος του εξωτερικού της προσανατολισμού περιγράφεται με 2 
στροφές στο νέο 3D σύστημα συντεταγμένων: μια κατά γωνία κ1 περί τον άξονα Ζ τέτοια 
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ώστε η επιπολική ευθεία lp1 του p1, η οποία είναι το ίχνος του επιπέδου Π1, να ταυτιστεί με 
τον άξονα X, και μια κατά ϕ1 περί τον Y, τέτοια ώστε ο πόλος e1 να ανήκει στην ευθεία της 
βάσης (άξονας Z). Η γωνία κ1 είναι ίση με την γωνία που σχηματίζει η ευθεία lp1 με τον ά-
ξονα x των εικονοσυντεταγμένων και υπολογίζεται ως:  

11 0
1

1

x x
arc cos

a

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
κ , εάν y1 > 

10y  

ή 

11 0
1

1

x x
arc cos

a

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟=− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
κ , εάν y1 < 

10y  

(5.29)

 
Η ϕ1 είναι ίση με την γωνία της κορυφής O1 του ορθογωνίου τριγώνου p1O1e1 (Σχ. 5.5 και 
5.2, αριστερά), και η τιμή της είναι ίση με:   

1
1 2 2

1 1

carc cos
a c

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟=− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ +⎝ ⎠
ϕ  (5.30)

 
Μέσω των γωνιών αυτών προσδιορίζεται ο πίνακας στροφής R1 της πρώτης εικόνας ως:  

( ) ( )1 1 1=R R Rϕ κ  (5.31)
 
Εναλλακτικά, μπορούν να θεωρηθούν στροφές κ1 + π και −ϕ1, που ισοδυναμούν με στρο-
φή της εικόνας κατά π περί την ευθεία της βάσης. Στην περίπτωση αυτή ο πίνακας στρο-
φής της είναι ίσος με:  

( ) ( )1 1 1= +R R R−ϕ κ π  (5.32)
 
 
Το προβολικό κέντρο της δεύτερης εικόνας ανήκει επίσης στον άξονα Z και μπορεί να θε-
ωρηθεί στην θέση:  

20X 0= , 
20Y 0= , 

20Z = λ  (5.33)
 
όπου λ ≠ 0 τυχαία σταθερά, το πρόσημο της οποίας καθορίζει την σχετική θέση των εικό-
νων (αριστερά – δεξιά, άνω – κάτω ή εμπρός – πίσω), ενώ η τιμή της την απόσταση των 
δύο προβολικών κέντρων και συνεπώς την κλίμακα της δυνατής 3D ανακατασκευής των 
απεικονιζόμενων αντικειμένων. Ο πίνακας στροφής της δεύτερης εικόνας υπολογίζεται α-
πό 3 στροφές, μια κατά κ2 περί τον άξονα Ζ τέτοια ώστε η ευθεία lp2 να ταυτιστεί με τον ά-
ξονα X, μια κατά ϕ2 περί τον Y προκειμένου ο πόλος e2 να ανήκει στην βάση (άξονας Z) 
και, τέλος, μια κατά κ2′ περί τον Ζ, ίση με την γωνία β των επιπολικών επιπέδων των οπτι-
κών αξόνων ώστε ο οπτικός άξονας της εικόνας αυτής να ανήκει στο επίπεδο Π2. 
 
Κατά αντιστοιχία με την πρώτη εικόνα, η γωνία κ2 είναι ίση με την γωνία της επιπολικής 
ευθείας lp2 και του άξονα x των εικονοσυντεταγμένων:  

22 0
2

2

x x
arcc os

a

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
κ , εάν y2 > 

20y  

ή 

ή 22 0
2

2

x x
arcc os

a

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟=− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
κ , εάν y2 < 

20y  

(5.34)
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ενώ η ϕ2 είναι ίση με την γωνία p2O2e2 (Σχ. 5.5 και 5.2, δεξιά):  

2
2 2 2

1 2

carc cos
a c

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟=− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ +⎝ ⎠
ϕ  (5.35)

 
Τέλος, η κ2′ υπολογίζεται μέσω μιας από τις Εξ. (5.8) ή (5.9):  

1 1 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

a c a carc cos arc cos
a b c d a b c d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜′ ⎟ ⎟= =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
κ  (5.36)

 
Έτσι, ο πίνακας στροφής R2 της δεύτερης εικόνας είναι ίσος με:  

( ) ( ) ( )2 2 2 2′=R R R Rκ ϕ κ  (5.37)
 
ή, εάν θεωρηθούν στροφές κ2 + π και −ϕ2 όπως και στην περίπτωση της πρώτης εικόνας:  

( ) ( ) ( )2 2 2 2′= +R R R Rκ −ϕ κ π  (5.38)
 
Και στις δύο σχέσεις υπολογισμού του R2 μπορεί επίσης αντί της κ2′ να χρησιμοποιηθεί 
γωνία κ2′ + π. Η γεωμετρία που προκύπτει αντιστοιχεί και πάλι σε περιστροφή της δεύτε-
ρης εικόνας κατά π περί την ευθεία της βάσης. 
  
Από το σύνολο των δυνατών συνδυασμών των πινάκων στροφής R1, R2 και του προσή-
μου της σταθεράς λ, 4 μόνο είναι διαφορετικοί και αντιστοιχούν στις 4 λύσεις του σχετικού 
προσανατολισμού (βλ. ενότητα 3.1.3.3). Οι παράμετροί του, το διάνυσμα δηλαδή της διεύ-
θυνσης της βάσης B και ο πίνακας σχετικών στροφών R, μπορούν να προσδιοριστούν α-
πό τους εξωτερικούς προσανατολισμούς των δύο εικόνων ως εξής:  

2 1

2 1

2 1

0 0

T T
1 0 0 1

0 0

X X 0
Y Y 0

Z Z

⎡ ⎤− ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎣ ⎦⎣ ⎦

B R R
λ

 (5.39)

 
και  

T
2 1=R R R  (5.40)
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6. Εφαρμογές και Αξιολόγηση 
 
 
 
 
6.1 Εισαγωγή 
 
Στο κεφάλαιο αυτό επιχειρείται, με την εφαρμογή των αλγορίθμων που αναπτύχθηκαν και 
περιγράφηκαν στα προηγηθέντα, να φωτιστούν περαιτέρω τα στοιχεία της 2D και 3D επι-
πολικής γεωμετρίας του στερεοζεύγους που παρουσιάστηκαν στην παρούσα διατριβή. Ό-
λοι οι αλγόριθμοι υλοποιήθηκαν στην γλώσσα προγραμματισμού Matlab και δοκιμάστηκαν 
τόσο σε προσομοιωμένα δεδομένα λήψεων όσο και σε πραγματικά στερεοζεύγη επίγειων 
εικόνων προερχόμενα από ποικιλία κοινών (ερασιτεχνικών) μηχανών λήψης, με κατά πε-
ρίπτωση γνωστό ή άγνωστο εσωτερικό προσανατολισμό. 
 
Αναλυτικότερα, στις ενότητες που ακολουθούν εξετάζεται αρχικά ο υπολογισμός του επι-
πολικού πίνακα μέσω τυπικών αλγορίθμων από την πρόσφατη βιβλιογραφία της Όρασης 
Υπολογιστών (βλ. ενότητα 3.2.4) όσο και μέσω της παραμετροποίησης η οποία προτάθη-
κε στο Κεφάλαιο 4 (ενότητα 4.3.3). Οι απαραίτητες μετρήσεις ομόλογων εικονοσημείων 
πραγματοποιήθηκαν αυτόματα με χρήση του σημειακού τελεστή SIFT (Lowe,  2004), η λει-
τουργία του οποίου περιγράφεται συνοπτικά στα επόμενα. 
 
Εν συνεχεία παρατίθενται παραδείγματα της 3D επιπολικής γεωμετρίας και των γεωμετρι-
κών σχέσεων που μελετήθηκαν στο 4ο Κεφάλαιο της διατριβής. Δείχνεται ο επιπολικός κύ-
κλος που αντιστοιχεί σε συγκεκριμένα ζεύγη εικόνων καθώς και η κωνική τομή που συν-
δέει προβολικά την διεύθυνση της ευθείας τομής των επιπέδων τους με την θέση του πό-
λου της δεύτερης εικόνας επί του επιπολικού κύκλου. Για συγκεκριμένες επιλογές των τεσ-
σάρων βαθμών ελευθερίας στερεοζεύγους δεδομένου επιπολικού πίνακα (διεύθυνση της 
ευθείας τομής των επιπέδων των δύο εικόνων, δίεδρη γωνία που αυτά σχηματίζουν, θέ-
σεις των δύο προβολικών κέντρων επί της βάσης του ζεύγους) δείχνονται οι αντίστοιχες 
παράμετροι του σχετικού και του εσωτερικού προσανατολισμού. Παρουσιάζονται, επίσης, 



6. Εφαρμογές και Αξιολόγηση 119

οι γεωμετρικοί τόποι του εσωτερικού προσανατολισμού που αντιστοιχούν σε συγκεκριμέ-
νες δεσμεύσεις. Τέλος, εξετάζεται η μερική βαθμονόμηση των μηχανών λήψης, γεγονός 
που επιτρέπει και την ευκλείδεια ανακατασκευή των απεικονιζόμενων αντικειμένων, και ει-
δικότερα ο υπολογισμός της σταθεράς μηχανής των εικόνων με πρωτεύον σημείο θεω-
ρούμενο στο κέντρο των εικόνων.  
 
 
6.2 Πειραματικά δεδομένα 
 
6.2.1 Πραγματικές εικόνες 
 
Κατά την πειραματική εφαρμογή των αλγορίθμων της διατριβής χρησιμοποιήθηκαν συνο-
λικά 10 επίγεια στερεοζεύγη, τα οποία απεικονίζουν διαφορετικά αντικείμενα και αντιπρο-
σωπεύουν ποικιλία γεωμετριών λήψης και χαρακτηριστικών υφής (Σχ. 6.1) 
 

1.  2.  

3.  4.  

5.  6.                   

7.  8.  

9.  10.  
Σχήμα 6.1. Στερεοζεύγη των πειραματικών εφαρμογών. 
 
● Τα πέντε πρώτα ζεύγη εικόνων προέρχονται από συλλογές δεδομένων (data sets) που 
είναι διαθέσιμα στο Διαδίκτυο και έχουν χρησιμοποιηθεί σε επιλύσεις από ερευνητές της 
Όρασης Υπολογιστών και της Φωτογραμμετρίας. Ειδικότερα: 
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− Τα δύο πρώτα ζεύγη απεικονίζουν κτίρια του κολεγίου Merton του Πανεπιστημίου της 
Οξφόρδης και διατίθενται από την ερευνητική ομάδα Oxford Visual Geometry Group 
(Werner & Zisserman, 2002). 

− Τα δύο επόμενα (3ο και 4ο) προέρχονται από σύνολο δεδομένων της ερευνητικής ομά-
δας ESAT/PSI Visics του Καθολικού Πανεπιστημίου του Leuven (Strecha et al., 2006, 
Strecha et al., 2008) και απεικονίζουν, αντίστοιχα, σιντριβάνι στην πόλη Ettlingen της 
Γερμανίας και γλυπτό του Γερμανού αρχιτέκτονα Gottfried Semper στην Δρέσδη. 

− Το 5ο ζεύγος εικόνων ανήκει σε σύνολο δεδομένων ομάδας εργασίας της Επιτροπής III 
της ISPRS (Working Group III/1 “Automatic Calibration and Orientation of Optical Cam-
ras”) που προορίζεται για τον έλεγχο μεθόδων αυτόματου προσανατολισμού, και απει-
κονίζει έναν σωρό από ομοιογενείς πέτρες (www.ipf.tuwien.ac.at/car/isprs/test-data/). 

● Τα επόμενα τέσσερα ζεύγη έχουν ληφθεί από τον γράφοντα και απεικονίζουν δύο κτίρια 
στην πόλη Angers της Γαλλίας (6ο και 7ο), ένα άγαλμα στο καλλιτεχνικό πάρκο “Art Zone 
798” του Πεκίνου (8ο) και αντίγραφα των αγαλμάτων του Παρθενώνα που εκτίθενται στον 
σταθμό “Ακρόπολη” του μετρό της Αθήνας (9ο). 
● Τέλος, το 10ο στερεοζεύγος αποτελείται από δύο εικόνες του Ερεχθείου, προερχόμενες 
από διαφορετικούς χρήστες του διαδικτυακού τόπου ανάρτησης εικόνων “www.flickr.com”. 
 
Στον επόμενο Πίνακα 6.1 παρουσιάζονται οι μηχανές λήψης από τις οποίες προέρχονται 
τα δεδομένα, οι αντίστοιχες διαστάσεις των ψηφιακών εικόνων1 καθώς και εκτιμήσεις για 
την τιμή της σταθεράς της μηχανής τους. 
 

Πίνακας 6.1. Γενικά στοιχεία για τις εικόνες των πειραματικών δεδομένων 

στερεοζεύγος ψηφιακή μηχανή διαστάσεις εικόνας (pixel) εκτίμηση c (pixel) 
1 Olympus C820-L 1024×768 1165 
2 Olympus C820-L 1024×768 1165 
3 Canon D60 1024×683 (3072×2048) 920 
4 Canon D60 1024×683 (3072×2048) 920 
5 Nikon D70 1504×1000 1830 
6 Sony DSC-W17 768×1024 (2304×3072) 1140 
7 Sony DSC-W17 1024×768 (3072×2304) 1140 
8 Canon EOS 400D 1296×864 (3888×2592) 1580 
9 Canon EOS 400D 1024×682 (3888×2592) 1015 

10 άγνωστη 1024×768 και 1024×683  άγνωστο 
 
Οι εκτιμήσεις για τις σταθερές των μηχανών προέρχονται από επιλύσεις βαθμονόμησης 
(στερεοζεύγη 1−5) είτε από την τιμή της εστιακής απόστασης (ή της επιλογής zoom του 
φακού) που συνοδεύει τα ψηφιακά αρχεία των εικόνων (στερεοζεύγη 6−9). Στην δεύτερη 
περίπτωση η εκτίμηση δίδεται εδώ ως ενδεικτική για την τάξη μεγέθους της σταθεράς της 
μηχανής και δεν θεωρείται τιμή αναφοράς για μετέπειτα συγκρίσεις. Τέλος, δεν υπάρχουν 
πληροφορίες για τον εσωτερικό προσανατολισμό του 10ου στερεοζεύγους πέραν της εύλο-
γης υπόθεσης ότι οι δύο εικόνες έχουν διαφορετική σταθερά της μηχανής. Στα επόμενα, ε-
κτός εάν αναφέρεται διαφορετικά, ο εσωτερικός προσανατολισμός όλων των εικόνων θεω-
ρείται άγνωστος. 
                                                 
1 Σε ορισμένες περιπτώσεις χρησιμοποιήθηκαν εικόνες με μικρότερη διάσταση από τις πρωτότυπες. Οι αρχι-
κές διαστάσεις των εικόνων φαίνονται σε παρένθεση στον Πίνακα 6.1.  
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6.2.2 Προσομοιωμένα δεδομένα λήψεων 
 
Επιπλέον, για τον περαιτέρω έλεγχο των αλγορίθμων (κυρίως εκείνων της μερικής βαθμο-
νόμησης) χρησιμοποιήθηκαν και προσομοιωμένα δεδομένα λήψης. Στα επόμενα παρου-
σιάζονται αποτελέσματα από 4 στερεοζεύγη που προέκυψαν από διαφορετικές προοπτι-
κές απεικονίσεις ενός 3D καννάβου διαστάσεων 2×2×2 m3 αποτελούμενου από 27 σημεία 
(Σχ. 6.2). Η διάσταση των υπολογισμένων εικόνων επιλέχθηκε ως 1024×768 pixel, η στα-
θερά της μηχανής c = 900 pixel και το πρωτεύον σημείο στο κέντρο της εικόνας. Οι εξωτε-
ρικοί προσανατολισμοί (Πίνακας 6.2) επιλέχθηκαν ώστε να προκύψουν γεωμετρίες με δια-
φορετικούς λόγους βάσης προς απόσταση λήψης (B/H), οι οποίες ταυτόχρονα απέχουν α-
πό τις κρίσιμες γεωμετρίες της μερικής βαθμονόμησης. Εξαίρεση αποτελεί το 4ο ζεύγος, ό-
που οι οπτικοί άξονες είναι σχεδόν συνεπίπεδοι (τα επίπεδά που ο κάθε άξονας ορίζει με 
την βάση σχηματίζουν δίεδρη γωνία 1.5°) και οι αποστάσεις των προβολικών κέντρων α-
πό το “ιδεατό” σημείο τομής των οπτικών αξόνων διαφέρουν μόνο κατά 2%. 
 

Πίνακας 6.2. Εξωτερικοί προσανατολισμοί των προσομοιώσεων. 

εικόνα Χ0 (m) Υ0 (m) Ζ0 (m) ω (°) ϕ (°) κ (°) 
1_1 1.2 1.8 6.0 2 −13 2 
1_2 2.9 2.1 5.8 −1 19 −3 
2_1 0.8 1.7 6.3 10 −20 1 
2_2 3.2 2.3 5.7 −5 25 −2 
3_1 1.6 1.9 6.9 6 −8 −3 
3_2 2.3 2.1 7.2 −4 10 2 
4_1 1.5 2.0 6.0   0.75 −12 0 
4_2 2.5 2.0 6.1 −0.75 12 0 

 
Σημειώνεται επίσης πως για τις ανάγκες της ενότητας 6.6.1, όπου εξετάζεται ο υπολογι-
σμός δύο διακριτών τιμών σταθεράς της μηχανής από τον επιπολικό πίνακα, υπολογίστη-
καν εκ νέου οι εικονοσυντεταγμένες των προσομοιωμένων εικόνων με τιμές σταθεράς της 
μηχανής c1 = 800 pixel και c2 = 1000 pixel.  
 

 
Σχήμα 6.2. Παράδειγμα προσομοιωμένων δεδομένων. Αριστερά φαίνεται το 3D αντικείμενο και οι 
θέσεις των εικόνων στον χώρο, και δεξιά οι εικόνες 1_1 και 1_2 με κοινή σταθερά μηχανής. 
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6.3 Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων 
 
Προϋπόθεση για τον υπολογισμό του επιπολικού πίνακα (που είναι απαραίτητος για ό-
λους τους μετέπειτα υπολογισμούς που παρουσιάζονται στο παρόν κεφάλαιο) είναι η μέ-
τρηση ομόλογων σημείων στις εικόνες. Η αυτοματοποίηση της διαδικασίας αυτής έχει α-
πασχολήσει, ήδη σχεδόν από την εμφάνιση των ψηφιακών εικόνων, τόσο την φωτογραμ-
μετρική βιβλιογραφία όσο και εκείνη της Όρασης Υπολογιστών (βλ. ενότητα 1.2.2.5). Τε-
λευταία μάλιστα έχει σημειωθεί σημαντική πρόοδος προς την πλήρη αυτοματοποίηση της 
αντιστοίχισης εικονοσημείων χάρη σε νέους αλγορίθμους (Mikolajczyk & Schmid, 2005) οι 
οποίοι επιτυγχάνουν ακόμα και σε επίγειες εικόνες μεγάλης βάσης (wide-base), εκεί δηλα-
δή όπου οι συνήθεις μέθοδοι αυτόματης συνταύτισης συχνά αστοχούν εξαιτίας των μεγά-
λων διαφορών στην κλίμακα και των έντονων προοπτικών παραμορφώσεων. Αυτοί οι αλ-
γόριθμοι στηρίζονται στον ταυτόχρονο εντοπισμό σημείων ενδιαφέροντος και περιγραφι-
κών χαρακτηριστικών (descriptors) που είναι αναλλοίωτα σε συγκεκριμένες ομάδες γεω-
μετρικών μετασχηματισμών (πχ. αλλαγή κλίμακας, στροφή, αφινικός μετασχηματισμός). Η 
εύρεση των ομολογιών ανάμεσα στα εικονοσημεία δύο εικόνων προκύπτει μετά από την 
σύγκριση των αντίστοιχων περιγραφικών τους χαρακτηριστικών. Εδώ αξιοποιήθηκε ο ση-
μειακός τελεστής SIFT (Scale Invariant Feature Transform) του Lowe (2004), ο οποίος έχει 
την ιδιότητα να εντοπίζει χαρακτηριστικά σημεία σε μία εικόνα και να τους αποδίδει περι-
γραφικά χαρακτηριστικά που είναι αναλλοίωτα σε αλλαγή κλίμακας και στροφή, ενώ πα-
ράλληλα δεν είναι ιδιαίτερα ευαίσθητα σε αφινικούς μετασχηματισμούς. Χάρη σε αυτές τις 
ιδιότητες, τα περιγραφικά χαρακτηριστικά που αποδίδονται σε κοινά σημεία διαφορετικών 
εικόνων είναι παρόμοια, γεγονός που επιτρέπει την αντιστοίχισή τους. Στην συνέχεια περι-
γράφεται συνοπτικά η λειτουργία του τελεστή SIFT. 
  
6.3.1 Λειτουργία του σημειακού τελεστή SIFT 
 
Πρώτο βήμα για την εφαρμογή του SIFT σε μία εικόνα είναι η δημιουργία μίας πυραμίδας 
κλίμακας, η οποία παράγεται με εφαρμογή στην αρχική εικόνα σειράς διαδοχικών φίλτρων 
εξομάλυνσης Gauss διαφορετικής τυπικής απόκλισης. Οι διαδοχικές φιλτραρισμένες εικό-
νες αφαιρούνται ανά δύο σχηματίζοντας μία δεύτερη πυραμίδα εικόνων DoG (Difference 
of Gaussian). Κατόπιν οι τιμές των εικονοψηφίδων κάθε επιπέδου της πυραμίδας DoG συ-
γκρίνονται με εκείνες των 8 γειτονικών τους αλλά και των 9 γειτονικών τους στο προηγού-
μενο και το επόμενο επίπεδο της πυραμίδας. Ως σημεία ενδιαφέροντος επιλέγονται εκείνα 
με τιμές μεγαλύτερες ή μικρότερες από όλους τους 26 γείτονες αλλά και από ένα αντίστοι-
χο προεπιλεγμένο κατώφλι. Από αυτά απορρίπτονται όσα είναι εντοπισμένα κατά μήκος 
έντονων ακμών. Τέλος, με κατάλληλη παρεμβολή πολυωνύμων 2ου βαθμού υπολογίζεται 
από τα τοπικά τους ακρότατα η θέση των σημείων με υποψηφιδική ακρίβεια.  
 
Επόμενο στάδιο του αλγορίθμου SIFT είναι η απόδοση συγκεκριμένου προσανατολισμού 
σε κάθε σημείο ενδιαφέροντος. Προς τούτο, ορίζεται παράθυρο στο επίπεδο της πυραμί-
δας των εικόνων Gauss όπου εντοπίστηκε το σημείο, και εκεί υπολογίζονται το μέτρο m 
και η διεύθυνση ϑ της μέγιστης κλίσης όλων των εικονοσημείων, αντίστοιχα, ως:  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
m I x 1,y I x 1,y I x,y 1 I x,y 1= + − − + + − −  (6.1)

 
και 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1tan I x 1,y I x 1,y I x,y 1 I x,y 1−ϑ = + − − + − −  (6.2)
 
όπου I(x,y) η τιμή της έντασης κάθε εικονοψηφίδας (Σχ. 6.3, αριστερά). Από τις κλίσεις αυ-
τές προκύπτει ιστόγραμμα με κατάταξη των διαφορετικών διευθύνσεων, ανάλογα και με το 
μέτρο τους, σε 8 προεπιλεγμένους προσανατολισμούς. Η κορυφή του ιστογράμματος, η ο-
ποία εκφράζει την επικρατέστερη διεύθυνση των τοπικών κλίσεων, επιλέγεται ως προσα-
νατολισμός του σημείου. Εάν εμφανίζονται περισσότερες από μία έντονες κορυφές, τότε 
ορίζονται δύο σημεία με κοινή θέση αλλά διαφορετικό προσανατολισμό.  
 

 
Σχήμα 6.3. Υπολογισμός των αναλλοίωτων περιγραφικών χαρακτηριστικών του τελεστή SIFT (από 
Lowe, 2004). Εδώ δείχνεται ο υπολογισμός των περιγραφικών χαρακτηριστικών σε 4 υποπεριοχές
περί το σημείο ενδιαφέροντος, ενώ στην πράξη πραγματοποιείται σε 16. 
 
Με αντίστοιχο τρόπο υπολογίζονται και τα περιγραφικά χαρακτηριστικά των σημείων. Σε 
κάθε σημείο ενδιαφέροντος ορίζεται νέο παράθυρο, στραμμένο βάσει του προσανατολι-
σμού του, το οποίο χωρίζεται σε υποπεριοχές (συνήθως 4×4). Εκεί υπολογίζονται το μέ-
τρο m (αυτή την φορά με διαφορετικό βάρος ανάλογα με την απόσταση από το κέντρο του 
παραθύρου) και η διεύθυνση ϑ των κλίσεων των εικονοσημείων, και σχηματίζονται ιστο-
γράμματα προσανατολισμού (Σχ. 6.3, δεξιά). Στην τυπική περίπτωση, για κάθε σημείο εν-
διαφέροντος υπολογίζονται 16 ιστογράμματα, με 8 προσανατολισμούς το καθένα, που α-
ποθηκεύονται σε διάνυσμα διάστασης 128×1, το οποίο κανονικοποιείται ώστε να έχει μο-
ναδιαίο μέτρο. Ο τρόπος υπολογισμού των διανυσμάτων αυτών εγγυάται ότι θα είναι πα-
ρόμοια ακόμα και εάν στραφεί η αρχική εικόνα ή μεταβληθεί η κλίμακά της, ενώ επιπλέον, 
χάρη στην κανονικοποίηση, οι τιμές τους δεν επηρεάζονται από ομοιογενείς αλλαγές στην 
φωτεινότητα και την αντίθεση.  
 
Η εφαρμογή του τελεστή SIFT στις εικόνες στερεοζεύγους επιτρέπει να εντοπίζεται ένας α-
ριθμός χαρακτηριστικών σημείων συνοδευόμενων από διανύσματα που εκφράζουν, κατά 
κάποιον τρόπο, την κατανομή των κλίσεων της εικόνας στην περιοχή τους. Ένα αξιόπιστο 
μέτρο σύγκρισης δύο σημείων είναι ο υπολογισμός της ευκλείδειας απόστασης των διανυ-
σμάτων τους. Κατά συνέπεια, η αντιστοίχιση των ομολογιών ανάμεσα σε δύο εικόνες επι-
τυγχάνεται με αναζήτηση των σημείων με τα “κοντινότερα” διανύσματα.  
 
6.3.2 Αυτόματος προσδιορισμός ομολογιών στα δεδομένα 
 
Για τον αυτόματο εντοπισμό ομόλογων σημείων στις εικόνες των 10 στερεομοντέλων των 
πειραματικών δεδομένων χρησιμοποιήθηκε η έκδοση του αλγόριθμου SIFT που διαθέτει ο 
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Lowe2. Πριν από την εφαρμογή του τελεστή μειώθηκαν οι διαστάσεις όσων εικόνων υπε-
ρέβαιναν τα 1800 pixel (βλ. Πίνακα 6.1) προκειμένου να περιοριστεί ο αριθμός των εξαγό-
μενων σημείων σε ~10000 ανά εικόνα. Η διαδικασία αυτή ενδείκνυται καθώς, όπως ανα-
φέρει ο ίδιος ο Lowe στην ιστοσελίδα του αλγορίθμου του, “η αλλαγή ανάλυσης της εικό-
νας είναι η βέλτιστη μέθοδος ελέγχου του αριθμού των σημείων ενδιαφέροντος, αφού τα 
σημεία των ανώτερων επιπέδων της πυραμίδας κλίμακας είναι πιο αξιόπιστα”. 
 

  

  

  
Σχήμα 6.4. Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων (2ο στερεοζεύγος). Εξαγωγή σημείων SIFT (πά-
νω), εύρεση ομολογιών μεταξύ των σημείων SIFT μέσω σύγκρισης των διανυσμάτων τους (μέσον), 
τελικές ομολογίες σημείων SIFT μετά από την εφαρμογή του αλγορίθμου RANSAC (κάτω). 
 
Με την εφαρμογή του SIFT κατέστη δυνατή η αποκατάσταση ορθών ομολογιών σε μεγάλο 
ποσοστό, ακόμα και στις πιο δυσμενείς περιπτώσεις όπου οι εικόνες παρουσίαζαν σημαν-

                                                 
2 http://www.cs.ubc.ca/~lowe/keypoints/ 
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τικές διαφορές στην κλίμακα και την προοπτική, είχαν αποκρύψεις ή απεικόνιζαν επανα-
λαμβανόμενους σχηματισμούς. Επίσης, η κατανομή των σημείων κάλυπτε στις περισσό-
τερες περιπτώσεις σημαντικό ποσοστό του επικαλυπτόμενου τμήματος των εικόνων.  
 
Ο εντοπισμός και αποκλεισμός χονδροειδών σφαλμάτων στις ομολογίες εικονοσημείων έ-
γινε σε επόμενο βήμα με χρήση του αλγορίθμου RANSAC (βλ. ενότητα 3.2.4.5) των Fisch-
ler & Bolles (1981). Στα Σχ. 6.4 και 6.5 φαίνονται, ενδεικτικά για τα στερεομοντέλα 2 και 3, 
τα αποτελέσματα της αυτόματης μέτρησης ομόλογων σημείων. Παρουσιάζονται διαδοχικά 
το σύνολο των σημείων ενδιαφέροντος που εντοπίστηκαν στις δύο εικόνες, οι ομολογίες 
που προέκυψαν από την σύγκριση των διανυσμάτων των αναλλοίωτων χαρακτηριστικών 
και τα τελικά σημεία που διατηρήθηκαν μετά από την εφαρμογή του αλγόριθμου RANSAC. 
Τα αντίστοιχα σχήματα για όλα τα στερεοζεύγη βρίσκονται στο Παράρτημα Α.  
 

  

  

  
Σχήμα 6.5. Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων (3ο στερεοζεύγος). Εξαγωγή σημείων SIFT (πά-
νω), εύρεση ομολογιών μεταξύ των σημείων SIFT μέσω σύγκρισης των διανυσμάτων τους (μέσον),
τελικές ομολογίες σημείων SIFT μετά από την εφαρμογή του αλγορίθμου RANSAC (κάτω). 
 
Μέσω του RANSAC εντοπίσθηκαν με επιτυχία και απομακρύνθηκαν όλες οι εσφαλμένες ο-
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μολογίες στις εικόνες. Ωστόσο μία αδυναμία του αλγορίθμου – εγγενής στην αρχή λειτουρ-
γίας του, που βασίζεται στην απομάκρυνση σημείων των οποίων οι αποστάσεις από τις ε-
πιπολικές τους ευθείες ξεπερνούν ένα προεπιλεγμένο όριο – είναι η ταυτόχρονη αφαίρεση 
και ορισμένων ορθών ομολογιών. Το πρόβλημα επιδεινώνεται στα άκρα των εικόνων ό-
που, λόγω της συνήθους παρουσίας ακτινικής διαστροφής σε εικόνες από κοινές μηχανές 
λήψης, τα σφάλματα προσαρμογής του μαθηματικού μοντέλου του επιπολικού πίνακα α-
ναμένονται μεγαλύτερα. Το πρόβλημα αυτό μπορεί να περιοριστεί με αύξηση των ορίων 
κατά τον εντοπισμό των εσφαλμένων ομολογιών, αλλά τότε υπάρχει ο κίνδυνος να παρα-
μείνουν στις μετρήσεις χονδροειδή σφάλματα που θα επηρεάσουν δραστικά την ακρίβεια 
των υπολογισμών. Σε αρκετές πρακτικές εφαρμογές, βέβαια, η αφαίρεση σημείων από τα 
άκρα των εικόνων δεν έχει σοβαρές επιπτώσεις στην τελική ακρίβεια ανακατασκευής των 
αντικειμένων καθώς τα τελευταία συχνά καλύπτουν απλώς ένα τμήμα (συνήθως μάλιστα 
περί το κέντρο) των εικόνων. 
 
Πρέπει ακόμα να σημειωθεί πως, για να διευκολυνθούν οι υπολογισμοί, στις περιπτώσεις 
όπου το πλήθος των τελικών ομολογιών ξεπερνούσε τα 1500 σημεία ο αριθμός τους μειώ-
θηκε, χωρίς όμως να μεταβληθεί η αρχική τους κατανομή. Στον Πίνακα 6.3 παρουσιάζεται, 
για το σύνολο των δεδομένων, ο αριθμός των ομολογιών μετά από την εφαρμογή των αλ-
γορίθμων SIFT και RANSAC όπως και το πλήθος των σημείων που τελικά χρησιμοποιήθη-
καν στους υπολογισμούς (σε παρένθεση το ποσοστό των χρησιμοποιηθέντων σημείων).  
 

Πίνακας 6.3. Πλήθος ομολογιών κατά την συνταύτιση εικόνων 
   # ini: πλήθος αρχικών ομολογιών από εφαρμογή του τελεστή SIFT 
   # RANSAC: πλήθος ομολογιών μετά από εφαρμογή του αλγορίθμου RANSAC 
   # com: πλήθος ομολογιών που χρησιμοποιήθηκαν στους υπολογισμούς 
στερεοζεύγος # ini # RANSAC # com 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

2749 
4043 
4110 
4828 
1357 
2947 
4601 
5032 
770 
720 

1946 
3434 
3452 
4549 
1123 
1790 
3459 
3974 
480 
518 

973 (1/2) 
1144 (1/3) 
1151 (1/3) 
1137 (1/4) 

1123 
895 (1/2) 
1153 (1/3) 
993 (1/4) 

480 
518 

 
 
6.4 2D Επιπολική γεωμετρία 
 
6.4.1 Υπολογισμός του επιπολικού πίνακα  
 
Επόμενο βήμα, μετά από την μέτρηση ομόλογων σημείων, ήταν ο υπολογισμός του επι-
πολικού πίνακα των στερεοζευγών, που αποτελεί προϋπόθεση για την περαιτέρω διερεύ-
νηση της 3D επιπολικής γεωμετρίας αλλά και την εφαρμογή των αλγορίθμων μερικής βα-
θμονόμησης που αναπτύχθηκαν στο 5ο Κεφάλαιο. Ένας επιπλέον στόχος εδώ ήταν να ε-
ξεταστεί η δυνατότητα να χρησιμοποιηθεί στον υπολογισμό του επιπολικού πίνακα η ε-
ναλλακτική παραμετροποίηση που διατυπώθηκε στο Κεφάλαιο 4, η οποία στηρίζεται στην 
αναζήτηση των πόλων των δύο εικόνων στερεοζεύγους και των παραμέτρων μετάθεσης 
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και στροφής της δεύτερης εικόνας ώστε οι δέσμες των επιπολικών ευθειών να έρθουν σε 
προοπτική θέση, με ευθεία προοπτικότητας τον άξονα y των εικονοσυντεταγμένων (βλ. ε-
νότητα 4.3.3). Για τον σκοπό αυτό υλοποιήθηκαν και εφαρμόστηκαν οι τρεις τυπικοί αλγό-
ριθμοι (δύο γραμμικοί και ένας μη γραμμικός) από την βιβλιογραφία της Όρασης Υπολογι-
στών που περιγράφηκαν στην ενότητα 3.2.4. Κατά την μη γραμμική επίλυση (βλ. ενότητα 
3.2.4.3) χρησιμοποιήθηκαν δύο διαφορετικές παραμετροποιήσεις του επιπολικού πίνακα, 
η “προβολική” των Luong et al. (1993) και Luong & Faugeras (1996) (βλ. ενότητα 3.2.3.1) 
και η “προοπτική” της παρούσας διατριβής. 
  
Έτσι, εξετάστηκαν συνολικά οι ακόλουθες τέσσερις επιλύσεις του επιπολικού πίνακα:  

 8p: γραμμική επίλυση με τον “αλγόριθμο των 8 σημείων” (βλ. ενότητα 3.2.4.1). 
 8pn: γραμμική επίλυση με κανονικοποίηση των εικονοσυντεταγμένων και επιβολή 

της δέσμευσης μηδενικής ορίζουσας με τον “κανονικοποιημένο αλγόριθμο των 8 
σημείων” (βλ. ενότητα 3.2.4.4).  

 proj_nonlin: μη γραμμική επίλυση, κατά την οποία υπολογίζονται οι συντεταγμένες 
των πόλων στις δύο εικόνες (x1, y1, x2, y2) και οι 3 παράμετροι (a, b, c) της 1D ομο-
γραφίας η οποία συνδέει τις κλίσεις s και s′ των επιπολικών ευθειών l και l′, αντί-
στοιχα, στις δύο εικόνες του στερεοζεύγους, σύμφωνα με την Εξ. 3.35:  

as bs
cs 1

+′ =
+

  
 

 persp_nonlin: μη γραμμική επίλυση, κατά την οποία υπολογίζονται οι συντεταγμέ-
νες των πόλων στις δύο εικόνες (x1, y1, x2, y2) και οι 3 παράμετροι της 2D μετάθε-
σης (dx, dy) και στροφής (κ) της δεύτερης εικόνας που απαιτούνται ώστε οι ομόλο-
γες επιπολικές ευθείες να τέμνονται επί του άξονα y του συστήματος των εικονο-
συντεταγμένων.  

 
Στις δύο πρώτες περιπτώσεις η επίλυση έγινε μέσω της ανάλυσης ιδιαζουσών τιμών 
(SVD). Στις δύο τελευταίες χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος μικτών εξισώσεων των ελαχίστων 
τετραγώνων και ως εξίσωση παρατήρησης επιλέχθηκε η έκφραση της συμμετρικής από-
στασης dsym των ομόλογων σημείων από τις αντίστοιχες επιπολικές ευθείες στις δύο εικό-
νες, όπως αυτές ορίζονται μέσω του επιπολικού πίνακα (Εξ. 6.3):   

( ) ( )( )T

sym

d , d ,
d

2

′ ′+
=

x Fx x F x
  (6.3)

 
Οι αναγκαίες προσεγγιστικές τιμές των 7 παραμέτρων υπολογίστηκαν σε κάθε περίπτωση 
από την εκτίμηση του επιπολικού πίνακα από τις δύο πρώτες γραμμικές προσεγγίσεις.  
 
Ως ενδεικτικό μέτρο για την ακρίβεια των τεσσάρων διαφορετικών επιλύσεων υπολογίστη-
καν οι μέσες τετραγωνικές τιμές (RMS) των συμμετρικών αποστάσεων dsym των σημείων 
από τις ομόλογες επιπολικές τους ευθείες στις δύο εικόνες:  

n
2
sym

i
RMS

d
d

n 7
=

−

∑
  (6.4)

Οι τιμές τους παρουσιάζονται στον Πίνακα 6.4 και είναι γενικά ισοδύναμες, με εξαίρεση σε 



6. Εφαρμογές και Αξιολόγηση 
 

128 

ορισμένες περιπτώσεις εκείνες που προέρχονται από στην πρώτη γραμμική επίλυση.  
 

Πίνακας 6.4. Ακρίβεια υπολογισμού του επιπολικού πίνακα 
RMS των αποστάσεων των ομόλογων σημείων από τις αντίστοιχες επιπολικές ευθείες (pixel) 

στερεοζεύγος dRMS (lin) dRMS (lin_norm) dRMS (proj_nonlin) dRMS (persp_nonlin) 
1 0.332 0.318 0.317 0.317 
2 0.392 0.390 0.388 0.388 
3 0.285 0.263 0.263 0.263 
4 0.266 0.260 0.259 0.259 
5 0.950 0.645 0.636 0.636 
6 0.796 0.363 0.359 0.359 
7 0.718 0.340 0.302 0.302 
8 0.260 0.252 0.247 0.247 
9 0.497 0.439 0.437 0.437 

10 0.502 0.498 0.494 0.494 
 
Ακόμα, στους Πίνακες 6.5 και 6.6 παρουσιάζονται οι τιμές των 7 παραμέτρων των δύο μη 
γραμμικών επιλύσεων.  
 

Πίνακας 6.5. “Προβολική” παραμετροποίηση του επιπολικού πίνακα 
στερεοζεύγος a b c x1 (pixel) y1 (pixel) x2 (pixel) y2 (pixel) 

1 0.2319 −0.0087 −0.0502 3808.55 −57.62 17196.49 −225.81 
2 0.8445 0.0255 −0.0126 1053.77 −46.76 1428.43 8.48 
3 −3.4287 −0.0664 −0.1796 11067.03 −186.45 −3126.95 16.48 
4 0.9442 0.0047 −0.0366 5244.13 143.34 5550.80 163.03 
5 8.4418 −0.9501 3.0713 −79992.95 −5797.91 −10769.49 2958.38 
6 −29.6993 1.1223 0.9219 257262.75 9088.51 −8839.11 −634.38 
7 1.0504 −0.0228 0.0034 −955.29 −204.49 −848.17 −165.84 
8 0.1958 −0.0027 −0.0361 8829.54 −138.48 45799.96 −277.35 
9 −0.3285 −0.0021 −0.0864 3507.72 32.60 −11618.65 59.22 

10 3.1507 −0.0222 0.3572 −40160.61 −798.08 −18440.62 −782.88 
 

Πίνακας 6.6. “Προοπτική” παραμετροποίηση του επιπολικού πίνακα 
στερεοζεύγος κ (°) dx (pixel) dy (pixel) x1 (pixel) y1 (pixel) x2 (pixel) y2 (pixel) 

1 −12.205 −1099.50 268.16 3808.55 −57.62 17196.49 −225.81 
2 −0.854 −180.40 −20.71 1053.77 −46.76 1428.43 8.48 
3 2.999 −106.60 5.64 11067.03 −186.45 −3126.95 16.48 
4 −2.223 −6.03 6.59 5244.13 143.34 5550.80 163.03 
5 19.993 −128.80 10.26 −79992.95 −5797.91 −10769.49 2958.38 
6 −1.778 −100.86 4.70 257262.75 9088.51 −8839.11 −634.38 
7 0.183 −61.84 −18.08 −955.29 −204.49 −848.17 −165.84 
8 −10.445 −1398.69 279.41 8829.54 −138.48 45799.96 −277.35 
9 14.734 1258.08 324.92 3507.72 32.60 −11618.65 59.22 

10 6.469 5618.79 909.49 −40160.61 −798.08 −18440.62 −782.88 
 
Αν και οι 3 από τους 7 βαθμούς ελευθερίας του επιπολικού πίνακα εκφράζονται μέσω δια-
φορετικών παραμέτρων, οι δύο μη γραμμικές επιλύσεις είναι πρακτικά πλήρως ισοδύνα-



6. Εφαρμογές και Αξιολόγηση 129

μες (όπως υποδηλώνει και η ταυτόσημη ακρίβεια υπολογισμού που φαίνεται στις δύο τε-
λευταίες στήλες του Πίνακα 6.4), οδηγώντας σε προσδιορισμό κοινού επιπολικού πίνακα 
και θέσης των πόλων. Το γεγονός αυτό επιβεβαιώνει ότι η “προοπτική” παραμετροποίηση 
του επιπολικού πίνακα που διατυπώνεται στην διατριβή αποτελεί εναλλακτική προσέγγιση 
όχι μόνο χρήσιμη για την θεωρητική μελέτη της 2D επιπολικής γεωμετρίας του στερεοζεύ-
γους αλλά και κατάλληλη για τον υπολογισμό του επιπολικού πίνακα.  
 
Το Σχ. 6.6 παρουσιάζει ενδεικτικά ορισμένες επιπολικές ευθείες για το 1ο και το 8ο στερεο-
ζεύγος οι οποίες ορίστηκαν μέσω του επιπολικού πίνακα από την τρίτη επίλυση. Αντίστοι-
χα, στο Σχ. 6.7 φαίνονται οι ίδιες ευθείες σε προοπτική θέση (τομή επ’ ευθείας), έπειτα α-
πό μετάθεση και στροφή της δεξιάς εικόνας με τις παραμέτρους της τελευταίας επίλυσης. 
 

 

 
Σχήμα 6.6. Παράδειγμα ομόλογων επιπολικών ευθειών (1ο και 8ο στερεοζεύγος). 
 

Σχήμα 6.7. Ομόλογες επιπολικές ευθείες σε προοπτική θέση (1ο και 8ο στερεοζεύγος).  
 
Για λόγους πληρότητας υπολογίστηκαν επίσης οι θέσεις των πόλων που αντιστοιχούν στις 
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δύο πρώτες γραμμικές επιλύσεις (Πίνακας 6.7).  
 

Πίνακας 6.7. Θέσεις των πόλων από τις γραμμικές επιλύσεις 
lin lin_norm 

στερεοζεύγος 
x1 (pixel) y1 (pixel) x2 (pixel) y2 (pixel) x1 (pixel) y1 (pixel) x2 (pixel) y2 (pixel)

1 3850.67 −50.11 18043.01 −197.62 3808.73 −56.01 17203.99 −219.00 
2 1071.04 −51.23 1458.33 3.55 1062.79 −49.20 1445.30 5.72 
3 8684.42 −194.05 −3395.00 36.92 11086.38 −186.43 −3125.37 16.37 
4 4756.89 98.74 4995.78 112.61 5107.38 128.70 5393.62 146.59 
5 −26423.49 −1198.18 −8198.47 2486.15 −77858.01 −5430.30 −10695.75 2968.92 
6 89938.69 80.62 −9466.62 −344.41 272960.89 8982.95 −8825.85 −612.73 
7 −954.80 −257.71 −845.87 −209.08 −962.43 −216.21 −853.38 −175.14 
8 9121.12 −142.98 54866.06 −323.39 9069.19 −143.33 53025.48 −329.41 
9 3810.51 46.91 −9442.34 20.89 3487.09 34.01 −11747.72 55.38 

10 −48632.31 −929.56 −19319.72 −799.65 −44778.17 −866.19 −18885.36 −790.44 
 
Οι θέσεις των πόλων σε αυτές τις επιλύσεις διαφέρουν αρκετά από εκείνες των μη γραμμι-
κών επιλύσεων (έως και αρκετές εκατοντάδες pixel όταν βρίσκονται μακριά από το κέντρο 
των εικόνων), με εντονότερες τις διαφορές της πρώτης επίλυσης. Η μεγάλη αστάθεια στον 
προσδιορισμό της θέσης των πόλων είναι γνωστή στην βιβλιογραφία (Luong & Faugeras, 
1993 και 1996, Zhang, 1998a), όπου συστηματικοί έλεγχοι με προσομοιωμένα δεδομένα 
έδειξαν ότι λιγότερο ευαίσθητοι στον θόρυβο των εικονοσυντεταγμένων είναι οι μη γραμμι-
κοί αλγόριθμοι, ενώ λιγότερο ακριβή είναι πάντοτε τα αποτελέσματα της απλής γραμμικής 
επίλυσης εξαιτίας συστηματικών σφαλμάτων που εισάγονται από την επιλογή του συστή-
ματος συντεταγμένων αλλά και της μη δέσμευσης της μηδενικής ορίζουσας του επιπολι-
κού πίνακα. Στις δοκιμές που παρουσιάζονται εδώ, μάλιστα, η διαφοροποίηση της απλής 
γραμμικής λύσης ως προς τις υπόλοιπες επιλύσεις – όσον αφορά την θέση των πόλων ό-
σο και τις αποστάσεις των σημείων από τις ομόλογες επιπολικές ευθείες (Πίνακας 6.4) – 
είναι μικρότερη από εκείνη που παρουσιάζεται στην βιβλιογραφία, κυρίως λόγω της χρή-
σης συστήματος εικονοσυντεταγμένων με αφετηρία το κέντρο των εικόνων (που βρίσκεται 
κοντά στο κέντρο βάρους των ομόλογων σημείων). Τέλος, η κανονικοποίηση των εικονο-
συντεταγμένων και η επιβολή της δέσμευσης μηδενικής ορίζουσας στην δεύτερη επίλυση 
προσφέρουν σημαντική βελτίωση στον προσδιορισμό του επιπολικού πίνακα, προσεγγί-
ζοντας συχνά τα αποτελέσματα των μη γραμμικών αλγορίθμων. Στα επόμενα παραδείγ-
ματα χρησιμοποιούνται οι εκτιμήσεις του επιπολικού πίνακα από την μη γραμμική επίλυση 
με την “προοπτική” παραμετροποίηση. 
 
 
6.5 3D επιπολική γεωμετρία 
 
Ο επιπολικός πίνακας – αν και προσδιορίζει πλήρως την 2D επιπολική γεωμετρία του στε-
ρεοζεύγους (ορίζονται οι επίπεδες δέσμες των επιπολικών ευθειών στα επίπεδα των εικό-
νων) – δεν δεσμεύει, παρά μόνον εν μέρει, τον εσωτερικό προσανατολισμό των εικόνων 
και την σχετική τους θέση στον χώρο. Οι εικόνες θα μπορούσαν δηλαδή, όπως έχει ανα-
φερθεί, να έχουν ληφθεί με άπειρους συνδυασμούς εσωτερικών και σχετικών προσανατο-
λισμών, οι οποίοι βέβαια αντιστοιχούν σε 3D ανακατασκευές του απεικονιζόμενου χώρου 
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που διαφέρουν προβολικά από την πραγματικότητα. 
 
6.5.1 Επιπολικός κύκλος 
 
Αντικείμενο του Κεφαλαίου 4 της διατριβής ήταν να διατυπωθεί μια πρωτότυπη γεωμετρι-
κή μέθοδος για να περιγραφεί αυτή η απειρία δυνατών 3D προοπτικών δεσμών που αντι-
στοιχούν στον επιπολικό πίνακα ενός ζεύγους εικόνων. Η ευθεία τομής (g) των επιπέδων 
των δύο εικόνων και η δίεδρη γωνία τους (ϑ) δεν δεσμεύονται από τον επιπολικό τους πί-
νακα και μπορούν να επιλεγούν ελεύθερα. Η επιλογή της g ορίζει την θέση και την στροφή 
της δεύτερης εικόνας επί του επιπέδου της πρώτης μέσω της δέσμευσης να έρθουν οι δέ-
σμες των επιπολικών ευθειών σε προοπτική θέση, ήτοι να τέμνονται επί της g. Στην συνέ-
χεια η γωνία ϑ επιτρέπει να προσδιοριστεί η βάση του στερεοζεύγους στον χώρο. Τέλος, 
μπορούν να επιλεγούν ελεύθερα δύο σημεία της βάσης ως προβολικά κέντρα των δύο ει-
κόνων και να ολοκληρωθεί με αυτόν τον τρόπο ο προσδιορισμός του εσωτερικού όσο και 
του σχετικού τους προσανατολισμού. Δεδομένου πως παράλληλες ευθείες g αντιστοιχούν 
σε κοινές γεωμετρίες (αντιστοιχούν σε μετάθεση της δεύτερης εικόνας επί της βάσης), εί-
ναι δυνατόν να επιλεγεί τυχαία σημείο Κ στο επίπεδο της πρώτης εικόνας και να θεωρη-
θούν μόνο οι ευθείες που διέρχονται από αυτό. Σε αυτή την περίπτωση μάλιστα, το σύνο-
λο των θέσεων του πόλου της δεύτερης εικόνας (e2′) που αντιστοιχούν σε όλες τις δυνατές 
διευθύνσεις της ευθείας g ανήκουν στον επιπολικό κύκλο C, ο οποίος επίσης διέρχεται α-
πό τον πόλο e1 της πρώτης εικόνας.  
 
Ο κύκλος C μπορεί να προσδιοριστεί από τον επιπολικό πίνακα και το σημείο Κ (βλ. ενό-
τητα 4.4.5). Στον Πίνακα 6.8 φαίνονται για όλα τα στερεοζεύγη των πραγματικών δεδομέ-
νων οι συντεταγμένες του κέντρου (xc, yc) και η ακτίνα (Rc) του επιπολικού κύκλου που αν-
τιστοιχεί σε σημείο Κ με συντεταγμένες (2000,0). 
 

Πίνακας 6.8. Παραδείγματα επιπολικών κύκλων 
Κέντρο (xc, yc) και ακτίνα (Rc) του επιπολικού κύκλου 

που αντιστοιχεί σε σημείο Κ = [2000 0] 
στερεοζεύγος xc (pixel) yc (pixel) Rc (pixel) 

1 6818.06 −239.67 3015.02 
2 966.27 −48.14 87.52 
3 5211.36 163.09 5866.09 
4 5337.34 84.13 110.42 
5 −44600.09 −5630.48 35393.25 
6 125039.95 8590.56 132223.73 
7 −882.96 −180.62 76.16 
8 22877.15 −722.33 14059.74 
9 464.37 207.11 3048.35 

10 −25793.69 −3587.27 14635.16 
 
Στα Σχ. 6.8 και 6.93 φαίνονται οι επιπολικοί κύκλοι C του 1ου και του 3ου στερεοζεύγους, 
αντίστοιχα, ενώ επιπλέον δείχνονται και οι θέσεις της δεύτερης εικόνας που αντιστοιχούν 
σε δύο διαφορετικές ευθείες g. Οι ευθείες lp1, lp2′ είναι οι γεωμετρικοί τόποι του πρωτεύον-

                                                 
3 Στο Σχ. 6.9 ο επιπολικός πίνακας αντιστοιχεί σε σημείο Κ = [6000 0] για πιο εποπτική παρουσίαση. 



6. Εφαρμογές και Αξιολόγηση 
 

132 

τος σημείου των δύο εικόνων που αντιστοιχούν σε συγκεκριμένη γωνία ϑ των επιπέδων 
τους (160° και 30° στις περιπτώσεις του Σχ. 6.8, 70° και στις δύο περιπτώσεις του Σχ. 6.9) 
και αποτελούν την ορθή προβολή της βάσης στο επίπεδο κάθε μίας (βλ. ενότητα 4.6.2). 
 

Σχήμα 6.8. Επιπολικός κύκλος (1ο στερεοζεύγος). 
 
Η αντιστοίχιση των θέσεων e2′ του πόλου της δεύτερης εικόνας επί του C με τις ευθείες g 
γίνεται γεωμετρικά μέσω της κωνικής τομής CT, η οποία αποτελεί τον γεωμετρικό τόπο της 
τομής της g με την ευθεία e1e2′ που συνδέει τους δύο πόλους (βλ. ενότητα 4.5.1). Η τομή 
της g με την CT ενώνεται με το σημείο e1, ορίζοντας κατ’ αυτόν τον τρόπο την ευθεία e1e2′, 
και το σημείο e2′ βρίσκεται από την τομή της τελευταίας με τον επιπολικό κύκλο C. Η αντι-
στοίχιση μπορεί να γίνει και αντίστροφα, να βρεθεί δηλαδή η g που αντιστοιχεί σε συγκε-
κριμένο e2′. Εναλλακτικά μπορεί να χρησιμοποιηθεί το μαθηματικό μοντέλο της μη αντι-
στρέψιμης ετερογραφίας που συνδέει γραμμικά τα e2′ και g (βλ. ενότητα 4.5.2). Τέλος, η 
απαραίτητη στροφή της δεύτερης εικόνας προκειμένου οι δέσμες των επιπολικών ευθειών 
να τέμνονται επί της g είναι ίση με την γωνία της ευθείας e1Κ με την επιπολική της. Η δεύ-
τερη εικόνα πρέπει δηλαδή να στραφεί ώστε η επιπολική της e1Κ να διέρχεται από το Κ. 
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Σχήμα 6.9. Επιπολικός κύκλος (3ο στερεοζεύγος). 
 
 
6.5.2 Παραδείγματα εσωτερικού και σχετικού προσανατολισμού 
 
Οι Πίνακες 6.9, 6.10, 6.11 παρουσιάζουν τις τιμές των στοιχείων εσωτερικού και σχετικού 
προσανατολισμού που αντιστοιχούν σε συγκεκριμένες επιλογές της κλίσης της ευθείας το-
μής g και της δίεδρης γωνίας ϑ (αναφέρονται στο 1ο και το 3ο στερεοζεύγος των πραγματι-
κών εικόνων και στο ζεύγους 1_1−1_2 των προσομοιωμένων δεδομένων). Σε όλες τις πε-
ριπτώσεις έχουν επιλεγεί επί της βάσης τα προβολικά κέντρα που αντιστοιχούν σε μηδενι-
κή τεταγμένη του πρωτεύοντος σημείου (y01 = y02 = 0). Οι συγκεκριμένες λύσεις συνοδεύ-
ονται από τα Σχ. 6.10, 6.11 και 6.12, όπου φαίνονται οι αντίστοιχες 3D ανακατασκευές οι 
οποίες υπολογίστηκαν εμπροσθοτομικά από τα ομόλογα εικονοσημεία που έλαβαν μέρος 
στον υπολογισμό του επιπολικού πίνακα. Σε αυτά τα σχήματα είναι εμφανής η προβολική 
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παραμόρφωση των απεικονιζόμενων 3D αντικειμένων. 
  

Πίνακας 6.9. Παραδείγματα εσωτερικού και σχετικού προσανατολισμού (1ο στερεοζεύγος) 
κλίση g = 87.7°, γωνίες ϑ1 = 150°, ϑ2 = 160° και ϑ3 = 170° 

 x01 (pixel) y01 (pixel) c1 (pix) x02 (pixel) y02 (pixel) c2 (pixel) 
1 −107.9 0 1732.5   −84.0 0 1656.8 
2   −95.0 0 1110.7   −95.8 0 1117.5 
3   −87.9 0   543.1 −102.9 0   562.6 
 by  bz ω (°) ϕ (°) κ (°) 

1 0.0132 −0.4549 1.370 18.966 0.5940 
2 0.0098 −0.2916 0.887 12.547 0.7254 
3 0.0080 −0.1426 0.436   6.244 0.7991 

 

1.  2.  3.  
Σχήμα 6.10. 3D ανακατασκευές που αντιστοιχούν στους προσανατολισμούς του Πίνακα 6.9. 
 

Πίνακας 6.10. Παραδείγματα εσωτερικού και σχετικού προσανατολισμού (3ο στερεοζεύγος) 
κλίση g = 87.9°, γωνίες ϑ1 = 10°, ϑ2 = 40° και ϑ3 = 70° 

 x01 (pixel) y01 (pixel) c1 (pixel) x02 (pixel) y02 (pixel) c2 (pixel) 
1 −34.8 0   435.9 −42.2 0   425.2 
2 −47.9 0 1697.8 −27.4 0 1898.9 
3 −77.7 0 2761.3   30.4 0 4628.6 
 by  bz ω (°) ϕ (°) κ (°) 

1 −0.0137 −0.0394 0.3681   9.993   0.269 
2 −0.0125 −0.1534 1.7510 39.968 −0.335 
3 −0.0098 −0.2495 5.7162 69.896 −3.695 

 

1.  2. 3.
Σχήμα 6.11. 3D ανακατασκευές που αντιστοιχούν στους προσανατολισμούς του Πίνακα 6.10. 
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Πίνακας 6.11. Παραδείγματα εσωτερικού και σχετικού προσανατολισμού (λήψεις 1_1 και 1_2) 
κλίση g = 96.5°, γωνίες ϑ1 = 40° και ϑ2 = 60° 

 x01 (pixel) y01 (pixel) c1 (pixel) x02 (pixel) y02 (pixel) c2 (pixel) 
1 −11.1 0 1150.85 13.6 0 1125.3 
2 −65.7 0 1918.40 60.2 0 1711.9 
 by  bz ω (°) ϕ (°) κ (°) 

1 0.1506 −0.4641 −2.779 39.919 −4.206 
2 0.1726 −0.7736 −5.723 59.834 −1.921 

 

 1.           2.          
Σχήμα 6.12. 3D ανακατασκευές που αντιστοιχούν στους προσανατολισμούς του Πίνακα 6.11. 
 
 
6.5.3 Δέσμευση κοινού εσωτερικού προσανατολισμού 
 
Στα προηγούμενα θεωρήθηκε πως δεν υπάρχει καμία a priori πληροφορία για τον εσωτε-
ρικό προσανατολισμό των εικόνων. Είναι όμως γνωστό ότι, με εξαίρεση το 10ο στερεοζεύ-
γος, οι δύο εικόνες κάθε ζεύγους της πειραματικής εφαρμογής προέρχονται από την ίδια 
μηχανή λήψης. Στην ενότητα 4.8.3 δείχθηκε πώς η γνώση αυτή, καίτοι δεν επαρκεί για την 
βαθμονόμηση της μηχανής, περιορίζει τις (συμβατές με τον επιπολικό πίνακα) λύσεις του 
εσωτερικού τους προσανατολισμού. 
 
Στα Σχ. 6.13 και 6.14 παρουσιάζονται αντίστοιχα για το 1ο και το 3ο στερεομοντέλο οι γεω-
μετρικοί τόποι των δυνατών θέσεων του προβολικού κέντρου (σημείου λήψης) ως προς το 
επίπεδο της εικόνας, επομένως και οι γεωμετρικοί τόποι του πρωτεύοντος σημείου καθώς 
και τα αντίστοιχα μεγέθη της σταθεράς της μηχανής. Όπως φαίνεται σε αυτά τα σχήματα, 
η θέση του προβολικού κέντρου ανήκει σε μία 3D καμπύλη, η ορθή προβολή της οποίας 
στην φωτοευαίσθητη επιφάνεια της μηχανής συνιστά τον γεωμετρικό τόπο του πρωτεύον-
τος σημείου. 
 
Υπενθυμίζεται ότι για την πλήρη βαθμονόμηση της μηχανής είναι απαραίτητη η ύπαρξη ε-
νός δεύτερου στερεοζεύγους (δηλαδή είτε μίας τρίτης εικόνας είτε όμως και ενός ανεξάρ-
τητου στερεοζεύγους από την ίδια μηχανή), μέσω του οποίου μπορεί να προσδιοριστεί μία 
δεύτερη αντίστοιχη 3D καμπύλη. Ο κοινός εσωτερικός προσανατολισμός προσδιορίζεται 
στην τομή των δύο γεωμετρικών τόπων.  
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Σχήμα 6.13. Γεωμετρικός τόπος κοινού εσωτερικού προσανατολισμού (1ο στερεοζεύγος). 
 

     
Σχήμα 6.14. Γεωμετρικός τόπος κοινού εσωτερικού προσανατολισμού (3ο στερεοζεύγος). 
 
 
6.6 Μερική βαθμονόμηση μηχανής 
 
Στην ενότητα αυτή εξετάζεται η δυνατότητα για μερική βαθμονόμηση των μηχανών λήψης, 
υπό την παραδοχή πως το πρωτεύον σημείο είναι γνωστό (εδώ θεωρείται ότι βρίσκεται 
στο κέντρο των εικόνων). Βασικός στόχος εν προκειμένω είναι να συγκριθούν τα αποτελέ-
σματα των αλγορίθμων που διατυπώνονται στην διατριβή (5ο Κεφάλαιο) με εκείνα από αν-
τίστοιχους αλγορίθμους της πρόσφατης βιβλιογραφίας της Όρασης Υπολογιστών. Εξετά-
ζονται περιπτώσεις εικονοζευγών με διαφορετική όσο και με κοινή σταθερά μηχανής. Βα-
σική ιδιότητα όλων των αλγορίθμων που ελέγχθηκαν είναι ότι δεν απαιτούν αρχικές τιμές, 
γεγονός που τους καθιστά κατάλληλους για εφαρμογές αυτοματοποίησης. 



6. Εφαρμογές και Αξιολόγηση 137

6.6.1 Εικόνες με διαφορετική σταθερά μηχανής 
 
Για τον υπολογισμό δύο διακριτών τιμών σταθεράς της μηχανής από τον επιπολικό πίνα-
κα υλοποιήθηκαν και δοκιμάστηκαν τρεις αλγόριθμοι κλειστής μορφής (closed form):  

 ο αλγόριθμος ο οποίος διατυπώθηκε στην ενότητα 5.3.1 βάσει της ισότητας μεταξύ 
δίεδρων γωνιών επιπολικών επιπέδων που υπολογίζονται ανεξάρτητα στις δύο ει-
κόνες  

 ο αλγόριθμος των Newsam et al. (1996), που βασίζεται στις αλγεβρικές ιδιότητες 
που οφείλει να ικανοποιεί ο δεσμευμένος επιπολικός πίνακας (βλ. ενότητα 3.3.1) 

 ο αλγόριθμος του Bougnoux (1998), που στηρίζεται στην επίλυση των εξισώσεων 
Kruppa (βλ. ενότητα 3.4.2).  

 
Επίσης σε κάθε περίπτωση πραγματοποιήθηκε και μια τέταρτη επίλυση με την μέθοδο της 
δέσμης χωρίς χρήση φωτοσταθερών σημείων. Η μέθοδος αυτή είναι, βέβαια, μη γραμμική 
και απαιτεί αρχικές τιμές για τις άγνωστες παραμέτρους. Εδώ χρησιμοποιήθηκαν οι εκτι-
μήσεις για την σταθερά της μηχανής από τους τρεις προαναφερθέντες αλγορίθμους, ενώ 
για τις παραμέτρους στροφής και μετάθεσης της δεύτερης εικόνας οι αρχικές τιμές υπολο-
γίστηκαν μέσω του αλγορίθμου που περιγράφηκε στην ενότητα 5.4. 
 
Όλοι οι αλγόριθμοι δοκιμάστηκαν σε προσομοιωμένα δεδομένα, τα οποία καλύπτουν τέσ-
σερις γεωμετρίες λήψης διαφορετικών λόγων B/H και γωνιών σύγκλισης των οπτικών αξό-
νων (βλ. ενότητα 6.2.2). Οι αληθείς τιμές της σταθεράς των μηχανών είναι c1 = 800 pixel 
και c2 = 1000 pixel. Ακόμα, για να μελετηθεί η συμπεριφορά των αλγορίθμων σε συνθήκες 
που προσεγγίζουν την κρίσιμη γεωμετρία για τον υπολογισμό δύο τιμών σταθεράς μηχα-
νής (συνεπίπεδοι οπτικοί άξονες), στις εικόνες του 4ου παραδείγματος (4_1−4_2) οι εξωτε-
ρικοί προσανατολισμοί επιλέχθηκαν με τρόπο ώστε τα επιπολικά επίπεδα των οπτικών α-
ξόνων να σχηματίζουν δίεδρη γωνία 1.5°. 
 
Προκειμένου να ελεγχθεί η ευαισθησία των αλγορίθμων στον θόρυβο των μετρήσεων των 
ομόλογων σημείων έγινε το εξής πείραμα. Στις προσομοιωμένες συντεταγμένες των ομό-
λογων εικονοσημείων των τεσσάρων παραδειγμάτων προστέθηκαν τυχαία σφάλματα κα-
νονικής κατανομής. Η διαδικασία αυτή επαναλήφθηκε για διαφορετικές τιμές τυπικής από-
κλισης σxy των τυχαίων σφαλμάτων (από 0.1 έως 1 pixel). Για να ελεγχθεί ταυτόχρονα και 
η επαναληψιμότητα των αποτελεσμάτων, για κάθε τιμή της τυπικής απόκλισης πραγματο-
ποιήθηκαν 20 διαφορετικές επιλύσεις. Από αυτές υπολογίστηκαν κατόπιν, για κάθε επίπε-
δο σφάλματος, η μέση τιμή των εκτιμήσεων της σταθεράς της μηχανής (cmean) και η τυπική 
της απόκλιση (cstd). Τα αποτελέσματα για τις τιμές αυτές παρουσιάζονται για τα 4 στερεο-
ζεύγη των προσομοιωμένων δεδομένων στα διαγράμματα του Σχ. 6.154, όπου αριστερά 
εμφανίζονται οι μέσες τιμές (cmean) και δεξιά οι τυπικές αποκλίσεις (cstd). Δεδομένου ότι τα 
αποτελέσματα από τους τρεις πρώτους αλγορίθμους συμπίπτουν, στα διαγράμματα ανα-
φέρονται μόνο οι κατηγορίες c1 (CF) και c2 (CF), όπου η ένδειξη CF υποδηλώνει ότι πρό-
κειται για αλγορίθμους κλειστής μορφής (closed form), και c1 (Bundle) και c2 (Bundle) που 
αναφέρονται στην επίλυση με την μέθοδο της δέσμης χωρίς φωτοσταθερά. 

                                                 
4 Η αρίθμηση των διαγραμμάτων αναφέρεται στον αριθμό του στερεοζεύγους των προσομοιωμένων δεδομέ-
νων (πχ. 1: εικόνες 1_1, 1_2 κοκ.). 
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Σχήμα 6.15. Υπολογισμός δύο τιμών σταθεράς της μηχανής από προσομοιωμένα δεδομένα για δια-
φορετικά επίπεδα θορύβου (μέσες τιμές από 20 επαναλήψεις σε κάθε επίπεδο θορύβου). 
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Οι εκτιμήσεις της σταθεράς της μηχανής από τους τρεις πρώτους αλγορίθμους ήταν, σε ό-
λα τα παραδείγματα, μεταξύ τους ίσες και ταυτόχρονα πολύ κοντά σε εκείνες από την μέ-
θοδο της δέσμης. Επιβεβαιώνεται, έτσι, ότι ο αλγόριθμος που προτείνεται εδώ είναι ισοδύ-
ναμος με εκείνους από την βιβλιογραφία της Όρασης Υπολογιστών. Από τα διαγράμματα 
του cmean φαίνεται πως, γενικά, οι μέσες τιμές των εκτιμήσεων της σταθεράς της μηχανής 
τείνουν σε τιμές που δεν διαφέρουν από τις αληθείς τιμές πέραν του 5%. Ωστόσο στα δια-
γράμματα της τυπικής απόκλισης cstd, που είναι πιο ενδεικτικά για την σταθερότητα και την 
επαναληψιμότητα των αποτελεσμάτων, φαίνεται ότι η διασπορά των λύσεων περί την μέ-
ση τιμή πράγματι αυξάνει ανάλογα με το επίπεδο των σφαλμάτων των εικονοσυντεταγμέ-
νων και άρα αυξάνει και η αβεβαιότητα υπολογισμού της σταθεράς της μηχανής. Η λύση 
γίνεται σαφώς πιο ασταθής όταν η λήψη προσεγγίζει την κρίσιμη γεωμετρία, όπως φαίνε-
ται από τις διπλάσιες τιμές των τυπικών αποκλίσεων στην περίπτωση του 4ου στερεοζεύ-
γους. Όσον αφορά την επίδραση του λόγου B/H των ζευγών, δεν φαίνεται σαφής υπεροχή 
κάποιας λύσης, ίσως γιατί παρά τις μεταξύ τους διαφορές οι λόγοι σε όλα τα στερεοζεύγη 
γενικά δεν είναι δυσμενείς (σημειώνεται πάντως πως το 2ο στερεοζεύγος, που έχει τον πιο 
ευνοϊκό λόγο B/H, εμφανίζει την μικρότερη διασπορά τιμών). 
  
Ακόμα, ο Πίνακας 6.11 παρουσιάζει τις εκτιμήσεις για τις τιμές της σταθεράς μηχανής των 
εικόνων του Ερεχθείου (10ο στερεοζεύγος), οι οποίες προέρχονται από διαφορετικές ψη-
φιακές μηχανές λήψης. Και εδώ τα αποτελέσματα από τους κλειστούς αλγορίθμους μπο-
ρούν να θεωρηθούν ισοδύναμης ακρίβειας με εκείνα από την μέθοδο της δέσμης καθώς οι 
διαφορές των δύο επιλύσεων είναι πολύ μικρότερες από την αβεβαιότητα προσδιορισμού 
των σταθερών της μηχανής. Στο Σχ. 6.23 της επόμενης ενότητας φαίνεται η 3D ανακατα-
σκευή που αντιστοιχεί στην επίλυση με την μέθοδο της δέσμης. 
  

Πίνακας 6.11. Υπολογισμός διαφορετικών τιμών σταθεράς της μηχανής (pixel) 
στερεοζεύγος c1 (CF) c2 (CF) c1 (Bundle) c2 (Bundle) 

10 1597.5 2298.3 1600.9 ± 134.7 2303.23 ± 194.25 
 
 
6.6.2 Εικόνες με κοινή σταθερά της μηχανής 
 
Για την περίπτωση εικόνων με κοινή σταθερά της μηχανής επαναλήφθηκε το πείραμα της 
προηγούμενης ενότητας, με την διαφορά πως οι εικονοσυντεταγμένες των προσομοιωμέ-
νων λήψεων υπολογίστηκαν με σταθερά της μηχανής c1 = c2 = 900 pixel. 
 
Εδώ δοκιμάστηκαν και συγκρίθηκαν 6 διαφορετικές μέθοδοι:  

 ο αλγόριθμος των Newsam et al. (1996) για κοινή σταθερά μηχανής, ο οποίος βα-
σίζεται (όπως και ο αλγόριθμός τους που εξετάστηκε στην προηγούμενη ενότητα) 
στις αλγεβρικές ιδιότητες που οφείλει να ικανοποιεί ο δεσμευμένος επιπολικός πί-
νακας (βλ. ενότητα 3.3.1). 

 ο αλγόριθμος του Sturm (2001) που στηρίζεται στην επίλυση των εξισώσεων Krup-
pa μέσω της ανάλυσης ιδιαζουσών τιμών (SVD) (βλ. ενότητα 3.4.2). 

 ο αλγόριθμος του Bougnoux (1998). Στην περίπτωση αυτή ως κοινή σταθερά μη-
χανής θεωρήθηκε η μέση τιμή των δύο διακριτών τιμών c1 και c2. 
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 Ο αλγόριθμος ο οποίος διατυπώθηκε στην ενότητα 5.3.2.1 της διατριβής και στηρί-
ζεται στην ισότητα των τιμών της δίεδρης γωνίας δύο επιπολικών επιπέδων που υ-
πολογίζονται ανεξάρτητα στις δύο εικόνες. 

 Ο γραμμικός αλγόριθμος που διατυπώθηκε στην ενότητα 5.3.2.2 της διατριβής και 
εκφράζει την ισότητα των τιμών της δίεδρης γωνίας των επιπολικών επιπέδων των 
οπτικών αξόνων. 

 Μη γραμμική επίλυση με την μέθοδο της δέσμης χωρίς φωτοσταθερά σημεία.  
 
Τα διαγράμματα του Σχ. 6.16 εμφανίζουν, για την εφαρμογή όλων των μεθόδων στα προ-
σομοιωμένα δεδομένα, τις μέσες τιμές των εκτιμήσεων της σταθεράς της μηχανής  (cmean) 
και την τυπική τους απόκλιση (cstd) συναρτήσει, όπως προηγουμένως, του μέσου σφάλμα-
τος των εικονοσυντεταγμένων.  
 
Ακόμα, με τις ίδιες μεθόδους υπολογίστηκαν οι τιμές της σταθεράς της μηχανής για τα 9 
ζεύγη των πραγματικών εικόνων που προέρχονται από κοινή μηχανή λήψης (το 10ο ζεύ-
γος αναφέρεται σε διαφορετικές σταθερές μηχανής και χρησιμοποιήθηκε στην προηγού-
μενη ενότητα). Τα αποτελέσματά τους εμφανίζονται στον Πίνακα 6.12 μαζί με τις τιμές cdata 
για τα 5 πρώτα μοντέλα, οι οποίες είναι εκτιμήσεις της σταθεράς της μηχανής από επιλύ-
σεις των ερευνητών που διέθεσαν τις εικόνες. Στην επίλυση με την μέθοδο της δέσμης υ-
πολογίστηκαν επίσης οι θέσεις στον χώρο των ομόλογων σημείων που είχαν μετρηθεί αυ-
τόματα, σχηματίζοντας κατ’ αυτόν τον τρόπο ένα αδρό 3D μοντέλο των απεικονιζόμενων 
αντικειμένων (Σχ. 6.17). 
  

Πίνακας 6.12. Υπολογισμός κοινής σταθεράς της μηχανής (pixel) 
στερεοζεύγος cNewsam cSturm cBougnoux c5.3.2.1 c5.3.2.2 cBundle cdata 

1 1296.5 1295.2 1296.8 1164.9 1165.3 1175.8 ± 20.1 1165 
2 1207.4 1206.9 1210.1 1097.1 1097.7 1091.3 ±   7.7 1165 
3   908.9   906.8   908.9   872.2   872.0   868.5 ± 17.6   920 
4   989.4   983.9   989.4   851.1   854.8   935.0 ± 11.8   920 
5 1816.2 1815.1 1816.2 1758.0 1757.4 1817.1 ± 73.2 1830 
6 1372.3 1367.9 1372.2 1352.0 1351.9 1371.8 ± 49.1 ⎯ 
7 ⎯ ⎯ ⎯ 1058.4 1058.0 1064.8 ±   5.5 ⎯ 
8 2345.4 2341.9 2346.0 1512.8 1513.8 1596.9 ±   6.5 ⎯ 
9   196.3   180.3   194.6 1628.4 1614.8 1086.5 ± 30.0 ⎯ 

 
Η συμπεριφορά των αλγορίθμων για υπολογισμό κοινής σταθεράς της μηχανής είναι δια-
φορετική από εκείνων της προηγούμενης ενότητας. Οι εκτιμήσεις γενικά εμφανίζουν μεγα-
λύτερη αστάθεια και σε ορισμένες περιπτώσεις η μέση τιμή τους δεν προσεγγίζει την αλη-
θή τιμή (900 pixel για τις προσομοιωμένες εικόνες), ιδιαίτερα όταν το μέσο σφάλμα των ει-
κονοσυντεταγμένων ξεπερνά το 0.5 pixel. Ακόμα, σε όλα τα παραδείγματα οι εκτιμήσεις α-
πό την μέθοδο της δέσμης είναι πιο κοντά στην αληθή τιμή σε σχέση με εκείνες από τους 
κλειστούς αλγορίθμους, και ταυτόχρονα εμφανίζουν μικρότερη διασπορά και συνεπώς μι-
κρότερη αβεβαιότητα. Η συμπεριφορά αυτή μπορεί ίσως να εξηγηθεί από το γεγονός ότι η 
δέσμευση κοινής σταθεράς μηχανής δεν είναι απαραίτητο να ικανοποιείται για την συγκε-
κριμένη θέση του πρωτεύοντος σημείου.  
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Σχήμα 6.16. Υπολογισμός κοινής σταθεράς της μηχανής (προσομοιωμένα δεδομένα). 
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 1.             2.          

 3.    4.          

 5.        6.            

 7.       8.           

 9.           10.                
Σχήμα 6.17. 3D ανακατασκευές που αντιστοιχούν στην λύση της μεθόδου της δέσμης. 

 
Όντως, ακόμα και αν οι εικόνες πράγματι προέρχονται από λήψεις με ίδιο εσωτερικό προ-
σανατολισμό, τυχαία σφάλματα στις εικονοσυντεταγμένες των ομόλογων σημείων ενδέχε-
ται να οδηγήσουν σε εκτίμηση του επιπολικού πίνακα στον οποίο αντιστοιχεί γεωμετρικός 
τόπος κοινού εσωτερικού προσανατολισμού (βλ. ενότητα 6.5.3) που δεν διέρχεται από το 
θεωρούμενο ως πρωτεύον σημείο (εν προκειμένω το κέντρο των εικόνων). Η υπεροχή της 
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μεθόδου της δέσμης οφείλεται στην δυνατότητα για ταυτόχρονο υπολογισμό της βέλτιστης 
θέσης των πόλων και των παραμέτρων εσωτερικού προσανατολισμού των εικόνων, κάτι 
που δεν συμβαίνει στην περίπτωση των κλειστών αλγορίθμων όπου οι θέσεις των πόλων 
έχουν ήδη δεσμευτεί από τον υπολογισμό του επιπολικού πίνακα. 
 
Σε ό,τι αφορά την σύγκριση των πέντε κλειστών αλγορίθμων, εκείνοι των Newsam et al. 
(1996) και Sturm (2001) δίνουν ισοδύναμα αποτελέσματα, τα οποία προσεγγίζουν την μέ-
ση τιμή των εκτιμήσεων διαφορετικής σταθεράς της μηχανής από τον αλγόριθμο του Bou-
gnoux (1998). Ταυτόχρονα, στην πλειονότητα των περιπτώσεων οι εκτιμήσεις από τους 
δύο νέους αλγορίθμους που προτάθηκαν εδώ πλησιάζουν περισσότερο τις τιμές αλλά και 
την διασπορά που δίνει η μέθοδος της δέσμης, ακόμα και στην περίπτωση του 4ου προσο-
μοιωμένου ζεύγους όπου οι λήψεις προσεγγίζουν την κρίσιμη γεωμετρία (συνεπίπεδοι ο-
πτικοί άξονες και προβολικά κέντρα που ισαπέχουν από το σημείο τομής των οπτικών α-
ξόνων). Εξαίρεση αποτελούν οι περιπτώσεις του 1ου στερεοζεύγους των προσομοιωμένων 
δεδομένων και του 4ου και 5ου ζεύγους των πραγματικών εικόνων, όπου υπερέχουν οι αλ-
γόριθμοι από την βιβλιογραφία της Όρασης Υπολογιστών. Ακόμα, οι νέοι αλγόριθμοι της 
διατριβής έδωσαν σε όλες τις περιπτώσεις αποτελέσματα που επαρκούσαν ως αρχικές τι-
μές για να επιτευχθεί σύγκλιση της μεθόδου της δέσμης. Αντιθέτως, σε κάποιες επιλύσεις 
στο πείραμα των προσομοιωμένων δεδομένων που αντιστοιχούσαν σε μέσο σφάλμα εικο-
νοσυντεταγμένων μεγαλύτερο από 0.7 pixel τα αποτελέσματα των αλγορίθμων από την 
Όραση Υπολογιστών δεν οδήγησαν σε σύγκλιση της μεθόδου της δέσμης. Το ίδιο συνέβη 
και στις περιπτώσεις του 7ου και 9ου στερεοζεύγους των πραγματικών εικόνων όπου προέ-
κυψαν, αντίστοιχα, αδυναμία λύσης και άστοχες αρχικές τιμές (βλ. Πίνακα 6.12). 
 
6.6.3 Γενικές παρατηρήσεις 

Τα προηγηθέντα παραδείγματα έδειξαν πως η παραδοχή ότι το πρωτεύον σημείο βρίσκε-
ται στο κέντρο των εικόνων επιτρέπει υπολογισμό της σταθεράς της μηχανής ακόμα και ό-
ταν αυτή διαφέρει στις δύο εικόνες. Ωστόσο η αβεβαιότητα προσδιορισμού της, που συ-
ναρτάται με τα σφάλματα των εικονοσυντεταγμένων, είναι συχνά ιδιαίτερα αυξημένη. Κατά 
συνέπεια, η προσέγγιση αυτή δεν προτείνεται ως γενική μέθοδος βαθμονόμησης για τον 
προσδιορισμό παραμέτρων εσωτερικού προσανατολισμού οι οποίες θα χρησιμοποιηθούν 
σε μελλοντικές φωτογραμμετρικές εφαρμογές. Μολαταύτα, οι αλγόριθμοι που εξετάστηκαν 
αντιπροσωπεύουν ισχυρά εργαλεία σε περιπτώσεις πχ. όπως αυτή του 10ου στερεομοντέ-
λου (για το οποίο δεν υπάρχει καμία a priori εκτίμηση για τον εσωτερικό προσανατολισμό 
των μηχανών), στον υπολογισμό αρχικών τιμών για την επίλυση πολυεικονικών συνορθώ-
σεων με την μέθοδο της δέσμης και, κυρίως, σε εφαρμογές αυτοματισμού όπου απαιτούν-
ται, άμεσα και χωρίς αρχικές τιμές, εκτιμήσεις της σταθεράς της μηχανής. 
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7. Επίλογος και Συμπεράσματα 
 
 
 
 
 
7.1 Σύνοψη και πρωτοτυπία της διατριβής 
 
Αντικείμενο της διατριβής αποτέλεσε η μελέτη της γεωμετρίας δύο επικαλυπτόμενων εικό-
νων από μη βαθμονομημένες μηχανές. Αφετηρία στάθηκε η αντιμετώπιση του ζητήματος 
στον προβολικό χώρο από ερευνητές του επιστημονικού πεδίου της Όρασης Υπολογι-
στών, οι οποίοι έδειξαν ότι όταν είναι άγνωστος ο εσωτερικός προσανατολισμός των εικό-
νων μπορεί, αντί του σχετικού τους προσανατολισμού, να προσδιοριστεί από απλές ομο-
λογίες εικονοσημείων, και μάλιστα γραμμικά, ο επιπολικός τους πίνακας. Ο πίνακας αυτός 
έχει 7 βαθμούς ελευθερίας, αντιστοιχεί στο μαθηματικό μοντέλο της μη αντιστρέψιμης ε-
τερογραφίας και περιγράφει την μη αμφιμονοσήμαντη προβολική αντιστοιχία μεταξύ εικο-
νοσημείων και επιπολικών ευθειών. Η αντιστοίχιση αυτή πραγματοποιείται απευθείας στα 
επίπεδα των εικόνων, χωρίς δηλαδή να μεσολαβούν άμεσα οι οπτικές ακτίνες και τα επι-
πολικά επίπεδα (ο προσδιορισμός των οποίων προϋποθέτει τόσο τον εσωτερικό όσο και 
τον σχετικό προσανατολισμό των εικόνων). Ο επιπολικός πίνακας περιγράφει στην ουσία 
την 2D επιπολική γεωμετρία του στερεοζεύγους, δηλαδή ισοδυναμεί με προσδιορισμό των 
πόλων και των 2D δεσμών των επιπολικών ευθειών. Στην γεωμετρία αυτή, βέβαια, αντι-
στοιχεί απειρία διαφορετικών 3D κεντρικών προβολών και ανακατασκευασμένων αντικει-
μένων που συνδέονται μεταξύ τους προβολικά. 
 
Στο πλαίσιο της εξέτασης των γεωμετρικών ιδιοτήτων του επιπολικού πίνακα, η συνεισφο-
ρά της παρούσας διατριβής, πέραν της συστηματικής παρουσίασης των αποτελεσμάτων 
από την σύγχρονη βιβλιογραφία, ακολουθεί τρεις βασικές κατευθύνσεις. Επιγραμματικά, 
λοιπόν, στην διατριβή: 

• διατυπώθηκε μια νέα παραμετροποίηση του επιπολικού πίνακα, 
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• μελετήθηκε στον 3D Ευκλείδειο χώρο η απειρία των γεωμετριών που αντιστοιχούν 
σε δεδομένη 2D επιπολική γεωμετρία 

• και, παράλληλα, αναπτύχθηκαν νέοι “κλειστοί” αλγόριθμοι  υπολογισμού της στα-
θεράς της μηχανής από τον επιπολικό πίνακα υπό την παραδοχή ότι είναι γνωστή 
η θέση του πρωτεύοντος σημείου.  

 
Ειδικότερα, η νέα παραμετροποίηση του επιπολικού πίνακα που προτείνεται στην διατρι-
βή στηρίζεται στην διαπίστωση πως με κατάλληλη μετάθεση και στροφή στο επίπεδο (έν-
νοιες που ανήκουν στην Ευκλείδεια γεωμετρία), δύο 2D προβολικές δέσμες ευθειών – που 
στην γενική περίπτωση τέμνονται επί κωνικής τομής – μπορούν να έρθουν σε δεδομένη 
προοπτική θέση, να τέμνονται δηλαδή επί δεδομένης ευθείας. Τα στοιχεία του επιπολικού 
πίνακα ορίστηκαν μαθηματικά εκ νέου, συναρτήσει της θέσης των δύο πόλων (4 παράμε-
τροι) και των 3 παραμέτρων μετάθεσης και στροφής στο επίπεδο. Οι διατυπωθείσες σχέ-
σεις επιτρέπουν την εξαγωγή των νέων παραμέτρων από τον επιπολικό πίνακα όσο όμως 
και τον απευθείας υπολογισμό τους από ομόλογα εικονοσημεία. Στην πρακτική εφαρμογή 
του προηγούμενου κεφαλαίου δείχθηκε μάλιστα ότι η χρήση αυτής της νέας “προοπτικής” 
παραμετροποίησης για τον μη γραμμικό υπολογισμό του επιπολικού πίνακα δίνει ισοδύ-
ναμα αποτελέσματα με μη γραμμικές επιλύσεις που βασίζονται στην παραμετροποίηση 
κατά Luong et al. (1993) και Luong & Faugeras (1996) και χρησιμοποιούνται συχνά στην 
βιβλιογραφία.  
 
Παράλληλα, η αναζήτηση στον 3D Ευκλείδειο χώρο του συνόλου των διαφορετικών κεν-
τρικών προβολών που αντιστοιχούν στον ίδιο επιπολικό πίνακα βασίστηκε στο γεγονός ό-
τι για να ανήκουν οι ομόλογες επιπολικές ευθείες σε κοινό επίπεδο θα πρέπει να τέμνονται 
επί της ευθείας τομής των επιπέδων των εικόνων. Δείχθηκε πως η διεύθυνση της ευθείας 
αυτής όσο και η δίεδρη γωνία των επιπέδων των εικόνων είναι ανεξάρτητες του επιπολι-
κού πίνακα και μπορούν να επιλεγούν ελεύθερα. Για κάθε συνδυασμό τους η ευθεία της 
βάσης του στερεοζεύγους ορίζεται από τους πόλους των εικόνων, και δύο τυχαία σημεία 
της μπορούν να επιλεγούν ως προβολικά κέντρα. Προκύπτουν έτσι 4 βαθμοί ελευθερίας 
(διεύθυνση ευθείας τομής των επιπέδων των εικόνων, δίεδρη γωνία τους, θέση προβολι-
κών κέντρων επί της βάσης), οι οποίοι δεν δεσμεύονται από τον επιπολικό πίνακα και πε-
ριγράφουν την απειρία των συνδυασμών σχετικού και εσωτερικού προσανατολισμού των 
εικόνων που είναι συμβατοί με την 2D επιπολική τους γεωμετρία. Ο αριθμός τους, αθροι-
ζόμενος με τους 7 βαθμούς ελευθερίας του επιπολικού πίνακα, ισούται με τον συνολικό α-
ριθμό βαθμών ελευθερίας του σχετικού (5 παράμετροι) και των εσωτερικών προσανατολι-
σμών δύο εικόνων σημειακής οπής (3 + 3 = 6 παράμετροι). Ακόμα, διατυπώθηκαν συγκε-
κριμένοι γεωμετρικοί τόποι που αντιστοιχούν σε μεταβολές των τεσσάρων ανεξάρτητων 
γεωμετρικών παραμέτρων του στερεοζεύγους, αλλά και σε δεσμεύσεις των παραμέτρων 
του εσωτερικού προσανατολισμού των εικόνων. Η ευκλείδεια αντιμετώπιση που υιοθετή-
θηκε εδώ, συγκρινόμενη με τις αμιγώς προβολικές και αλγεβρικές προσεγγίσεις της σύγ-
χρονης βιβλιογραφίας, θεωρείται ότι διευκόλυνε την κατανόηση των πολλαπλών γεωμετρι-
ών που αντιστοιχούν στον επιπολικό πίνακα αλλά και της ουσιαστικής διάκρισης μεταξύ 
εννοιών της 2D επιπολικής γεωμετρίας και του σχετικού προσανατολισμού των εικόνων.  
 
Τέλος, στο 5ο Κεφάλαιο της διατριβής διατυπώθηκαν με διαφορετική, αλλά ευκλείδεια και 
πάλι, προσέγγιση μαθηματικές σχέσεις που συνδέουν την 2D επιπολική γεωμετρία με τις 
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παραμέτρους του εσωτερικού προσανατολισμού των εικόνων. Οι σχέσεις αυτές εκφρά-
ζουν την ισότητα των δίεδρων γωνιών που σχηματίζονται από τις πλευρές τετραέδρων ο-
ριζόμενων από επιπολικά επίπεδα των εικόνων και επέτρεψαν να διατυπωθούν νέοι αλ-
γόριθμοι μερικής βαθμονόμησης των μηχανών λήψης από τον επιπολικό πίνακα. Μπο-
ρούν να θεωρηθούν, έτσι, ως μια μορφή ευκλείδειου ισοδύναμου των προβολικών εξισώ-
σεων Kruppa των Faugeras & Maybank (1992) που ερμηνεύουν τις δεσμεύσεις στον εσω-
τερικό προσανατολισμό ως δεσμεύσεις στην απεικόνιση μιας μιγαδικής κωνικής τομής του 
επιπέδου του απείρου (βλ. ενότητα 3.4.1.2).  
 
Οι νέοι αλγόριθμοι που αναπτύχθηκαν εδώ για τον υπολογισμό της σταθεράς της μηχανής 
από τον επιπολικό πίνακα συγκρίθηκαν με αντίστοιχους αλγορίθμους από την βιβλιογρα-
φία της Όρασης Υπολογιστών και δείχθηκε ότι δίνουν ισοδύναμα αποτελέσματα στην πε-
ρίπτωση εικόνων με διαφορετικές σταθερές μηχανής. Σε εικόνες, μάλιστα, με κοινή σταθε-
ρά μηχανής τα αποτελέσματα των αλγορίθμων της διατριβής βρίσκονται συχνά πιο κοντά 
(τουλάχιστον στις περιπτώσεις που εξετάστηκαν) στις αληθείς τιμές και στις εκτιμήσεις α-
πό επιλύσεις με την μέθοδο της δέσμης, οι οποίες κατά κανόνα εμφανίζουν την βέλτιστη 
συμπεριφορά απέναντι στα τυχαία σφάλματα των εικονοσυντεταγμένων των ομόλογων ει-
κονοσημείων. 
 
 
7.2 Γενικότερα σχόλια και παρατηρήσεις 
 
Πέραν αυτών, αξίζει να παρουσιαστούν ορισμένα περαιτέρω συμπεράσματα, ή και σκέ-
ψεις, που προέκυψαν από την διατριβή. Μία πρώτη γενική παρατήρηση αφορά την σημα-
σία της προβολικής γεωμετρίας στην γεωμετρική μελέτη του στερεοζεύγους. Από την πα-
ρουσίαση των προϊόντων της έρευνας στον χώρο της Όρασης Υπολογιστών κατέστη σα-
φές πως η έννοια της 2D επιπολικής γεωμετρίας είναι στην βάση της προβολική, αλλά και 
πως η γεωμετρία του ζεύγους εικόνων μπορεί συνολικά να περιγραφεί, με συνέπεια και 
πληρότητα, εξ ολοκλήρου στον προβολικό χώρο. Ακόμα και στην προσέγγιση που υιοθε-
τήθηκε στην παρούσα διατριβή, η οποία αφορά την μελέτη της γεωμετρίας των εικόνων 
στον ευκλείδειο χώρο, έγινε συχνά χρήση, τόσο στις αποδείξεις όσο και στην διατύπωση 
των μαθηματικών σχέσεων, προβολικών ιδιοτήτων. Αλλού, βέβαια, η ευκλείδεια προσέγγι-
ση επέτρεψε καλύτερη κατανόηση ορισμένων γεωμετρικών ιδιοτήτων των εικόνων, καθώς 
είναι κοντινότερη στην συνήθη ανθρώπινη αντίληψη του χώρου.  
 
Συμπληρωματικά στα προαναφερθέντα, είναι αξιοσημείωτο πως η χρήση ομογενών συν-
τεταγμένων διευκόλυνε σε αρκετές περιπτώσεις την διατύπωση σύνθετων μαθηματικών 
σχέσεων της διατριβής. Σημαντικό πλεονέκτημά τους αποτελεί η δυνατότητά τους να εκ-
φράζουν αναλυτικά, μέσω γραμμικής άλγεβρας, τόσο προβολικές όσο και ευκλείδειες γεω-
μετρικές σχέσεις. Έτσι, ολόκληρες σειρές διαδοχικών γεωμετρικών κατασκευών μπόρεσαν 
να αποδοθούν ως αλληλουχίες από γινόμενα πινάκων.  
 
Ακόμα, καθοριστικός για την μελέτη της γεωμετρίας του στερεοζεύγους στάθηκε ο ρόλος 
των πόλων των εικόνων. Στην τυπική αντιμετώπιση του σχετικού προσανατολισμού των 
εικόνων, όπου δηλαδή ο εσωτερικός τους προσανατολισμός είναι γνωστός, τόσο η βάση 
του ζεύγους όσο και οι επιπολικές ευθείες ορίζονται μέσω των προβολικών κέντρων των 
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εικόνων. Οι πόλοι – καίτοι σχεδόν πάντοτε μνημονεύονται στα φωτογραμμετρικά εγχειρί-
δια – σπάνια χρησιμοποιούνται περαιτέρω. Αλλά στην περίπτωση εικόνων από μη βαθμο-
νομημένες μηχανές ο ορισμός των προβολικών κέντρων δεν είναι δυνατός. Αντιθέτως, οι 
πόλοι προσδιορίζονται μέσω του επιπολικού πίνακα και βάσει αυτών ορίζονται στην συνέ-
χεια οι επιπολικές ευθείες. Ακόμα, οι πόλοι επέτρεψαν την διερεύνηση της γεωμετρίας των 
εικόνων στον 3D χώρο, αφού μέσω αυτών κατασκευάζονται γεωμετρικά οι πιθανές θέσεις 
της βάσης και των προβολικών κέντρων των εικόνων. Ενδεικτικά της σημασίας των πό-
λων, αλλά και του κατά κάποιον τρόπο “υποτιμημένου” ρόλου τους στην φωτογραμμετρι-
κή βιβλιογραφία, είναι και τα λόγια του Thompson (1968) σε δημοσίευσή του όπου χρησι-
μοποιεί το μαθηματικό μοντέλο της μη αντιστρέψιμης ετερογραφίας για να ορίσει τον δε-
σμευμένο επιπολικό πίνακα. Μεταξύ άλλων αναφέρει: “Συγκεκριμένα τονίζεται η προβολι-
κή σημασία των πόλων, και αν αυτό εγείρει την κριτική ότι δεν έχουν πρακτική σημασία η 
κριτική αυτή θα έπρεπε να είχε απευθυνθεί, εδώ και χρόνια, σε συγγραφείς φωτογραμμε-
τρικών εγχειριδίων που δεν αντιστέκονται στο να τους αναφέρουν, χωρίς ωστόσο να τους 
χρησιμοποιούν στο ελάχιστο. Τουλάχιστον εδώ γίνεται μια κάποια χρήση τους”. 
 
Επισημαίνεται ακόμα πως, πέραν του αναμφισβήτητου θεωρητικού ενδιαφέροντος, η νέα 
αντιμετώπιση του (τυπικού για την φωτογραμμετρία) προβλήματος της διεικονικής 3D ανα-
κατασκευής μέσω του επιπολικού πίνακα ανοίγει προοπτικές και για νέες πρακτικές εφαρ-
μογές. Οι γραμμικοί αλγόριθμοι που παρουσιάστηκαν επιτρέπουν να υπολογίζονται αρχι-
κές τιμές για τον σχετικό προσανατολισμό των εικόνων ή για ορισμένες παραμέτρους του 
εσωτερικού προσανατολισμού των μηχανών λήψης, αλλά και αρχικές τιμές για πολυεικο-
νικές συνορθώσεις χωρίς φωτοσταθερά. Αυτό τις καθιστά ιδιαίτερα χρήσιμες σε εφαρμο-
γές όπου απαιτείται πλήρης αυτοματισμός είτε ο εσωτερικός προσανατολισμός των εικό-
νων μεταβάλλεται συνεχώς (πχ. αυτόματη πλοήγηση ρομπότ, εντοπισμός εμποδίων, υπο-
βοήθηση οδήγησης αυτοκινήτων, παρακολούθηση μηχανής στον κινηματογράφο κ.λπ). Α-
κόμα, η δυνατότητα αξιοποίησης μη βαθμονομημένων μηχανών καθιστά την νέα προσέγ-
γιση ισχυρό εργαλείο σε εφαρμογές αρχιτεκτονικής φωτογραμμετρίας, επιτρέποντας πχ. 
την ανακατασκευή μνημείων ακόμα και από τυχαίες εικόνες του Διαδικτύου. Ενδεικτική για 
την κατεύθυνση αυτή είναι πρόσφατη εργασία των Agarwal et al. (2009), στην οποία πα-
ρουσιάζεται η αυτόματη δημιουργία λεπτομερών 3D μοντέλων για περίφημα μνημεία, αλλά 
και για τμήματα του ιστορικού κέντρου πόλεων, από χιλιάδες εικόνες του Διαδικτύου με 
προσεγγίσεις που βασίζονται στον επιπολικό πίνακα. Αντίστοιχες τεχνικές μπορούν να ε-
φαρμοστούν ακόμα και για την ανακατασκευή κτιρίων και μνημείων που δεν διατηρούνται 
και για τα οποία υπάρχει ιστορικό φωτογραφικό αρχείο από μη μετρητικές μηχανές, ή ακό-
μα και κομμένες εικόνες (πχ. καρτ ποστάλ), ενώ μπορούν παράλληλα να αξιοποιηθούν 
πληροφορίες για το σχήμα τους (καθετότητες ή παραλληλίες ευθειών και επιπέδων κ.λπ).  
 
 
7.3 Σκέψεις για περαιτέρω έρευνα στο αντικείμενο της διατριβής 
 
Στην επίλογο της διατριβής και σχετικά με το συγκεκριμένο αντικείμενό της σημειώνονται, 
τέλος, ορισμένα ανοιχτά ζητήματα που χρήζουν περαιτέρω μελέτης καθώς και κάποια θέ-
ματα προς τα οποία θα μπορούσε να επεκταθεί η ερευνητική προσπάθεια που παρουσιά-
στηκε. Έτσι, ένα ζητούμενο θα ήταν να διατυπωθεί μια αυστηρή μαθηματική έκφραση για 
την 3D καμπύλη του γεωμετρικού τόπου του κοινού εσωτερικού προσανατολισμού που 
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παρουσιάστηκε στην ενότητα 4.8.3. Εδώ η καμπύλη αυτή έχει οριστεί ως ο χώρος των 
λύσεων διαφορετικών πολυωνύμων 4ου βαθμού (ως προς το συνημίτονο της δίεδρης γω-
νίας των επιπέδων των εικόνων) που αντιστοιχούν στις διαφορετικές θέσεις του πόλου της 
δεύτερης εικόνας επί του επιπολικού κύκλου. Παραμετρική αναπαράσταση της καμπύλης 
θα επέτρεπε την μελέτη των ιδιοτήτων της και επιπλέον, στην περίπτωση περισσότερων 
εικόνων από την ίδια μηχανή, τον μαθηματικό προσδιορισμό του σημείου τομής των δια-
φορετικών καμπυλών και άρα του κοινού εσωτερικού προσανατολισμού. Η γενικότερη με-
λέτη της γεωμετρίας εικόνων πλέον των δύο από μη βαθμονομημένες μηχανές αποτελεί ε-
πίσης αντικείμενο έρευνας προς το οποίο μπορεί να επεκταθεί η προσέγγιση που ακολου-
θήθηκε εδώ. 
 
Σε όλα τα σημεία της διατριβής η μελέτη επικεντρώθηκε στην περίπτωση εικόνων κεντρι-
κής προβολής, δηλαδή εικόνων που ακολουθούν το μοντέλο της μηχανής σημειακής οπής 
(pinhole camera). Έτσι, μια ακόμα δυνατή και χρήσιμη επέκταση της έρευνας θα αποτε-
λούσε η ενσωμάτωση επιπλέον παραμέτρων του εσωτερικού προσανατολισμού – όπως η 
μη ορθογωνικότητα των αξόνων (skewness) και η διαφορική κλίμακα (aspect ratio), αλλά 
και οι συντελεστές των διαστροφών του φακού – στα γεωμετρικά μοντέλα που παρουσιά-
στηκαν. 
 
Τέλος, ένα θέμα που υπάγεται στην ευρύτερη ερευνητική περιοχή της παρούσας διατρι-
βής είναι η εξέταση της δυνατότητας να αξιοποιηθούν, υπό την μορφή δεσμεύσεων κατά 
τον υπολογισμό του επιπολικού πίνακα, a priori γνωστές προβολικές γεωμετρικές ιδιότη-
τες των απεικονιζόμενων αντικειμένων (πχ. η συνευθειακότητα σημείων, η συνεπιπεδό-
τητα σημείων ή ευθειών, η σύγκλιση σε σημείο ή ευθεία, αντίστοιχα, παράλληλων ευθειών 
ή επιπέδων κ.λπ.). 
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Παράρτημα Α  
Αποτελέσματα αυτόματης μέτρησης  

ομόλογων σημείων 
 
 
 

 

 

 
Σχήμα Α.1. Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων (1ο στερεοζεύγος). Εξαγωγή σημείων SIFT (πά-
νω), εύρεση ομολογιών μεταξύ των σημείων SIFT μέσω σύγκρισης των διανυσμάτων τους (μέσον), 
τελικές ομολογίες σημείων SIFT μετά από την εφαρμογή του αλγορίθμου RANSAC (κάτω). 
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Σχήμα Α.2. Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων (2ο στερεοζεύγος). 
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Σχήμα Α.3. Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων (3ο στερεοζεύγος). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Παράρτημα Α 
 

168 

 

 

 

 
Σχήμα Α.4. Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων (4ο στερεοζεύγος). 
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Σχήμα Α.5. Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων (5ο στερεοζεύγος). 
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Σχήμα Α.6. Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων (6ο στερεοζεύγος). 
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Σχήμα Α.7. Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων (7ο στερεοζεύγος). 
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Σχήμα Α.8. Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων (8ο στερεοζεύγος). 
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Σχήμα Α.9. Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων (9ο στερεοζεύγος). 
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Σχήμα Α.10. Αυτόματη μέτρηση ομόλογων σημείων (10ο στερεοζεύγος). 
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