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ΤΟΞΑ  ΣΥΝΑΡΜΟΓΗΣ  ΣΙ∆ΗΡΟ∆ΡΟΜΙΚΗΣ 
 
1. Τόξο µε παραβολική συνάρτηση καµπυλότητας 
 
ΣΚΟΠΙΜΟΤΗΤΑ: Το τόξο µε παραβολική συνάρτηση καµπυλότητας 
εφαρµόζεται σε ράµπες υπερύψωσης µε παραβολική µορφή µεταβολής της 
υπερύψωσης. Επίσης µπορεί να εφαρµοσθεί στις περιπτώσεις εκείνες, στις 
οποίες η εκτροπή της κλωθοειδούς θεωρηθεί ιδιαίτερα µεγάλη, όπως π.χ. στις 
περιπτώσεις βελτίωσης µιας παλαιάς γραµµής. 
 
Το διάγραµµα καµπυλότητας του τόξου αυτού διαµορφώνεται από δύο 
συµµετρικές παραβολικές καµπύλες µε αντίρροπα τα κοίλα σύµφωνα µε το 
Σχήµα 1. 
 
 
 

 
Σχήµα 1: Τόξο Συναρµογής µε Παραβολική Συνάρτηση Καµπυλότητας 
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Ο υπολογισµός των γεωµετρικών παραµέτρων πρέπει εποµένως να γίνει σε 
δύο στάδια σε αντιστοιχία µε τις δύο διακεκριµένες περιοχές του 
διαγράµµατος καµπυλότητας. 
 
ΠΕΡΙΟΧΗ 1 
 
Η συνάρτηση καµπυλότητας στην Περιοχή 1 δίνεται από την Σχέση (1): 
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H σχέση µεταξύ µήκους τόξου και ακτίνας καµπυλότητας σύµφωνα µε το 
Σχήµα 1 είναι: 
 
dl r dτx x x= ⋅          (2) 
       
Η ολοκλήρωση της Σχέσης (2) δίνει: 
 
l r

l τx
2

U x

3
2

3 2
= ⋅ ⋅         (3) 

 
και 
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Η Σχέση (4) δίνει το γωνιακό διάγραµµα από την αρχή (UA) µέχρι το µέσο του 
τόξου (UM). Η συνολική µεταβολή της γωνίας διεύθυνσης από την αρχή µέχρι 
το µέσο του τόξου είναι εποµένως: 
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Όπως και στην περίπτωση της κλωθοειδούς έτσι και στην περίπτωση αυτή η 
ανάπτυξη των συναρτήσεων, που δίνουν τις τοπικές συντεταγµένες του τόξου, 
κατά σειρά Taylor δίνει τις παρακάτω δύο σχέσεις: 
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και 
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Με χρήση των τεσσάρων πρώτων όρων, που κατά κανόνα επαρκούν, οι 
Σχέσεις (6) και (7) γίνονται: 
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αντίστοιχα. 
 
ΠΕΡΙΟΧΗ 2 
 
Η συνάρτηση καµπυλότητας στην Περιοχή 2 του διαγράµµατος -Σχήµα (1)- 
είναι: 
 

k k -
2 l

r lz
z

U

=
⋅

⋅

2

2         (10) 

 
και εποµένως η συνάρτηση της ακτίνας καµπυλότητας (rz=1/kz) είναι:  
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Κατ’ αναλογία µε την Σχέση (2), από την διαφορική εξίσωση (12) προκύπτει 
µετά από ολοκλήρωση η σχέση, που δίνει το γωνιακό διάγραµµα του τόξου 
στην Περιοχή 2 σε αναφορά µε το πέρας του τόξου (UE) :  
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H συνολική µεταβολή της γωνίας διεύθυνσης µεταξύ του σηµείου (UE) δηλ. 
του πέρατος του τόξου και του σηµείου (UM), δηλ. του µέσου του τόξου 
προκύπτει εποµένως ίση µε : 
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Αθροίζοντας τις Σχέσεις (5) και (14) προκύπτει η συνολική µεταβολή της 
γωνίας διεύθυνσης µεταξύ του αρχικού σηµείου (UA) και τελικού σηµείου (UE) 
του τόξου (ίση µε αυτή της κλωθοειδούς!): 
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Για τον υπολογισµό των τοπικών συντεταγµένων του τόξου στην Περιοχή 2 
πρέπει να εισαχθεί το νέο Σύστηµα ξ-η σύµφωνα µε το Σχήµα 1. Κατ’ 
αναλογία µε την Περιοχή 1 η ανάπτυξη των συναρτήσεων, που δίνουν τις 
συντεταγµένες ξ και η, σε σειρά Taylor δίνει τα παρακάτω αποτελέσµατα: 
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Αν στις Σχέσεις (16) και (17) αντικατασταθούν οι  τιµές lz=lU/2 και τz=τzUM, 
προκύπτουν οι συντεταγµένες ξ και η του µεσαίου σηµείου UM. Εποµένως 
είναι δυνατός ο µετασχηµατισµός των συντεταγµένων ξ/η στο σύστηµα 
συντεταγµένων χ/ψ: 
 
x x ξ cosτ η sinτUE UM UM UE UM UE= + ⋅ + ⋅      (18) 
 

UEUMUEUMUMUE τcosητsinyy ⋅−⋅+= ξ      (19) 
 
µε xUA=yUA=0         (20) 
 
Οι συντεταγµένες του κέντρου του κύκλου στο σηµείο επαφής UE καθώς και 
το µέγεθος της εκτροπής προκύπτουν από τις ίδιες σχέσεις µε αυτές της 
κλωθοειδούς. 
 
 
2. Παρεµβολή Τόξου Συναρµογής µε Παραβολική Συνάρτηση Καµπυλότητας 
µεταξύ δύο Κυκλικών Τόξων  
 
Στην περίπτωση παρεµβολής τόξου συναρµογής µε παραβολική συνάρτηση 
µεταξύ δύο κυκλικών τόξων ισχύουν τα παρακάτω (Σχήµα 2): 
 
ΠΕΡΙΟΧΗ 1: Από την αρχή του τόξου µέχρι το µέσο του τα αντίστοιχα 
γεωµετρικά µεγέθη έχουν τον δείκτη x. Στο αρχικό σηµείο UA η ακτίνα και η 
καµπυλότητα είναι αντίστοιχα r1 και k1. 
 
ΠΕΡΙΟΧΗ 2: Από το µέσο του τόξου µέχρι το τελικό σηµείο του (πέρας τόξου), 
τα αντίστοιχα γεωµετρικά µεγέθη έχουν τον δείκτη z. Στο τελικό σηµείο UE η 
ακτίνα και η καµπυλότητα είναι αντίστοιχα r2 και k2.  
 
Ισχύει r1>r2  (k1<k2). 
 
Στην Περιοχή 1 η συνάρτηση καµπυλότητας δίνεται από την συνάρτηση 
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Σχήµα 2: Τόξο συναρµογής µε παραβολική συνάρτηση καµπυλότητας 
παρεµβαλλόµενο µεταξύ δύο κυκλικών τόξων 
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απ’ όπου προκύπτει  
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Επειδή επίσης ισχύει 
 
dl r dτx x x= ⋅          (23) 
 
προκύπτει µετά από ολοκλήρωση ότι η συνάρτηση του γωνιακού 
διαγράµµατος είναι: 
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ενώ για το µεσαίο σηµείο η µεταβολή της γωνίας διεύθυνσης είναι: 
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Για τον υπολογισµό των τοπικών συντεταγµένων χ/ψ ακολουθείται η γνωστή 
διαδικασία ανάπτυξης των αντίστοιχων συναρτήσεων σε σειρά Taylor οπότε 
µε χρήση των βοηθητικών παραµέτρων Α και Β σύµφωνα µε τις Σχέσεις (26) 
και (27) 
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προκύπτει τελικά: 
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και 
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Στην Περιοχή 2 ισχύει κατ’ αναλογία 
 
Συνάρτηση καµπυλότητας: 
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Ακτίνα καµπυλότητας: 
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Συνάρτηση γωνιακού διαγράµµατος: 
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Μεταβολή γωνίας διεύθυνσης µεταξύ τελικού σηµείου UE και µεσαίου σηµείου 
UM: 
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Συνολική µεταβολή γωνίας διεύθυνσης µεταξύ αρχικού σηµείου UA και 
τελικού σηµείου τόξου UE: 
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Οι τοπικές συντεταγµένες ξ/η σύµφωνα µε το Σχήµα 2 προκύπτουν: 
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και 
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όπου Α και Β οι βοηθητικές παράµετροι σύµφωνα µε τις Σχέσεις (26) και (27). 
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3. Τόξο Συναρµογής κατά Bloss 
 
ΣΚΟΠΙΜΟΤΗΤΑ: To µειονέκτηµα του διαχωρισµού του διαγράµµατος καµπυ-
λότητας σε δύο περιοχές και στην συνέχεια του διπλού υπολογισµού του τόξου 
µε παραβολική συνάρτηση καµπυλότητας ήταν αφορµή για την δηµιουργία του 
Τόξου Συναρµογής κατά Bloss. Τονίζεται ότι η χρήση των Η/Υ αίρει τον 
οποιοδήποτε ενδοιασµό στην χρήση του τόξου µε παραβολική συνάρτηση 
καµπυλότητας. 
 
H συνάρτηση καµπυλότητας του Τόξου Συναρµογής κατά Bloss είναι: 
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και η ακτίνα καµπυλότητας αντίστοιχα: 
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Κατ’ αντιστοιχία µε τις προηγούµενες περιπτώσεις η συνάρτηση του γωνιακού 
διαγράµµατος προκύπτει ίση µε: 
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οπότε και η συνολική µεταβολή της γωνίας διεύθυνσης µεταξύ του αρχικού και 
τελικού σηµείου του τόξου είναι: 
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Οι τοπικές συντεταγµένες του τόξου δίνονται µε χρήση της βοηθητικής 
παραµέτρου Α, 
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ως εξής: 
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To Τόξο συναρµογής κατά Bloss παρουσιάζει εκτροπές, που είναι 
µεγαλύτερες από αυτές του τόξου µε παραβολική συνάρτηση καµπυλότητας. 
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ΒΑΣΙΚΟ ΠΛΕΟΝΕΚΤΗΜΑ ΤΟΥ ΤΟΞΟΥ BLOSS: Παρέχει την δυνατότητα 
βελτίωσης υφιστάµενων γραµµών, αντικαθιστώντας εύκολα τα υπάρχοντα 
συµβατικά τόξα συναρµογής όπως κυβικές παραβολές ή κλωθοειδείς 
(µετατοπίσεις γραµµών κατά µερικά εκατοστά του µέτρου) µε ταυτόχρονη 
δυνατότητα αύξησης της µέγιστης επιτρεπόµενης ταχύτητας των συρµών έως 
και 20 km/h περίπου. 


