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στατιστική θεωρεία της δειγµατοληψίαςστατιστική θεωρεία της δειγµατοληψίας

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Εισαγωγή:           Εισαγωγή

Τα στοιχεία που απαιτούνται τόσο για την ανάλυση των µεταφορικών 
συστηµάτων και όσο και για την ανάπτυξη των συγκοινωνιακών 
µοντέλων προέρχονται από παρατηρήσεις, ανάλυση κι διερεύνηση 
των χαρακτηριστικών ενός δείγµατος του πληθυσµού που µελετάται. 
Ανάλυση όλου του πληθυσµού δεν εφικτή τόσο για οικονοµικούς όσο 
και για τεχνικούς λόγους.

Λόγω της διακύµανσης των τιµών / µεταβλητότητας  των  
χαρακτηριστικών του πληθυσµού είναι απαραίτητο, το δείγµα να 
αναπαριστά αυτή την µεταβλητότητα να είναι δηλαδή 
αντιπροσωπευτικό του πληθυσµού. 

Ο σκοπός του σχεδιασµού της δειγµατοληψίας είναι να εξασφαλίσει ότι 
τα στοιχεία που αναλύονται παρέχουν την βέλτιστη πληροφορία που 
απαιτείται για τον πληθυσµό που µελετάται, στο χαµηλότερο δυνατό
κόστος.

δειγµατοληψίαδειγµατοληψία
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διαστήµαταδιαστήµατα εµπιστοσύνηςεµπιστοσύνης

Όταν συλλέγουµε στοιχεία από ένα δείγµα δεν αναµένουµε τα 
αποτελέσµατα της ανάλυσης να είναι ακριβώς ίδια µε εκείνα που 
θα υπολογίζαµε αν είχαµε στοιχεία από όλο τον πληθυσµό

Χρησιµοποιώντας την µεταβλητότηταµεταβλητότητα των στοιχείων του 
δείγµατος, µπορούµε να υπολογίσουµε το φάσµα τιµώνφάσµα τιµών µέσα 
στο οποίο είναι πιθανό να είναι η µέση τιµή του πληθυσµού. 

Μπορούµε να µεταβάλουµε το εύροςεύρος αυτού του φάσµατος, 
ανάλογα µε το πόσο σίγουροιπόσο σίγουροι θέλουµε να είµαστε ότι το εύρος 
αυτό θα περιλαµβάνει την πραγµατική µέση τιµή του πληθυσµού 
(συνήθως θεωρούµε επίπεδο εµπιστοσύνης το 95%).

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Βασικές έννοιες:           Βασικές έννοιες

συντελεστής
επίπεδου

εµπιστοσύνης

Μέση τιµή
δείγµατος

Θεωρώντας ότι το δείγµα είναι αντιπροσωπευτικό, τα 
διαστήµατα εµπιστοσύνηςδιαστήµατα εµπιστοσύνης µπορούν να υπολογισθούν από 
τα δείγµατα χρησιµοποιώντας την ακόλουθη σχέση:

τυπικό
σφάλµα± x

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης:           ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης
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∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Το Θεώρηµα της Κεντρικής Θέσης:           Το Θεώρηµα της Κεντρικής Θέσης

Ο αριθµητικός µέσος όρος των στοιχείων τυχαίων δειγµάτων µέσου 
µεγέθους (ν), που λαµβάνονται από ένα πληθυσµό τείνει να 
κατανεµηθεί σε στατιστικά κανονική κατανοµή, καθώς το µέγεθος του 
δείγµατος αυξάνει.    µ: µέση τιµή

Προϋπόθεση
• ν > 30
• ν µπορεί να είναι < 30 µόνο αν ο 
πληθυσµός ακολουθεί κανονική κατανοµήµ

Ν: µέγεθος 
πληθυσµού

x1 x2 x3

ΤοΤο θεώρηµα της κεντρικής θέσης θεώρηµα της κεντρικής θέσης 

x
S2σ2διακύµανση (variance)

µµέση τιµή (mean)

νΝµέγεθος

∆είγµαΠληθυσµός

N
SNx

.
.)()(se

2

ν
ν−

=

Εάν χρησιµοποιούµε ένα µόνο δείγµα η καλύτερη εκτίµηση του   µ είναι το x
και η καλύτερη εκτίµηση του σ2 είναι το S2

Σε αυτή την περίπτωση  η τυπική απόκλιση δηλ. το τυπικό σφάλµα του µ είναι 

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Το Τυπικό Σφάλµα:           Το Τυπικό Σφάλµα

παράδειγµα
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∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Το Τυπικό Σφάλµα:           Το Τυπικό Σφάλµα

N
SNx

.
.)()(se

2

ν
ν−

=Πότε το τυπικό σφάλµα 
τείνει να µηδενισθεί ?

1)(
≈

−
⇒

N
N ν

ν Ν
Στη πράξη όµως έχουµε συνήθως µεγάλους πληθυσµούς και µικρό δείγµα

ν
Sx =)(se

Επιλύνοντας µπορούµε να προσδιορίσουµε το 
µέγεθος του δείγµατος , δηλ.

2

2

)(se x
S

=′ν
∆ιόρθωση για δείγµατα 
πεπερασµένου µεγέθους

N
ν

νν ′
+

′
=

1

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Το Τυπικό Σφάλµα:           Το Τυπικό Σφάλµα

ΠροβλήµαταΠροβλήµατα εφαρµογής:εφαρµογής:

Η εκτίµηση της διακύµανσης του δείγµατος (S2) που µπορεί να υπολογισθεί 
αφού πρώτα έχουν συλλεχθεί τα στοιχεία => πρέπει να εκτιµηθεί από άλλες πηγές 
(π.χ. πιλοτική έρευνα)

Ο επιθυµητός βαθµός εµπιστοσύνης που συνδέεται µε την χρήση της µέσης 
τιµής του δείγµατος σαν εκτίµηση της µέσης τιµής του πληθυσµού. Ο βαθµός 
εµπιστοσύνης, στην πράξη συνήθως καθορίζεται σαν ένα διάστηµα γύρω από 
την µέση τιµή του πληθυσµού για ένα δεδοµένο επίπεδο εµπιστοσύνης. 
Εποµένως:

• Το επίπεδο εµπιστοσύνης για το διάστηµα θα πρέπει να 
καθορισθεί, δηλ. η αποδεκτή συχνότητα εµφάνισης σφάλµατος που 
οφείλεται στην παραδοχή ότι η µέση τιµή του δείγµατος είναι η 
πραγµατική µέση τιµή του πληθυσµού  (δηλ. το τυπικό επίπεδο 
εµπιστοσύνης 95% σηµαίνει ότι δεχόµαστε ότι στο 5% των 
περιπτώσεων θα υπάρχει σφάλµα) 

• Θα πρέπει καθορισθούν τα όρια του διαστήµατος γύρω από την 
µέση τιµή
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Υπολογισµός των διαστηµάτων εµπιστοσύνης

συντελεστής
επίπεδου

εµπιστοσύνης

Μέση τιµή
δείγµατος

Θεωρώντας ότι το δείγµα είναι αντιπροσωπευτικό, τα διαστήµατα διαστήµατα 
εµπιστοσύνηςεµπιστοσύνης µπορούν να υπολογισθούν από τα δείγµατα 
χρησιµοποιώντας την ακόλουθη σχέση:

τυπικό
σφάλµα± x

± x )(se xx Lcu

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης:           ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Τι είναι το ∆ιάστηµα Εµπιστοσύνης

Αν θεωρήσουµε άπειρα δείγµατα µεγέθους ν από ένα 
πληθυσµό

Ένα διάστηµα εµπιστοσύνης 95% για την µέση τιµή, 
µπορεί να υπολογισθεί για κάθε ένα από τα δείγµατα :

( )
( )

( ) ./

,/

,/

%95

2%952

1%951

nsux

nsux

nsux

∞∞ ×±

×±

×±

M

95% αυτών των διαστηµάτων θα 
περιλαµβάνουν την µέση τιµή του 
πληθυσµού µ, ενώ το 5% από
αυτά τα διαστήµατα δεν θα
περιλαµβάνουν την µέση τιµή του
πληθυσµού.

∆ιαστήµατα∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης 95%εµπιστοσύνης 95%

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης:           ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης
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Πραγµατική µέση τιµή
του πληθυσµού (µ, π,..)

δείγµα ν

δείγµα 1
δείγµα  2
δείγµα  3
δείγµα  4
δείγµα  5

M

∆ιάστηµα
εµπιστοσύνης 
δείγµατος 4

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης:           ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

ΜέσηΜέση τιµή πληθυσµού τιµή πληθυσµού 
και διαστήµατα εµπιστοσύνης από τα δείγµατακαι διαστήµατα εµπιστοσύνης από τα δείγµατα

Αύξηση του επιπέδου εµπιστοσύνης από 95% σε 99% αυξάνει την 
βεβαιότητα ότι το διάστηµα εµπιστοσύνης περιλαµβάνει την µέση 
τιµή του πληθυσµού, αλλά µειώνει την ακρίβεια της εκτίµησης, 
δεδοµένου ότι το διάστηµα είναι πιο ευρύ. 

π.χ.

43.0 50.0
40.0 54.0

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης:           ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Με επίπεδο εµπιστοσύνης 99% ο χρόνος διαδροµής θα είναι 
µεταξύ 40 και 54 λεπτών

Με επίπεδο εµπιστοσύνης 95% ο χρόνος διαδροµής θα είναι 
µεταξύ 43 και 50 λεπτών



7

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

-16 -12 -8 -4 0 4 8 12 16

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Όρια ακρίβειας της µέσης τιµής του δείγµατος:           Όρια ακρίβειας της µέσης τιµής του δείγµατος

ΑκρίβειαΑκρίβεια της εκτίµησηςτης εκτίµησης ::

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

-16 -12 -8 -4 0 4 8 12 16µ(µ-σ) (µ-σ)(µ-2σ) (µ+2σ) (µ+3σ)(µ-3σ)

Το 68,27% το πληθυσµού 

Η πιθανότητα που υπάρχει ο πραγµατικός 
µέσος όρος (δηλ. ο  µ.ο. του πληθυσµού) 
να βρίσκεται µέσα σε ορισµένα όρια

95,45%
99,73%

κανονικήκανονική
κατανοµήκατανοµή

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Όρια ακρίβειας της µέσης τιµής του δείγµατος:           Όρια ακρίβειας της µέσης τιµής του δείγµατος

Υπάρχει πιθανότητα

x : ο µέσος όρος του δείγµατος                       : ο µέσος όρος του πληθυσµούµ

95,45%

)(seµ)(se- xxxx +<<

ν
Sx =)(se

Όπου :

το τυπικό σφάλµα    και ν το µέγεθος του δείγµατος

S η τυπική απόκλιση του δείγµατος 

99,73%

68,27%

)(se.2µ)(2.se- xxxx +<<

)(se.3µ)(3.se- xxxx +<<
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∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Υπολογισµός πιθανότητας:           Υπολογισµός πιθανότητας

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Για να υπολογίσουµε την πιθανότητα 

η τιµή µιας µεταβλητής να είναι µεταξύ δύο συγκεκριµένων ορίων, 

θα πρέπει να υπολογίσουµε το εµβαδόν της περιοχής κάτω από
την καµπύλη και ανάµεσα στα δυο όρια. 

α β

)( βα << xP

Το εµβαδόν αυτό υπολογίζεται 
εύκολα µε χρήση της 

Τυπικής/µοναδιαίας κανονικής 
κατανοµής

σ
µ−

=
xz

µ x1 z10

Η Τυπική/Μοναδιαία Κανονική Κατανοµή είναι µια κανονική κατανοµή 
πιθανότητας πού έχει µέση τιµή (µ) = 0, και τυπική απόκλιση (σ)= 1.

Τα περισσότερα µεγέθη που ακολουθούν Κανονική Κατανοµή δεν έχουν
µέση τιµή = 0 και τυπική απόκλιση =1. 

Είναι δυνατό όµως να τυποποιήσουµε τις µη τυπικές περιπτώσεις 
χρησιµοποιώντας την σχέση :

Z = (X-F)/F

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :          :          Τυπική/ΜοναδιαίαΤυπική/Μοναδιαία Κανονική ΚατανοµήΚανονική Κατανοµή --

x2 z2
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Οι τιµές του συντελεστή z µετρούν τον αριθµό των 
τυπικών αποκλίσεων από απέχει µια τιµή από την 
µέση τιµή 

σµ
σ
µ .zxxz +=⇒

−
=

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :    ο συντελεστής :    ο συντελεστής zz µετατροπής σε µοναδιαία κατανοµή       µετατροπής σε µοναδιαία κατανοµή       

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Μοναδιαία Κανονική Κατανοµή:           Μοναδιαία Κανονική Κατανοµή

68,27%

95,45%
99,73%

µ = 0,   σ=1

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Μοναδιαία κανονική
Κατανοµή

z(0,1)

Ο κλασσικός τρόπος υπολογισµού της 
πιθανότητας µια τιµής να είναι µεταξύ 
δύο συγκεκριµένων ορίων (το 
εµβαδόν κάτω από την καµπύλη και 
µεταξύ των ορίων) γίνεται µε χρήση 
της µοναδιαίας κανονικής  κατανοµής 
για την οποία υπάρχουν 
τυποποιηµένοι πίνακες. Η κανονική 
κατανοµή της µεταβλητής x(µ,σ)
µετασχηµατίζεται σε µοναδιαία 
εφαρµόζοντας την σχέση

σµ /)( −= xz
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σ
µ )( −

= ixz

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Μοναδιαία Κανονική Κατανοµή:           Μοναδιαία Κανονική Κατανοµή

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

O πίνακας δίνει το εµβαδόν κάτω από την 
µοναδιαία κανονική κατανοµή καi µεταξύ 
µιας τεταγµένης στο 0 και µιας στο z.

z

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα 11

Ποια η πιθανότητα x < 24?

X :  N(µ,σ) = Ν(20, 3)

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 44            11             14           17             20      23            26            29            32

Pr(20<x<24) = Pr (20 < µ + z.σ < 24)  =

= Pr (20 < 20 + z.3 < 24) = Pr (0 < 3z < 4) =

=  Pr ( 0 < z < 1,33) = 0,4083 ⇒
⇒ Pr(20<x<24) = 0,4083

Pr ( x < 24) = Pr (x<20) + Pr (20 < x < 24)           ⇒

Pr (x<20) = 0,5

⇒ Pr ( x < 24) = 0,5 + 0,4083 = 0,9083

Pr ( 16 < x < 24) = 2 x 0,4083 =0,8166

Pr ( x < 16 ) = 0,5 – 0,4083 = 0,091724

z

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Μοναδιαία Κανονική Κατανοµή:           Μοναδιαία Κανονική Κατανοµή
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∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Μοναδιαία Κανονική Κατανοµή:           Μοναδιαία Κανονική Κατανοµή

0
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Χ :  N(µ,σ) = Ν(20, 3)
ΠαράδειγµαΠαράδειγµα 22

Μεταξύ ποιών ορίων µπορούµε να 
πούµε ότι κυµαίνεται η µεταβλητή Χ, µε 
ακρίβεια (επίπεδο εµπιστοσύνης)  95%? 
Pr ( µ-u.σ < x < µ+ u.σ ) = 0,95 =>

Pr ( µ-u.σ < µ+z.σ < µ+ u.σ ) = 0,95 =>

Pr ( -u.σ < z.σ <  u.σ ) = 0,95 =>

Pr ( 0,5 < z < u ) = 0,475 =>

u = 1,96

Xmin = 20 - 1,96x3 = 14,12

Xmax = 20 + 1,96x3 = 25,88

u

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :           Όρια ακρίβειας της µέσης τιµής του δείγµατος:           Όρια ακρίβειας της µέσης τιµής του δείγµατος

1                                  1                  68,27%
( ) =+<< )(.se µ)(.se- Pr xxxx

Τα όρια διακύµανσης των τιµών για διαφορετικά επίπεδα εµπιστοσύνης
προσδιορίζονται από τον σχετικό πίνακα του παραδείγµατος 2. Ενδεικτικά 
αναφέρονται ότι οι συντελεστές z για διαφορετικά επίπεδα εµπιστοσύνης, L.

Οι τιµές του συντελεστή z για  διαφορετικά επίπεδα εµπιστοσύνης είναι:

Επίπεδο εµπιστοσύνης z
90%      1,65
95%       1,96
98%       2,33
99%       2,58

( ) =+<< )(.se µ)(.se- Pr xxxx

( ) =+<< )(.se µ)(.se- Pr xxxx 3                                  3                  99,73%
2                                  2                  95,45%

( ) =+<< )(.se µ)(.se- Pr xxxx z z L
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∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :       Ανάλυση Μεγεθών εκφρασµένων σε Ποσοστά:       Ανάλυση Μεγεθών εκφρασµένων σε Ποσοστά

ν
qpp .)(se =

Όπου :

Σε περίπτωση που τα µεγέθη που αναλύουµε, εκφράζονται σε ποσοστά, 
π.χ.  % νοικοκυριών µε ιδιοκτησία Ι.Χ. αυτοκινήτου 2 ή υψηλότερο

% µετακινούµενων που χρησιµοποιούν Μ.Μ.Μ.

Η µέση τυπική απόκλιση υπολογίζεται από την σχέση:

se (p) η προσέγγιση της τυπικής απόκλισης
p το  ποσοστιαίο αποτέλεσµα της µετρήσεως
q (100 – p)
ν το µέγεθος του δείγµατος

Προϋποθέσεις για ικανοποιητικά αποτελέσµατα 30%10 ≥≥ νp

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :       Σύγκριση αποτελεσµάτων δύο δειγµατοληψιών:       Σύγκριση αποτελεσµάτων δύο δειγµατοληψιών

S2
2S1

2διακύµανση (variance)

µέση τιµή (mean)

ν2ν1
µέγεθος

δείγµα 2δείγµα 1

1x 2x

ΕρώτηµαΕρώτηµα

τα δύο δείγµατα προέρχονται από δύο διαφορετικούς πληθυσµούς µε 
διαφορετικό µέσο όρο (πραγµατική διαφορά)

ή
από τον ίδιο πληθυσµό αλλά µε διαφορετικές διακυµάνσεις (τυχαία
διαφορά)
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∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :       Σύγκριση αποτελεσµάτων δύο δειγµατοληψιών:       Σύγκριση αποτελεσµάτων δύο δειγµατοληψιών

Σύµφωνα µε το θεώρηµα κεντρικής θέσης 

• η καλύτερη εκτίµηση του   µ1 είναι το 1x
• και η καλύτερη εκτίµηση του σ

1
2 είναι το S

1
2

(και αντίστοιχα για το δείγµα 2)

2

2
2

1

2
1

D )(S
νν
SSx +=

ΥπόθεσηΥπόθεση προς έλεγχο:προς έλεγχο: Οι δύο πληθυσµοί είναι στην ουσία ίδιοι δηλ. µ1 = µ2

Αποδεικνύεται στατιστικά ότι:

Η διαφορά   x1 – x2 ακολουθεί µια κατά προσέγγιση κανονική 
κατανοµή µε µέση τιµή 0

Το τυπικό σφάλµα της κατανοµής της διαφοράς των δύο 
µέσων όρων υπολογίζεται από την σχέση  

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :       Σύγκριση αποτελεσµάτων δύο δειγµατοληψιών:       Σύγκριση αποτελεσµάτων δύο δειγµατοληψιών

1x 2x
)(3.SD x±

ΕάνΕάν η υπόθεση είναι σωστή:η υπόθεση είναι σωστή:

Με επίπεδο εµπιστοσύνης 95,45% η διαφορά   –
θα βρίσκεται µεταξύ  

Εάν η διαφορά                           είναι µεγαλύτερη από 21 xx −

21 xx −

)(3.SD x±
Η διαφορά είναι σηµαντική, και άρα µε επίπεδο 99,73% 
εµπιστοσύνης, τα δείγµατα προέρχονται από διαφορετικούς 
πληθυσµούς µε διαφορετικούς µέσους όρους 

)(.SD xz
Γενικά, για δείγµατα µε ν > 30 συγκρίνεται η διαφορά 

µε το                                για το επίπεδο εµπιστοσύνης που 
αντιστοιχεί το z
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∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :       Σύγκριση ποσοστιαίων αποτελεσµάτων:       Σύγκριση ποσοστιαίων αποτελεσµάτων

Ακολουθείται η ίδια διαδικασία µε την περίπτωση των µέσων όρων

Το τυπικό σφάλµα υπολογίζεται από την σχέση:

Η αναλογική µέση τιµή των δύο ποσοστών είναι ίση µε τον λόγο

21

2211 ..
νν

νν
+
+

=
pppo

ΣύγκρισηΣύγκριση ποσοστιαίων αποτελεσµάτων από δύο δείγµαταποσοστιαίων αποτελεσµάτων από δύο δείγµατα

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

21
D

11..)(S
ννoo qpp

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ:: Αξιοπιστία µικρών ∆ειγµάτων Αξιοπιστία µικρών ∆ειγµάτων –– ο συντελεστής ο συντελεστής t STUDENTt STUDENT

Ο έλεγχος αξιοπιστίας του δείγµατος, µε βάση την υπόθεση της 
κανονικής κατανοµής ισχύει για τις περιπτώσεις που το µέγεθος του 
δείγµατος είναι µεγάλο, δηλ., τουλάχιστον 25 – 30. 

Για µικρά δείγµατα αντί για τον συντελεστή z της µοναδιαίας κανονικής 
κατανοµής χρησιµοποιείται ο συντελεστής t του Student

Για µεγάλα δείγµατα, οι τιµές του συντελεστή t ταυτίζονται µε τις τιµές του 

συντελεστή z. Καθώς το µέγεθος του δείγµατος ελαττώνεται, η διαφορά 
των τιµών των δύο συντελεστών αυξάνεται.

Οι τιµές του συντελεστή t δίνονται σε πίνακες για διαφορετικά επίπεδα 
εµπιστοσύνης και διαφορετικά βαθµούς ελευθερίας ( ο βαθµός 
ελευθερίας είναι v -1 : το µέγεθος του δείγµατος µείον ένα) 
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Οι κατανοµές έχουν παρόµοια µορφή. Η διαφορές εντοπίζονται στο πάχος των 
«ουρών» κάθε κατανοµής, που είναι µεγαλύτερο για χαµηλότερους βαθµούς 
ελευθερίας δηλ. µικρότερο δείγµα. Καθώς ο βαθµός ελευθερίας αυξάνεται η 
κατανοµή t-Student, προσεγγίζει την κανονική κατανοµή. 

Προσέγγιση
Κανονικής 
Κατανοµής

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :       Κατανοµή :       Κατανοµή tt--StudentStudent και βαθµοί ελευθερίαςκαι βαθµοί ελευθερίας

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :       Κατανοµή :       Κατανοµή tt--StudentStudent και βαθµοί ελευθερίαςκαι βαθµοί ελευθερίας

Για το ίδιο διάστηµα

Το επίπεδο εµπιστοσύνης
(πιθανότητα = εµβαδόν)  
είναι πολύ µεγαλύτερο

όταν

ο βαθµός ελευθερίας δηλ.
το δείγµα είναι µεγαλύτερο  

σ.2±< <
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Είναι δυνατό να υπολογίσουµε το µέγεθος του δείγµατος, εάν 
θέλουµε να πετύχουµε ένα συγκεκριµένο επίπεδο ακρίβειας

Η ακρίβεια των εκτιµήσεων µπορεί να αυξηθεί όταν ελαττώσουµε 
το τυπικό σφάλµα

Το µέγεθος του τυπικού σφάλµατος εξαρτάται από το µέγεθος του 
δείγµατος

εποµένωςεποµένως

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :  Συµπέρασµα :  Συµπέρασµα -- ΜεθοδολογίαΜεθοδολογία

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :       Γενική Μεθοδολογία υπολογισµού µεγέθους δείγµατος:       Γενική Μεθοδολογία υπολογισµού µεγέθους δείγµατος

ν
qpp .)(se =

N
SNx

.
.)()(se

2

ν
ν−

=
ν
Sx =)(se

Πληθυσµός
πεπερασµένου µεγέθους

1. Προ-εκτίµηση του µέσης τυπικής απόκλισης του δείγµατος, S, ή του 
ποσοστού p, από πιλοτική έρευνα/µετρήσεις, µε δείγµα µεγέθους v > 30
(Παραδοχή : το πιλοτικό δείγµα είναι αντιπροσωπευτικό του πληθυσµού)

2. Υπολογισµός του τυπικού σφάλµατος µε βάση το ν

Υπολογισµός µεγέθους δείγµατος µε βάση την επιθυµητή ακρίβεια για 
συγκεκριµένο επίπεδο εµπιστοσύνης, 

π.χ. ακρίβεια χρόνου διαδροµής + 0,5 λεπτά µε πιθανότητα 95%

e : επιθυµητή ακρίβεια = µέγιστο επιτρεπτό σφάλµα

L : επίπεδο εµπιστοσύνης, δηλ.  η πιθανότητα σφάλµατος  = (100% - L)

Μεγάλος πληθυσµός Μεγέθη που εκφράζονται 
σε ποσοστά
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3. Υπολογισµός των ορίων διακύµανσης των τιµών του σφάλµατος για 
διαφορετικά επίπεδα εµπιστοσύνης / ακρίβειας µε βάση το δείγµα της 
πιλοτικής εφαρµογής

4. Υπολογισµός του συντελεστή z, (µοναδιαίας κανονικής κατανοµής) για την 
επίτευξη του απαιτούµενου επίπεδου εµπιστοσύνης, z= z(L)

5. Υπολογισµός του µεγέθους του δείγµατος, ν,  έτσι ώστε το σφάλµα του τελικού 
δείγµατος να είναι µικρότερο από το µέγιστο επιτρεπτό

⇒≤ exz )(se.

qp
e
zeqpz ....

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⇒≤⇒ ν

νS
e
zeSz ..

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⇒≤⇒ ν

ν

⇒≤ epz )(se.

∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑ :       Γενική Μεθοδολογία υπολογισµού µεγέθους δείγµατος:       Γενική Μεθοδολογία υπολογισµού µεγέθους δείγµατος

ΆσκησηΆσκηση 4: Υπολογισµός µεγέθους δείγµατος4: Υπολογισµός µεγέθους δείγµατος

Υπολογισµός µεγέθους δείγµατος όταν δίνεται 
η επιθυµητή ακρίβεια (ανεκτό σφάλµα) για ορισµένο επίπεδο εµπιστοσύνης

Για την εκτίµηση του χρόνου διαδροµής µεταξύ 
δύο σηµείων µιας αστικής περιοχής έχουν γίνει 
µετρήσεις µε παρατηρητές που κάνουν την ίδια 
πάντα διαδροµή µε αυτοκίνητο.

Έχουν γίνει 32 µετρήσεις και οι χρόνοι διαδροµής 
παρουσιάζονται στο πίνακα.

Εάν επιθυµούµε ο χρόνος διαδροµής να 
εκτιµηθεί µε ακρίβεια      0,5 λεπτών στο επίπεδο 
εµπιστοσύνης 95%, να υπολογισθεί ο 
απαιτούµενος αριθµός των µετρήσεων

32,32
29,23
28,53
27,94
27,25
26,36
25,14
24,33
24,02

Χρόνος
∆ιαδροµήςΣυχνότητα

±

∆ίδονται:  z = 1,96 για επίπεδο εµπιστοσύνης 95%
t = 2,04 για επίπεδο εµπιστοσύνης 95% και 31 βαθµούς ελευθερίας
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ΆσκησηΆσκηση 4: Υπολογισµός µεγέθους δείγµατος4: Υπολογισµός µεγέθους δείγµατος

λεπτά01,27
32

4,864.
===

∑
ν

i ii xf
x

λεπτά11,2
31

13,138
1

)(. 2

==
−

−
=
∑

ν
i ii xxf

S

λεπτά37,0
32
11,2)( ===

ν
Sxse

Για επίπεδο εµπιστοσύνης 95% ο συντελεστής z=1,96 και το σφάλµα 
που προκύπτει από τις 32 µετρήσεις είναι 1,96x0,373 =0,73 > 0,5 δηλ. 
από το επιτρεπτό σφάλµα.  

Με τις 32 µετρήσεις προκύπτει ότι το 95% των περιπτώσεων ο 
πραγµατικός µέσος χρόνος διαδροµής θα είναι σε ένα εύρος       0,73 
λεπτά από τον µέσο όρο του δείγµατος

±

ΆσκησηΆσκηση 4: Υπολογισµός µεγέθους δείγµατος4: Υπολογισµός µεγέθους δείγµατος

Εποµένως θα πρέπει να αυξηθεί το µέγεθος του δείγµατος έτσι ώστε το 
σφάλµα για επίπεδο εµπιστοσύνης 95% να είναι µικρότερο από το 
επιτρεπτό. 

68
5,0
11,21,965,011,21,96

σφάλµαεπιτρεπτό)(.
2

>⇒⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
×>⇒<×

<

NN
N

xsez

Το πρόβληµα µπορεί να επιλυθεί και µε χρήση της κατανοµής t-Student.

Με αυτή την µέθοδο το απαιτούµενο δείγµα θα είναι µεγαλύτερο.
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ΆσκησηΆσκηση 5: Σύγκριση ∆ειγµάτων5: Σύγκριση ∆ειγµάτων

Για να αξιολογηθούν τα 
αποτελέσµατα κυκλοφοριακών 
ρυθµίσεων που εφαρµόσθηκαν σε 
κυκλοφοριακό διάδροµο αστικής 
περιοχής, έγιναν µετρήσεις χρόνου 
διαδροµής µεταξύ δύο σηµείων, 
προ και µετά την εφαρµογή των 
µέτρων.

Τα αποτελέσµατα από την 
ανάλυση των µετρήσεων 
παρουσιάζονται στον πίνακα.

6050
Μέγεθος
δείγµατος

1,82,1
τυπική
απόκλιση

21,222,6µέση τιµή

∆είγµα -
Μετά

∆είγµα -
Πριν

Μετρήσεις πριν και µετά
την εφαρµογή του νέου συστήµατος

Φωτεινής Σηµατοδότησης

Ζητείται να εξετασθεί αν η παρατηρούµενη µείωση του χρόνου διαδροµής 
οφείλεται σε τυχαία διακύµανση των συνθηκών της κυκλοφορίας ή αν είναι 
αποτέλεσµα των εφαρµοσθέντων ρυθµίσεων.  

ΆσκησηΆσκηση 5: Σύγκριση ∆ειγµάτων5: Σύγκριση ∆ειγµάτων

λεπτά377,0
60
8,1

50
1,2 22

=+=sd

Η διαφορά των µέσων όρων των δειγµάτων είναι:

Το τυπικό σφάλµα των διαφορών των µέσων όρων των δειγµάτων είναι:

λεπτά4,12.216,2221 =−=− xx

Για επίπεδο εµπιστοσύνης 99,75%, (οπότε ο σχετικός συντελεστής z = 3),

Εποµένως συµπεραίνουµε ότι πρόκειται για πραγµατική διαφορά που 
οφείλεται στις νέες ρυθµίσεις.  

377,034,121 ×>⇔×>− sdzxx
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ΆσκησηΆσκηση 6 : Μέγεθος ∆είγµατος ποσοστιαίων µεγεθών 6 : Μέγεθος ∆είγµατος ποσοστιαίων µεγεθών 

Έρευνα επιλογής µεταφορικού µέσου σε 100 εργαζόµενους για τις 
µετακινήσεις µεταξύ κατοικίας και χώρου εργασίας, έδωσε τα εξής 
αποτελέσµατα:     

Μεταφ. Μέσο                         Ποσοστό

Αυτοκίνητο                                40%

Λεωφορείο                               35%

Μετρό                                    25%

1.   Ποια είναι η ακρίβεια των παραπάνω µεριδίων αγοράς µε πιθανότητας 99%
(δηλ. µεταξύ ποιών ορίων κυµαίνονται τα µερίδια, για επίπεδο      
εµπιστοσύνης 99%)

2. Ποιο είναι το απαιτούµενο µέγεθος του δείγµατος έτσι ώστε τα µερίδια
αγοράς να µην απέχουν από τα πραγµατικά µερίδια περισσότερο από +
2%, µε πιθανότητα 95%?

spreadsheet


