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καταµερισµόςκαταµερισµός στο δίκτυοστο δίκτυο77

H  διαδικασία µε την οποία, από τον 
πινάκα Π-Π των µετακινήσεων που 
γίνονται µε ΙΧ εκτιµώνται: 

Οι διαδροµές που θα ακολουθήσουν 
οι µετακινούµενοι µεταξύ κάθε 
ζεύγους Π-Π

Οι κυκλοφοριακοί φόρτοι σε κάθε 
δρόµο του οδικού δικτύου

Οι χρόνοι διαδροµής σε κάθε
δρόµο του οδικού δικτύου     

ΚαταµερισµόςΚαταµερισµός
στα δίκτυοστα δίκτυο

εισαγωγή

Γένεση µετακινήσεων

Καταµερισµός
στο δίκτυο

∆ιαδροµές
από το i στο j

i j

Pi Ai

Κατανοµή µετακινήσεων

i j
Τij

Καταµερισµός στα µέσαi j
Τij, Ι.Χ.

Τij, λεωφορείο

i

j

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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καταµερισµός
στο δίκτυο

Προβλέψεις µελλοντικών
κυκλοφοριακών φόρτων 

και επίπεδου εξυπηρέτησης

εισαγωγήΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Καταµερισµός στο δίκτυο Καταµερισµός στο δίκτυο --
ορισµός του προβλήµατοςορισµός του προβλήµατος

1. Αναπαράσταση του οδικού 
δικτύου µε ένα χάρτη 
κόµβων - συνδέσµων

2. Συναρτήσεις χρόνου 
διαδροµής για κάθε 
σύνδεσµο του δικτύου

3. Πίνακα Προέλευσης –
Προορισµού

να υπολογισθούν :
1. Οι κυκλοφοριακοί φόρτοι 

και
2. οι χρόνοι διαδροµής 
σε κάθε δρόµο του δικτύου

µε δεδοµένα :

ορισµός του προβλήµατοςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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1. Αναπαράσταση του δικτύου µε χάρτη κόµβων συνδέσµων1. Αναπαράσταση του δικτύου µε χάρτη κόµβων συνδέσµων

ορισµός του προβλήµατοςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Το πρώτο στάδιο της διαδικασίας του καταµερισµού στο δίκτυο, 
περιλαµβάνει την δηµιουργία ενός «χάρτη κόµβων - συνδέσµων» που 
περιγράφει το δίκτυο. 

Ο κόµβος αντιστοιχεί σε 
µια πραγµατική ή ιδεατή 
διασταύρωση

Ο σύνδεσµος αντιστοιχεί 
σε ένα οδικό τµήµα 
µεταξύ δύο κόµβων που 
εξυπηρετεί µια φορά 
κίνησης οχηµάτων. Έτσι 
ένα αµφίδροµο οδικό 
τµήµα αναπαριστάται 
από δύο συνδέσµους µε 
αντίθετες κατευθύνσεις.

ΚωδικοποίησηΚωδικοποίηση ∆ιασταυρώσεων∆ιασταυρώσεων

ορισµός του προβλήµατοςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Στην λεπτοµερή αναπαράσταση :
– Γίνεται µια σαφής 

αναπαράσταση όλων των 
κατευθύνσεων που 
εξυπηρετούνται από την 
διασταύρωση.

– Στρέφουσες κινήσεις 
αναπαρίστανται µε 
«εσωτερικούς συνδέσµους» 
που χαρακτηρίζονται από την 
ικανότητα εξυπηρέτησης 
φόρτου και τις καθυστερήσεις 
που προκαλούν

Η κωδικοποίηση µιας διασταύρωσης εξαρτάται από :
– Το επίπεδο λεπτοµέρειας της ανάλυσης
– Την διαθεσιµότητα στοιχείων που έχουµε για να

αναπτύξουµε, βαθµονοµήσουµε και
εφαρµόσουµε ένα µοντέλο.

απλήαπλή αναπαράσταση αναπαράσταση 
διασταύρωσηςδιασταύρωσης

ΛεπτοµερήςΛεπτοµερής
αναπαράσταση αναπαράσταση 
διασταύρωσηςδιασταύρωσης
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ορισµός του προβλήµατοςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΚεντροειδέςΚεντροειδές

Το ιδεατό σηµείο 
προέλευσης ή προορισµού 
των µετακινήσεων που 
παράγονται ή έλκονται από 
µια ζώνη

Τα κεντροειδή συνδέονται µε 
του υπόλοιπο δίκτυο µέσω 
ενός ή περισσότερων 
ιδεατών συνδέσµων που 
ονοµάζονται σύνδεσµοι σύνδεσµοι 
κεντροειδώνκεντροειδών

∆ιαδροµή µεταξύ δύο κόµβων: είναι µια διαδοχική σειρά 
συνδέσµων η οποία συνδέει τους δύο κόµβους. 
∆ένδρο διαδροµών : αναφέρεται σε ένα κεντροειδές
προέλευσης και δίνει όλες τις διαδροµές που το συνδέουν µε τα 
υπόλοιπα κεντροειδή βάσει ενός κριτηρίου που έχει επιλεγεί. Για 
παράδειγµα αν το κριτήριο είναι ο συντοµότερος χρόνος 
διαδροµής, το δένδρο αποτελείται από όλες τις συντοµότερες 
διαδροµές που συνδέουν τον υπό ανάλυση κόµβο µε του 
υπόλοιπους κόµβους του δικτύου.

ορισµός του προβλήµατοςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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ορισµός του προβλήµατοςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

2. Συναρτήσεις χρόνου διαδροµής 2. Συναρτήσεις χρόνου διαδροµής –– φόρτουφόρτου

Ο χρόνος διαδροµής είναι αύξουσα συνάρτηση του κυκλοφοριακού 
φόρτου – δυο τυπικά παραδείγµατα

∆ιαγράµµατα που προκύπτουν από τις θεµελιώδεις 
σχέσεις της κυκλοφοριακής ροής

qmax

uc

“ασταθή”

q

u
(φόρτος, ταχύτητα) διάγραµµα

“ασταθή”

qmax
q

t
(φόρτος, χρόνος διαδροµής) διάγραµµα

Κλασσική συνάρτηση 
φόρτου –
χρόνου διαδροµής

πραγµατική
σχέση

“σταθερά”“σταθερά”

ορισµός του προβλήµατοςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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t0 = χρόνος υπό συνθήκες ελεύθερης ροής
x      = φόρτος (οχ/ώρα)
c      = χωρητικότητα (οχ/ώρα)
α, β = παράµετροι (από βαθµονόµηση)

ΣυναρτήσειςΣυναρτήσεις φόρτου φόρτου –– χρόνου διαδροµήςχρόνου διαδροµής

ορισµός του προβλήµατοςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Μια από τις πλέον συνήθεις συναρτήσεις χρόνου διαδροµής – φόρτου είναι η 
συνάρτηση που του Bureau of Public Roads – Federal Highway 
Administration  (ΗΠΑ)

Συνήθεις τιµές για τις παραµέτρους είναι α=0,15 και β=4, 

c είναι η πρακτική χωρητικότητα  = ¾  x  φόρτο κορεσµού

t0 o χρόνος σε συνθήκες πρακτικής χωρητικότητας x 0,87
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ορισµός του προβλήµατοςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

33. Πίνακας Προέλευσης . Πίνακας Προέλευσης –– ΠροορισµούΠροορισµού
Ο πίνακας Π-Π είναι συνήθως ο 
πίνακας της ώρας αιχµής για 
κυκλοφοριακά συµφορηµένες αστικές 
περιοχές, και ίσως άλλοι πίνακες για 
περιόδους εκτός αιχµής ή άλλες 
περιόδους αιχµής (π.χ. επιστροφή 
µετακινούµενων από περιοχές 
αναψυχής το απόγευµα της Κυριακής). 

24ωροι πίνακες χρησιµοποιούνται για 
τον καταµερισµό της κυκλοφορίας σε 
µη κυκλοφοριακά συµφορηµένα δίκτυα. 
Η µετατροπή του 24ωρου πίνακα σε 
ωριαίους πίνακες είναι σπάνια 
ικανοποιητική δεδοµένου ότι οι 24ωροι 
πίνακες είναι συνήθως συµµετρικοί ενώ 
οι ωριαίοι σπανίως είναι.

Οι πίνακες που έχουν υπολογισθεί σε προηγούµενα στάδια (δηλ. της γένεσης και της 
κατανοµής των µετακινήσεων) µπορεί να εκφράζουν µετακινήσεις προσώπων, οπότε 
χρησιµοποιώντας στοιχεία πληρότητας οχηµάτων θα πρέπει να µετατραπούν σε ταξίδια 
οχηµάτων, δεδοµένου ότι οι σχέσεις φόρτου-ταχύτητας εκφράζονται σε οχήµατα.
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Κεντροειδή και σύνδεσµοι σύνδεσης

Φόρτοι από ζώνη σε ζώνη

Φόρτοι από κόµβο σε κόµβο

Zone 1 Zone 2 Zone 3 Zone 4
Zone 1 0 90 120 80
Zone 2 100 0 60 130
Zone 3 120 180 0 50
Zone 4 40 70 150 0

1 2 3 4
1 0 90 120 80
2 100 0 60 130
3 120 180 0 50
4 40 70 150 0

ορισµός του προβλήµατοςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΜοντέλαΜοντέλα καταµερισµού καταµερισµού ––
κύρια χαρακτηριστικάκύρια χαρακτηριστικά

ΣτατικάΣτατικά
αγνοούν την χρονική 
διάσταση της ζήτησης 

για µετακίνηση

∆υναµικά∆υναµικά
Λαµβάνουν υπόψη τη 

χρονική µεταβλητότητα της 
ζήτησης για µετακίνηση 

Τα µοντέλα καταµερισµού:  

• αναλύουν οδικά δίκτυα

• κατανέµουν την ζήτηση για µετακίνηση ανάµεσα σε κάθε ζεύγος Π – Π στις 
εναλλακτικές διαδροµές που ενώνουν το υπόψη ζεύγος

• υπολογίζουν κυκλοφοριακούς φόρτους και χρόνους διαδροµής στους 
συνδέσµους του δικτύου 

ορισµός του προβλήµατοςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Ανάλογα µε το πώς αναλύουν την χρονική διάσταση της ζήτησης, χωρίζονται
σε δύο κατηγορίες:



8

ΣτατικάΣτατικά Μοντέλα καταµερισµού στο δίκτυο Μοντέλα καταµερισµού στο δίκτυο 

ορισµός του προβλήµατοςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Στα Στατικά µοντέλα καταµερισµού
• Κατά την διάρκεια της περιόδου ανάλυσης, οι φόρτοι θεωρούνται οµοιόµορφα 

κατανεµηµένοι για να µπορούµε να εφαρµόσουµε ανάλυση σταθερής κατάστασης 
• Η διάρκεια της περιόδου ανάλυσης είναι µεγαλύτερη από την διάρκεια µιας 

µετακίνησης 
• Τυπικές περίοδοι ανάλυσης: πρωινή αιχµή, απογευµατινή αιχµή, η περίοδος 

µεταξύ πρωινής και απογευµατινής αιχµής, το 24ωρο.

Χρόνος κατά την
διάρκεια της ηµέρας

φόρτοι

Περίοδος
Πρωινής αιχµής

Περίοδος µεταξύ
Πρωινής και Από-
γευµατινής αιχµής

Περίοδος
Απογευµατινής αιχµής

Στατικά µοντέλα καταµερισµούΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΠερίοδοςΠερίοδος ανάλυσηςανάλυσης
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ΣτατικάΣτατικά µοντέλα καταµερισµού µοντέλα καταµερισµού 
της κυκλοφορίαςτης κυκλοφορίας

ΝτετερµινιστικάΝτετερµινιστικά
Οι οδηγοί έχουν:
• πλήρη γνώση των   

κυκλοφοριακών συνθηκών
• Οικονοµικά ορθολογική  

συµπεριφορά

ΣτοχαστικάΣτοχαστικά
Οι οδηγοί έχουν:
• ελλιπή  γνώση των   

κυκλοφοριακών συνθηκών
• ιδιαίτερες προτιµήσεις και  

περιορισµούς επιλογής που
οδηγούν σε µη οικονοµικά
ορθολογική συµπεριφορά

• µεταβλητότητα ως προς τον τρόπο 
αντίληψης των κυκλοφοριακών 
συνθηκών. 

Στατικά µοντέλα καταµερισµούΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΣτατικάΣτατικά Ντετερµινιστικά µοντέλαΝτετερµινιστικά µοντέλα

Στατικά ντετερµινιστικά µοντέλα ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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ΗΗ επίλυση του προβλήµατος καταµερισµού επίλυση του προβλήµατος καταµερισµού 
για την επίλυση του προβλήµατος του καταµερισµού στο δίκτυο 
απαιτείται ο καθορισµός του 

κανόνα επιλογής διαδροµήςκανόνα επιλογής διαδροµής
που χρησιµοποιούν οι οδηγοί

Παραδοχή κανόνα:Παραδοχή κανόνα: Κάθε οδηγός προσπαθεί να ελαχιστοποιήσει 
τον χρόνο (κόστος) διαδροµής του

∆εδοµένης της ζήτησης για µετακίνηση µεταξύ ενός ζεύγους Π - Π,
Ερώτηµα:Ερώτηµα: Πως θα κατανεµηθούν οι οδηγοί στις 

διαδροµές που ενώνουν το συγκεκριµένο
ζεύγος Π-Π?

Οι παράγοντες που επηρεάζουν την επιλογή διαδροµής είναι ό χρόνος, το κόστος (καύσιµο κ.α.), 
η απόσταση, η κυκλοφοριακή συµφόρηση, ο τύπος της οδού (αυτοκινητόδροµος, δευτερεύουσα 
κλπ), το τοπίο, η σήµανση, η ασφάλεια, η αξιοπιστία του χρόνου, η συνήθεια που έχουν οι 
µετακινούµενοι να χρησιµοποιούν µια διαδροµή κλπ. Στην πράξη δεν είναι δυνατόν να 
χρησιµοποιηθούν όλοι αυτοί οι παράγοντες και συνήθως χρησιµοποιούνται προσεγγίσεις. Σε 
αστικές περιοχές ο κύριος παράγοντας που καθορίζει την επιλογή διαδροµής είναι συνήθως ο 
χρόνος. Ο συνδυασµός χρόνου και µήκους διαδροµής έχει επίσης αποδειχθεί ότι αποτελεί µια 
κατάλληλη προσέγγιση του γενικευµένου κόστους

Στατικά ντετερµινιστικά µοντέλα ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΚατηγορίεςΚατηγορίες στατικών ντετερµινιστικών µοντέλων στατικών ντετερµινιστικών µοντέλων 
καταµερισµού καταµερισµού 

Στατικά ντετερµινιστικά µοντέλα ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Τα µοντέλα καταµερισµού χωρίζονται σε δύο βασικές κατηγορίες 
ανάλογα µε το αν θεωρούν ότι ο χρόνος διαδροµής σε ένα σύνδεσµο του 
δικτύου είναι συνάρτηση του κυκλοφοριακού φόρτου.

Καταµερισµός

« ΌΛΑ η ΤΙΠΟΤΑ »

που θεωρεί ότι ο χρόνος 
διαδροµής σε ένα σύνδεσµο 

είναι σταθερός και 
ανεξάρτητος του φόρτου που 
χρησιµοποιεί τον σύνδεσµο.

Καταµερισµός

« ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ »

που λαµβάνει υπόψη του την 
κυκλοφοριακή συµφόρηση και 

θεωρεί ότι ο χρόνος 
διαδροµής σε ένα σύνδεσµο 

εξαρτάται από τον φόρτο που 
χρησιµοποιεί τον σύνδεσµο.
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ΚαταµερισµόςΚαταµερισµός «Όλα ή τίποτα»«Όλα ή τίποτα»

Μέθοδος
1. Προσδιορισµός των συντοµότερων διαδροµών από κάθε 

σηµείο Προέλευσης προς όλους του προορισµούς
2. Φόρτιση όλων των µετακινήσεων µεταξύ ενός σηµείου 

προέλευσης και ενός σηµείου προορισµού στους συνδέσµους 
που αποτελούν την συντοµότερη διαδροµή

3. Για κάθε σύνδεσµο: άθροιση όλων των φόρτων που 
προκύπτουν από κάθε ζεύγος Π - Π

Παραδοχές:
1. Οι µετακινούµενοι θέλουν να χρησιµοποιήσουν την την 

συντοµότερη διαδροµήσυντοµότερη διαδροµή που συνδέει το σηµείο 
προέλευσης τους µε το σηµείο προορισµού τους

2. ΑΥΞΗΣΗ ΤΟΥ ΦΟΡΤΟΥ ∆ΕΝ ΣΥΝΕΠΑΓΕΤΑΙ 
ΚΑΘΥΣΤΕΡΗΣΕΙΣ ΣΤΟΥΣ ΧΡΟΝΟΥΣ ∆ΙΑ∆ΡΟΜΗΣ

Στατικά ντετερµινιστικά µοντέλα ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

τοτο πρόβληµα της συντοµότερης διαδροµής πρόβληµα της συντοµότερης διαδροµής 
-- ορισµός ορισµός --

∆εδοµένα : 
Οδικό δίκτυο που αναπαρίσταται µε χάρτη κόµβων συνδέσµων
Καθορισµός δύο κόµβων που αποτελούν το ζεύγος Π-Π που 
αναλύεται.
Κάθε σύνδεσµος του δικτύου χαρακτηρίζεται από ένα 
συγκεκριµένο µήκος/ χρόνο διαδροµής / κόστος.

Στόχος:
Να προσδιορισθεί η συντοµότερη διαδροµή (δηλ. η διαδροµή µε 
το µικρότερο συνολικό µήκος/ χρόνο διαδροµής / κόστος ) από 
τον κόµβο προέλευσης στον κόµβο προορισµού.

Αλγόριθµος συντοµότερης διαδροµής  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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ΣυντοµότερηΣυντοµότερη διαδροµήδιαδροµή: : ο Αλγόριθµός του ο Αλγόριθµός του DijkstraDijkstra

Βρίσκει την συντοµότερη διαδροµή από έναν κόµβο προέλευσης των 
µετακινήσεων προς όλους τους άλλους κόµβους.
Παραδοχές
– Κανένας σύνδεσµος δεν µπορεί να έχει αρνητικό κόστος (χρόνο, 

µήκος)
Είναι µια επαναληπτική διαδικασία

Για κάθε κόµβο i υπολογίζεται ένας δείκτης (li), που είναι το ελάχιστο 
κόστος (ελάχιστος χρόνος) από τον κόµβο προέλευσης µέχρι τον υπόψη 
κόµβο i, στην τρέχουσα επανάληψη (δηλ. η καλύτερη διαδροµή που έχει 
βρεθεί µέχρι αυτή την επανάληψη, που συνδέει το κόµβο προέλευσης µε 
τον κόµβο i). 
Για κάθε κόµβο i ορίζεται ένας δείκτης pi που είναι ο αµέσως 
«προηγούµενος κόµβος» επάνω στην συντοµότερη διαδροµή 
όπως έχει καθορισθεί στην τρέχουσα επανάληψη. 

Αλγόριθµος συντοµότερης διαδροµής  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΣυντοµότερηΣυντοµότερη διαδροµήδιαδροµή: : ο Αλγόριθµός του ο Αλγόριθµός του DijkstraDijkstra

Οι δείκτες/κόµβοι είναι :
– Μόνιµοι: όταν έχουµε βρει την συντοµότερη διαδροµή από τον κόµβο 

προέλευσης µέχρι τον υπό εξέταση κόµβο.
– Προσωρινοί: όταν κάνουµε µια πρόβλεψη, αλλά δεν είµαστε σίγουροι

Μια λίστα (LIST) διατηρείται και ενηµερώνεται σε κάθε επανάληψη. 
Η λίστα περιέχει τους κόµβους που θα πρέπει να εξετασθούν στις 
επόµενες επαναλήψεις (προσωρινοί κόµβοι). 

Αλγόριθµος συντοµότερης διαδροµής  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :



13

ΒήµαΒήµα 0:0: Έναρξη
Ο «υπό ανάλυση» κόµβος είναι ο κόµβος προέλευσης

έστω li=0 για τον κόµβο προέλευσης,

Έστω li= ∞ για όλους τους άλλους κόµβους
Ο κόµβος προέλευσης µπαίνει στην λίστα : LIST={o}

ΒήµαΒήµα 1:1: Τεστ βελτιστοποίησης
Εάν η λίστα είναι άδεια ο αλγόριθµος τερµατίζει. Οι δείκτες 
αναπαριστούν το ελάχιστο κόστος διαδροµής από τον κόµβο 
προέλευσης προς τους αντίστοιχους κόµβους.
Εάν η λίστα δεν είναι άδεια, συνέχισε στο βήµα 2. 

Αλγόριθµος συντοµότερης διαδροµής  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΣυντοµότερηΣυντοµότερη διαδροµήδιαδροµή: : ο Αλγόριθµός του ο Αλγόριθµός του DijkstraDijkstra

ΒήµαΒήµα 2: 2: ΕπιλογήΕπιλογή

Επέλεξε από την λίστα τον κόµβο µε τον µικρότερο δείκτη li
Κάνε αυτόν τον κόµβο µόνιµο 
Θεώρησε αυτόν τον κόµβο ως τον «υπό ανάλυση κόµβο» και 
διέγραψε τον από την λίστα LIST

ΒήµαΒήµα 3: 3: ΕνηµέρωσηΕνηµέρωση
Έλεγξε κάθε κόµβο  ο οποίος συνδέεται µε ένα σύνδεσµο µε τον 
«υπό ανάλυση κόµβο»
Εάν ο κόµβος j συνδέεται µε ένα σύνδεσµο µε τον κόµβο i και 
lj>li+cij (cij είναι το κόστος/χρόνος/µήκος του συνδέσµου (i,j))

• Ενηµέρωσε τον δείκτη lj του κόµβου j: lj=li+cij (δηλ. είναι 
συντοµότερο να προσεγγίσουµε το j από τον κόµβο i)

• Ενηµέρωσε τον δείκτη pj του κόµβου j: pj=i (δηλ. ο κόµβος που 
είναι προηγούµενος κόµβος του j στην συντοµότερη διαδροµή 
είναι ο κόµβος i)

• Βάλε τον κόµβο j στην λίστα LIST
Πήγαινε στο βήµα 1Πήγαινε στο βήµα 1

Αλγόριθµος συντοµότερης διαδροµής  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

οο Αλγόριθµός του Αλγόριθµός του DijkstraDijkstra

Αλγόριθµος συντοµότερης διαδροµής  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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Αλγόριθµος συντοµότερης διαδροµής  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

6

(10,2)-

Στο παράδειγµα που ακολουθεί, οι δείκτες που υπολογίζονται σε κάθε επανάληψη του 
αλγόριθµου Dijkstra, αναγράφονται δίπλα στον σχετικό κόµβο. Ο πρώτος µέσα στην 
παρένθεση είναι η τιµή του δείκτη li και ο δεύτερος δείκτης συµβολίζει τον δείκτη pi . 
Το σύµβολο + χρησιµοποιείται για να δείξει ότι ο κόµβος είναι σταθερός και το                 

σύµβολο – ότι ο κόµβος είναι προσωρινός.

ΆσκησηΆσκηση: : να υπολογισθεί το δένδρο των συντοµότερων να υπολογισθεί το δένδρο των συντοµότερων 
διαδροµών από τον κόµβο  1διαδροµών από τον κόµβο  1

(3,1)+

li pi
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Αλγόριθµος συντοµότερης διαδροµής  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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Αλγόριθµος συντοµότερης διαδροµής  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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Αλγόριθµος συντοµότερης διαδροµής  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

(0,*)+
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(0,*)

(10,2)+
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Αλγόριθµος συντοµότερης διαδροµής  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

(0,*)+
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Αλγόριθµος συντοµότερης διαδροµής  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

(0,*)+

(3,1)+

(7,4)-

(5,1)+
(3,1)+

(7,4)+

(5,1)+

(0,*)

(10,2)+

(10,2)-

(9,4)+

(9,4)+

(14,8)+

(13,7)+

(14,8)+

(13,7)+

6

6 (15,6)-

(15,6)+

(17,9)+

(19,8)-
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ΠαράδειγµαΠαράδειγµα καταµερισµού «όλα ή τίποτα»καταµερισµού «όλα ή τίποτα»























−
−

−
−

−

40353045
40353025
20354050
10121510
15403530

προς

1       2       3   4   5

1
2
3
4
5

από

Πίνακας Π - Π
1

2

3

4 5

4

8

3

1

2

4

1

6

2

Καταµερισµός Όλα ή ΤίποταΣτατικά Ντετερµινιστικά µοντέλα :

Να υπολογισθούν οι φόρτοι στους 
συνδέσµους του δικτύου. ∆ίδεται ο πίνακας 
Π-Π και οι χρόνοι ελεύθερης ροής σε κάθε 
σύνδεσµο του δικτύου.    

Καταµερισµός φόρτων από κόµβο 1

1

2

3

4 5

3

1

2

2

(0,*)+

(3,1)+

(6,4)+

(5,3)+ (8,2)+

1

2

3

4 530+35+
40+15

30+40+15

30+15

15

35

40

30

15

30+35+40+15

Καταµερισµός Όλα ή ΤίποταΣτατικά Ντετερµινιστικά µοντέλα :

Φόρτιση του 
δικτύου µε τις 

µετακινήσεις που 
έχουν 

Προέλευση τον 
κόµβο 1

∆ένδρο συντοµότερης
∆ιαδροµής από κόµβο 1
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1

2

3

4 5

15

12
10

1

2

3

4 5

4

3

1
2

(2,4)+

(7,1)+

(1,2)+ (2,2)+

(0,*)+

10+15

10+15+12+10

12

15

10

10

Καταµερισµός Όλα ή ΤίποταΣτατικά Ντετερµινιστικά µοντέλα :

Καταµερισµός φόρτων από κόµβο 2

Φόρτιση του 
δικτύου µε τις 

µετακινήσεις που 
έχουν 

Προέλευση τον 
κόµβο 2

∆ένδρο συντοµότερης
∆ιαδροµής από κόµβο 2

1

2

3

4 5

50
40+35+20

40+20

20

1

2

3

4 5

3 2

2

(3,3)+

(0,*)+

(2,3)+ (5,2)+

(3,4)+

1

50+40+35+20

50

35

20

40

Καταµερισµός Όλα ή ΤίποταΣτατικά Ντετερµινιστικά µοντέλα :

Καταµερισµός φόρτων από κόµβο 3

Φόρτιση του 
δικτύου µε τις 

µετακινήσεις που 
έχουν 

Προέλευση τον 
κόµβο 3

∆ένδρο συντοµότερης
∆ιαδροµής από κόµβο 3
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1

2

3

4 5

Φόρτιση του δικτύου µε τις 
µετακινήσεις που έχουν 
Προέλευση τον κόµβο 4

35

25+35

25+30+
35+40

40

∆ένδρο συντοµότερης
∆ιαδροµής από κόµβο 4

1

2

3

4 5

4

3

2

(5,2)+

(8,1)+

(0,*)+ (3,2)+

(1,4)+

1

25+30+35+
40

30

40
25

35

Καταµερισµός Όλα ή ΤίποταΣτατικά Ντετερµινιστικά µοντέλα :

Καταµερισµός φόρτων από κόµβο 4

1

2

3

4 5

45 40 45+30+40

1

2

3

4 5

4 1 1

6

(5,2)+

(6,5)+

(2,2)+ (0,*)+

(1,5)+

35

45+30+35+40

40

35

30

45

Καταµερισµός Όλα ή ΤίποταΣτατικά Ντετερµινιστικά µοντέλα :

Φόρτιση του 
δικτύου µε τις 
µετακινήσεις 
που έχουν 

Προέλευση τον 
κόµβο 5

∆ένδρο συντοµότερης
∆ιαδροµής από κόµβο 5

Καταµερισµός φόρτων από κόµβο 5
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ΑποτελέσµαταΑποτελέσµατα του καταµερισµού Όλα ή του καταµερισµού Όλα ή ΤιποταΤιποτα

1

2

3

4 5
Άθροιση όλων των 

φόρτων σε κάθε σύνδεσµο
170

0+25+0+60+45
=130 235

85

115

50 180
35

52

0
0

0

0

•• ΟΟ καταµερισµός Όλα ή Τίποτακαταµερισµός Όλα ή Τίποτα δεν λαµβάνει υπόψη του την 
κυκλοφοριακή συµφόρηση

• Για να λάβουµε υπόψη την κυκλοφοριακή συµφόρηση θα πρέπει ο 
χρόνος διαδροµής να εξαρτάται από τον φόρτο

• Πως λαµβάνουµε υπόψη την κυκλοφορική συµφόρηση?
⇒ Καταµερισµός ισορροπίαςΚαταµερισµός ισορροπίας

Καταµερισµός Όλα ή ΤίποταΣτατικά Ντετερµινιστικά µοντέλα :

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ

Όλοι επιλέγουν την 
συντοµότερη διαδροµή 1

Αύξηση της 
κυκλοφορίας, 

κορεσµός       => 
διαδροµή 1 δεν είναι 

συντοµότερη 

Μερικοί θα 
αλλάξουν 
διαδροµή και θα 
επιλέξουν την 
διαδροµή 2 

Αύξηση της 
κυκλοφορίας, κορεσµός 

διαδροµής 2 

Μερικοί θα αλλάξουν 
διαδροµή και θα 

επιλέξουν την διαδροµή 3 

Αύξηση της 
κυκλοφορίας, 

κορεσµός 
διαδροµής 3 

…………
………..

…………..

…………

Αλλαγή σε άλλη 
διαδροµή  ∆ΕΝ 

συνεπάγεται 
µείωση του χρόνου 

διαδροµής

ΠροσοµοίωσηΠροσοµοίωση της διαδικασίας της διαδικασίας 
καταµερισµού των µετακινήσεων καταµερισµού των µετακινήσεων 
στο δίκτυοστο δίκτυο

κατάστασηκατάσταση ισορροπίαςισορροπίας

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Αν θέλουµε να προσοµοιώσουµε την 
διαδικασία καταµερισµού της ζήτησης, 
είναι λογικό να υποθέσουµε ότι κατ΄ αρχάς 
όλοι οι µετακινούµενοι θα επιλέξουν την 
συντοµότερη διαδροµή , αυτό όµως θα 
επιφέρει αύξηση της κυκλοφορίας …… 
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Ο τρόπος που καταµερίζεται η κυκλοφορία σε ένα οδικό δίκτυο διατυπώθηκε για 
πρώτη φορά το 1952 από τον Wardrop, που εισήγαγε την έννοια της ισορροπίας, 
που αποτελεί ορόσηµο στην θεωρεία προτυποποίησης των συγκοινωνιακών 
συστηµάτων. 
Σύµφωνα µε την αρχή της συνθήκης ισορροπίας, η κυκλοφορία κατανέµεται σε 
ένα δίκτυο έτσι ώστε :

‘ οι χρόνοι ταξιδιού σε όλες τις διαδροµές που οι χρόνοι ταξιδιού σε όλες τις διαδροµές που 
χρησιµοποιούνται είναι ίσοιχρησιµοποιούνται είναι ίσοι και µικρότεροι από τον χρόνο 
που θα έκανε ένα όχηµα εάν ταξίδευε κατά µήκος µίας 
διαδροµής που δεν χρησιµοποιείται  ……  
….. δεδοµένου ότι µπορούµε να υποθέσουµε ότι η κυκλοφορία 
θα καταλήξει σε µια κατάσταση ισορροπίας στην οποία 
κανένας µετακινούµενος δεν µπορεί να ελαττώσει τον χρόνο 
διαδροµής του επιλέγοντας µια νέα διαδροµή ’      

:

«συνθήκη ισορροπίας των χρηστών του δικτύου»«συνθήκη ισορροπίας των χρηστών του δικτύου»

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΗΗ αρχή του αρχή του WardropWardrop (1952)(1952)
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Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Ας υποθέσουµε ότι δύο πόλεις Α και Β ενώνονται µε δύο δυο οδούς που έχουν 
διαφορετικά χαρακτηριστικά. Η κόκκινη οδός 1 έχει µικρότερο µήκος αλλά πτωχά 
γεωµετρικά χαρακτηριστικά (έχει χαµηλότερη χωρητικότητα και εντονότερο ρυθµό 
αύξησης της κυκλοφοριακής συµφόρησης όπως απεικονίζεται και από την καµπύλη 
χρόνου διαδροµής – φόρτου). Η µπλέ οδός 2 έχει µεγαλύτερο µήκος από την 1, 
αλλά καλύτερα γεωµετρικά χαρακτηριστικά.

ΧαρακτηριστικάΧαρακτηριστικά οδών, εξέλιξη κυκλοφοριακών συνθηκών και επιλογή οδών, εξέλιξη κυκλοφοριακών συνθηκών και επιλογή 
διαδροµής διαδροµής –– ενάενά απλό παράδειγµα:απλό παράδειγµα:

Για χαµηλά επίπεδα 
φόρτου όταν επικρατούν 
συνθήκες ελεύθερης 
ροής, η οδός 1 είναι πιο 
ελκυστική, εποµένως για 
χαµηλά επίπεδα φόρτου 
όλες οι µετακινήσεις θα 
γίνονται µέσω της οδού 
1. Καθώς αυξάνεται  
όµως ο φόρτος ο χρόνος 
κατά µήκος της οδού 1 
αυξάνεται και προσεγγίζει 
τον χρόνο ελεύθερης 
ροής  στην οδό 2. 

q1* q2*
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Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Απεικονίζοντας τις συναρτήσεις φόρτου – χρόνου διαδροµής στο ίδιο διάγραµµα 
έχουµε την δυνατότητα να κατασκευάσουµε µια σύνθετη συνάρτηση χρόνου 
διαδροµής – συνολικών µετακινήσεων µεταξύ Α και Β , (πράσινη γραµµή) που 
κατασκευάζεται  αθροίζοντας οριζόντια τις δύο επιµέρους καµπύλες.   Με αυτό τον 
τρόπο για κάθε τιµή του χρόνου διαδροµής, οι µετακινήσεις µεταξύ του Α και του Β 
είναι το άθροισµα των µετακινήσεων που χρησιµοποιούν τις επιµέρους διαδροµές. 
Έτσι όταν αυτή η καµπύλη κατασκευάζεται από τις συνολικές µετακινήσεις είναι 
δυνατόν να υπολογίσουµε γραφικά τον φόρτο κάθε διαδροµής

q1

⇒ q2=Q-q1

Q

q1

q2

Πως όµως µπορούµε να 
υπολογίσουµε τους 
φόρτους ισορροπίας σε ένα 
τέτοιο απλό παράδειγµα?

Q

tισορροπίας

ΣύνθετηΣύνθετη συνάρτηση χρόνου διαδροµής συνάρτηση χρόνου διαδροµής –– συνολικών µετακινήσεων συνολικών µετακινήσεων 
του οδικού δικτύου.του οδικού δικτύου.

ΚαταµερισµόςΚαταµερισµός ισορροπίας ισορροπίας -- σχέσεις µεταξύ σχέσεις µεταξύ χρόνων/φόρτωνχρόνων/φόρτων στους στους 
συνδέσµους και συνδέσµους και χρόνων/φόρτωνχρόνων/φόρτων κατά µήκος διαδροµώνκατά µήκος διαδροµών

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

srktc
a

rs
kaa

rs
k ,,. , ∀=∑ δ

∆ιαδροµή µεταξύ δύο κόµβων είναι µια διαδοχική σειρά συνδέσµων που συνδέει τους 
δύο κόµβους. Ο χρόνος διαδροµής κατά µήκος µιας διαδροµής είναι εποµένως το 
άθροισµα των χρόνων διαδροµής όλων των συνδέσµων που αποτελούν την 
συγκεκριµένη διαδροµή.  

Ο χρόνος ck
rs κατά µήκος µια διαδροµής k που συνδέει το ζεύγος Π-Π r-s,

υπολογίζεται από τους χρόνους διαδροµής των συνδέσµων του δικτύου, 
χρησιµοποιώντας την σχέση:    

at





=rs
ka ,δ

ο χρόνος διαδροµής στον σύνδεσµο α, και

1 εάν ο σύνδεσµος α αποτελεί τµήµα της διαδροµής k

0 σε όλες τις άλλες περιπτώσεις      
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ΚαταµερισµόςΚαταµερισµός ισορροπίας ισορροπίας -- σχέσεις µεταξύ σχέσεις µεταξύ χρόνων/φόρτωνχρόνων/φόρτων στους στους 
συνδέσµους και συνδέσµους και χρόνων/φόρτωνχρόνων/φόρτων κατά µήκος διαδροµώνκατά µήκος διαδροµών

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

afx
r s k

rs
ka

rs
ka ∀=∑∑∑ ,.δ

Αντίστοιχα, ένας σύνδεσµος µπορεί να αποτελεί τµήµα πολλών διαφορετικών 
διαδροµών. Ο αριθµός των οχηµάτων xa που διέρχονται από ένα συγκεκριµένο 
σύνδεσµο, a, είναι ίσος µε το άθροισµα των οχηµάτων που ακολουθούν κάθε µια από 
εκείνες τις διαδροµές, τµήµα των οποίων αποτελεί ο σύνδεσµος a. Εποµένως 
χρησιµοποιώντας τον δείκτη          , µπορούµε να εκφράσουµε τον φόρτο ενός 
συνδέσµου µε την ακόλουθη σχέση:

rs
k

f

rs
ka ,δ

ο φόρτος της διαδροµής k, δηλ, ο αριθµός των οχηµάτων που 
ακολουθούν την διαδροµή k που συνδέει το ζεύγος Π-Π r-s. Εποµένως

xa ο φόρτος στην σύνδεσµο, a

srqf
k

rs
rs

k ,∀=∑
όπου qrs ο αριθµός των οχηµάτων που κινούνται από τη ζώνη r στη ζώνη s.

ΚαταµερισµόςΚαταµερισµός ισορροπίας ισορροπίας -- σχέσεις µεταξύ σχέσεις µεταξύ χρόνων/φόρτωνχρόνων/φόρτων στους στους 
συνδέσµους και συνδέσµους και χρόνων/φόρτωνχρόνων/φόρτων κατά µήκος διαδροµώνκατά µήκος διαδροµών

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

24
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24
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24
1,3

24
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14
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14
1,33 . δδδδδ fffffx

r s k
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k

rs
k +++==∑∑∑

14
1,44

14
1,33

14
1,22

14
1,11

14
1,

14
1 ..... δδδδδ tttttc

a
aa +++==∑

1

3 4

2

1
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3

4

1

3 4

1

3 4

3 4

2

3 4

2

∆ιαδροµή 1,  1-4

∆ιαδροµή 2,  1-4

∆ιαδροµή 1,  2-4

∆ιαδροµή 2,  2-4

4
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k qfff 24
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24
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ΚαταµερισµόςΚαταµερισµός ισορροπίας ισορροπίας -- σχέσεις µεταξύ σχέσεις µεταξύ χρόνων/φόρτωνχρόνων/φόρτων στους στους 
συνδέσµους και συνδέσµους και χρόνων/φόρτωνχρόνων/φόρτων κατά µήκος διαδροµώνκατά µήκος διαδροµών

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

∈∀ mn,

Εάν στην κατάσταση ισορροπίαςστην κατάσταση ισορροπίας ορίσουµε ως Krs το σύνολο των διαδροµών που 
χρησιµοποιούνται από τα οχήµατα µε ζώνη προέλευσης την r και ζώνη προορισµού 
την s, και Urs το σύνολο των διαδροµών που συνδέουν την ζώνη r µε την ζώνη s
αλλά δεν χρησιµοποιούνται από τα οχήµατα που κινούνται από την ζώνη r στην 
ζώνη s, τότε ισχύουν οι σχέσεις:

rs
u

rs
m

rs
n ccc <= Krs Urs∈uκαι

srkxtc
a

rs
kaaa

rs
k ,,).( , ∀=∑ δ

όπου:

srqf
k

rs
rs

k ,∀=∑ srkf rs
k ,,0 ∀≥

υπό τις συνθήκες

afx
r s k

rs
ka

rs
ka ∀=∑∑∑ ,.δ

ΚαταµερισµόςΚαταµερισµός ισορροπίας ισορροπίας -- σχέσεις µεταξύ σχέσεις µεταξύ χρόνων/φόρτωνχρόνων/φόρτων στους στους 
συνδέσµους και συνδέσµους και χρόνων/φόρτωνχρόνων/φόρτων κατά µήκος διαδροµώνκατά µήκος διαδροµών

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Εποµένως για να υπολογίσουµε τους φόρτους της κατάστασης ισορροπίας, σε 
σχετικά απλές µορφές δικτύων (όπου είναι δυνατό να προσδιορίσουµε όλες τις 
διαδροµές που συνδέουν το κάθε ζεύγος Π-Π,) κατ’ αρχάς εκφράζουµε τους χρόνους 
διαδροµής σαν συνάρτηση των φόρτων των συνδέσµων :

srkxtc
a

rs
kaaa

rs
k ,,).( , ∀=∑ δ

Στην συνέχεια αναπτύσσουµε ένα σύστηµα εξισώσεων που εκφράζουν 

a. τήν συνθήκη ισορροπίας του δικτύου, δηλ. ότι οι χρόνοι διαδροµές σε
όλες τις διαδροµές που χρησιµοποιούνται είναι ίσοι, και 

b. την συνθήκη διατήρησης του φόρτου στους κόµβους, δηλ. ότι το 
σύνολο των οχηµάτων που εισέρχονται σε ένα κόµβου είναι ίσο µε το 
σύνολο των οχηµάτων που εξέρχονται από τον κόµβο.  
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ΠαράδειγµαΠαράδειγµα: Καταµερισµός ισορροπίας: Καταµερισµός ισορροπίας

a c

b

( ) 111 35 xxt +=

( ) 222 30 xxt +=

( ) 533 =xt

ραοχ ώqbc /100=

ραχ ώoqbc /100=⇒

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Στο δίκτυο που συνδέει 
τους κόµβους a,b,c, 
δίδονται οι συναρτήσεις 
χρόνου διαδροµής –
φόρτου  και η ζήτηση για 
µετακίνηση qbc µεταξύ b 
και c.  

Να υπολογισθούν οι 
φόρτοι ισορροπίας στο 
δίκτυο

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ijT
mx

nx

kx

mknij xxxT +=+

Για την επίλυση του προβλήµατος θα πρέπει να λάβουµε υπόψη:

1) στην κατάσταση ισορροπίας οι χρόνοι µετακίνησης στις 
εναλλακτικές διαδροµές που χρησιµοποιούνται θα πρέπει να είναι ίσοι

2) σε κάθε κόµβο θα πρέπει να ισχύει η συνθήκη συνθήκη 
διατήρησης των φόρτωνδιατήρησης των φόρτων, δηλ. ο αριθµός των 
οχηµάτων που εισέρχονται σε ένα κόµβο θα πρέπει να 
είναι ίσος µε τον αριθµό των οχηµάτων που εξέρχονται 
από τον κόµβο. 
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31221   , ttCtC bcbc +==

10032

31

==+

=

bcqxx
xx

a c

b

Οι χρόνοι κατά µήκος των διαδροµών που επιλέγονται, 
είναι συνάρτηση των χρόνων των συνδέσµων που 
αποτελούν την διαδροµής: 

t1

t2
t3

Από συνθήκες διατήρησης του φόρτου:οχ100=bcq

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Ζεύγος Π – Π : [ b , c ]

∆ύο διαδροµές :

(1)  :   σύνδεσµος  2

(2)  :   σύνδεσµος 3, σύνδεσµος 1

10
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2804)100.(3103053530
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xx
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b

Στην κατάσταση ισορροπίας οι 
χρόνοι σε όλες τις διαδροµές που 
χρησιµοποιούνται είναι ίσοι

( ) 222 30 xxt +=

( ) 533 =xt

ΓιαΓια γενικές µορφές δικτύων και µη γραµµικές σχέσεις χρόνου διαδροµήγενικές µορφές δικτύων και µη γραµµικές σχέσεις χρόνου διαδροµής ς ––
φόρτου, είναι πολύ δύσκολο να επιλυθεί το πρόβληµα. Ειδικοί αλγόφόρτου, είναι πολύ δύσκολο να επιλυθεί το πρόβληµα. Ειδικοί αλγόριθµοι θα ριθµοι θα 
πρέπει να εφαρµοσθούνπρέπει να εφαρµοσθούν..

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

⇒
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ΑλγόριθµοιΑλγόριθµοι επίλυσης του επίλυσης του 
καταµερισµού ισορροπίαςκαταµερισµού ισορροπίας

Αναλυτική επίλυση του προβλήµατος του καταµερισµού ισορροπίας, λύνοντας ένα 
σύστηµα εξισώσεων που εκφράζουν τις συνθήκες ισορροπίας και διατήρησης του 
φόρτου, δεν είναι εφικτή για δίκτυα µε µεγάλο αριθµό κόµβων και συνδέσµων. Οι 
µέθοδοι επίλυσης του προβλήµατος χωρίζονται σε δύο βασικές κατηγορίες: 

Προσεγγιστικές µέθοδοι, που δεν συγκλίνουν απαραίτητα στην κατάσταση 
ισορροπίας, και περιλαµβάνουν τους αλγόριθµους

καταµερισµού µε περιορισµό χωρητικότητας
τµηµατικής φόρτισης του δικτύου

Μέθοδοι µαθηµατικής επίλυσης, που συγκλίνουν προς την κατάσταση 
ισορροπίας εκ των οποίων αυτή που εφαρµόζεται ευρέως είναι  

η µέθοδος του ισοδύναµου προγράµµατος βελτιστοποίησης.

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Βήµα 1 : Εφαρµογή καταµερισµού «όλα ή τίποτα» µε βάση 
τους χρόνους ελεύθερης ροής. Ο καταµερισµός έχει σαν 
αποτέλεσµα το σύνολο των φόρτων σε όλους τους 
συνδέσµους του δικτύου

Βήµα 2 : Ενηµέρωση των χρόνων διαδροµής όλων των 
συνδέσµων µε βάση τους φόρτους που υπολογίσθηκαν στο 
προηγούµενο στάδιο.  Update travel times on links based on 
the flows

Βήµα 3 : Καταµερισµός όλων των µετακινήσεων  στο δίκτυο 
χρησιµοποιώντας τους χρόνους διαδροµής που 
ενηµερώθηκαν στο βήµα 2. Ο καταµερισµός υπολογίζει ένα 
νέο σύνολο φόρτων

Βήµα 4 : Εάν οι φόρτοι είναι παρόµοιοι µε τους φόρτους της 
προηγούµενης επανάληψης, ο καταµερισµός έχει φθάσει στην 
κατάσταση ισορροπίας. Εάν όχι πήγαινε στο βήµα 2. 

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΑλγόριθµόςΑλγόριθµός καταµερισµού µε περιορισµό χωρητικότηταςκαταµερισµού µε περιορισµό χωρητικότητας
(αρχική προσέγγιση)(αρχική προσέγγιση)

Αλγορ. περιορισµού χωρητικότητας  
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ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
ΑλγόριθµόςΑλγόριθµός καταµερισµού µε περιορισµό χωρητικότηταςκαταµερισµού µε περιορισµό χωρητικότητας

Ο αλγόριθµος που περιγράφηκε συνήθως δεν συγκλίνει σε µια 
κατάσταση ισορροπίας. Οι φόρτοι που υπολογίζονται σε κάθε 
επανάληψη  µετακινούνται µεταξύ εναλλακτικών διαδροµών 
εµφανίζοντας µια περιοδικότητα.

Για να ξεπεράσουµε αυτό το πρόβληµα ο αλγόριθµος τροποποιείται 
έτσι ώστε αντί να χρησιµοποιούµε σε κάθε επανάληψη τους 
χρόνους διαδροµής που υπολογίσθηκαν στην προηγούµενη 
επανάληψη, χρησιµοποιείται ένας σταθµισµένος µέσος όρος των 
χρόνων που υπολογίσθηκαν στις δύο προηγούµενες επαναλήψεις. 

Τα βάρη που χρησιµοποιούνται είναι 0,75 και 0,25 όπως 
περιγράφεται στον τροποποιηµένο αλγόριθµο που παρουσιάζεται 
στην συνέχεια

Σύγκλιση σε κατάσταση ισορροπίας δεν εγγυάται και ο αλγόριθµος 
τερµατίζει µετά από προκαθορισµένο αριθµό επαναλήψεων. 

Αλγορ. περιορισµού χωρητικότητας  

ΒήµαΒήµα 0:0: Έναρξη
Εφαρµογή της µεθόδου καταµερισµού «Όλα ή Τίποτα» µε βάση τους χρόνους 
διαδροµής ta

0=ta(0) για κάθε σύνδεσµο a. Ο καταµερισµός έχει σαν 
αποτέλεσµα τους φόρτους σε όλους τους συνδέσµους {xa

0}.
Έναρξη αρίθµησης επαναλήψεων, n=1

ΒήµαΒήµα 1:1: Ενηµέρωση :

τa
n = ta(xa

n-1) για κάθε σύνδεσµο a. 

ΒήµαΒήµα 22:: Οµαλοποίηση :

ta
n = 0,75.ta

n-1 + 0,25.τa
n για κάθε σύνδεσµο a. 

ΒήµαΒήµα 33:: Φόρτιση δικτύου :
Καταµερισµός όλων των µετακινήσεων µε την µέθοδο «Όλα η τίποτα» µε βάση 

τους χρόνους διαδροµής των συνδέσµων {ta
n }. O καταµερισµός έχει σαν 

αποτέλεσµα τους φόρτους σε όλους τους συνδέσµους {xa
n}.

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΑλγόριθµόςΑλγόριθµός καταµερισµού µε περιορισµό χωρητικότηταςκαταµερισµού µε περιορισµό χωρητικότητας

Αλγορ. περιορισµού χωρητικότητας  
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ΒήµαΒήµα 44:: Κανόνας τερµατισµού
Εάν n = N (N είναι ο µέγιστος αριθµός επαναλήψεων) πήγαινε το βήµα 5. 
Αλλιώς n = n+1 και και πήγαινε στο βήµα 1.

ΒήµαΒήµα 55:: Υπολογισµός µέσων όρων.

{ xa* } είναι οι φόρτοι των συνδέσµων στην κατάσταση ισορροπίας.

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΑλγόριθµόςΑλγόριθµός καταµερισµού µε περιορισµό χωρητικότηταςκαταµερισµού µε περιορισµό χωρητικότητας

axx n
aa ∀= ∑ =
−3

0
*

4
1

κ
κ

Αλγορ. περιορισµού χωρητικότητας  

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα: εφαρµογή της µεθόδου καταµερισµού µε : εφαρµογή της µεθόδου καταµερισµού µε 
περιορισµό χωρητικότηταςπεριορισµό χωρητικότητας

σύνδεσµος 1
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ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

σύνδεσµος 2

σύνδεσµος 3

Αλγορ. περιορισµού χωρητικότητας  
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ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

t1
0 = 10 t2

0 = 20 t3
0 = 25

x1
0 = 10 x2

0 = 0 x3
0 = 0

τ1
1 = 947,5 τ2

1 = 20 τ3
1 = 25

t1
1 = 244,4 t2

1 = 20 t3
1 = 25

x1
1 = 0 x2

1 = 10 x3
1 = 0

τ1
2 = 10 τ2

2 = 137,2 τ3
2 = 25

t1
2 = 185,8 t2

2 = 49,3 t3
2 = 25

x1
2 = 0 x2

2 = 0 x3
2 = 10

τ1
3 = 10 τ2

3 = 20 τ3
3 = 488

t1
3 = 141,8 t2

3 = 41,97 t3
3 = 140,7

x1
3 = 0 x2

3 = 10 x3
3 = 0

τ1
4 = 10 τ2

4 = 137,2 τ3
4 = 25

t1
4 = 108,9 t2

4 = 65,78 t3
4 = 111,8

x1
4 = 0 x2

4 = 10 x3
4 = 0

τ1
5 = 10 τ2

5 = 137,2 τ3
5 = 25

t1
5 = 84,16 t2

5 = 83,63 t3
5 = 90,1

x1
5 = 0 x2

5 = 10 x3
5 = 0

Αλγορ. περιορισµού χωρητικότητας  

Εφαρµογή του αλγόριθµου περιορισµού χωρητικότητας : επανάληψη 0 – 5 

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

τ1
6 = 10 τ2

6 = 137,2 τ3
6 = 25

t1
6 = 65,62 t2

6 = 97,02 t3
6 = 73,83

x1
6 = 10 x2

6 = 0 x3
6 = 0

τ1
7 = 947,5 τ2

7 = 20 τ3
7 = 25

t1
7 = 286,1 t2

7 = 77,76 t3
7 = 61,62

x1
7 = 0 x2

7 = 0 x3
7 = 10

τ1
8 = 10 τ2

8 = 20 τ2
8 = 488

t1
8 = 217,1 t2

8 = 63,32 t3
8 = 168,2

x1
8 = 0 x2

8 = 10 x3
8 = 0

τ1
9 = 10 τ2

9 = 137,2 τ3
9 = 25

t1
9 = 165,3 t2

9 = 81,79 t3
9 = 132,4

x1
9 = 0 x2

9 = 10 x3
9 = 0

τ1
10 = 10 τ2

10 = 137,2 τ3
10 = 25

t1
10 = 126,5 t2

10 = 95,64 t3
10 = 105,6

x1
10 = 0 x2

10 = 10 x3
10 = 0

Αλγορ. περιορισµού χωρητικότητας  

Εφαρµογή του αλγόριθµου περιορισµού χωρητικότητας : επανάληψη 6 – 10 
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ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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Για εφαρµογή του αλγορίθµου για 10 επαναλήψεις, δηλ. n=10

Μετά από 10 επαναλήψεις οι φόρτοι 
δεν συγκλίνουν προς µια 
κατάσταση ισορροπίας

Αλγορ. περιορισµού χωρητικότητας  

ΒήµαΒήµα 0:0: προκαταρτικά
∆ιαίρεσε τον αριθµό των µετακινήσεων µεταξύ κάθε ζεύγους Π-Π σε Ν ίσα 
µερίδια (Tijn = Tij/N)
n = 1 και xα0 = 0 ∀ α. 

ΒήµαΒήµα 1:1: Ενηµέρωση

ta
n = ta(xa

n-1) ∀ α.

ΒήµαΒήµα 2:2: Τµηµατική φόρτιση 

Εφαρµογή καταµερισµού «όλα ή τίποτα» µε βάση τους χρόνους  ta
n 

αλλά χρησιµοποιώντας τις µετακινήσεις Tijn για κάθε ζεύγος Π – Π i,j. O 
καταµερισµός αυτός υπολογίζει τους φόρτους { wa

n }

Αλγόριθµος τµηµατικής φόρτισης  ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΑλγόριθµόςΑλγόριθµός καταµερισµού µε τµηµατική φόρτισηκαταµερισµού µε τµηµατική φόρτιση
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ΒήµαΒήµα 3:3: Άθροιση του φόρτου

xa
n = xa

n-1  + wa
n ∀ α.

ΒήµαΒήµα 4:4: Κανόνας τερµατισµού 

Εάν n=N, o αλγόριθµος τερµατίζει, και οι φόρτοι ισορροπίας είναι οι 
τελευταίοι φόρτοι xa

n που υπολογίσθηκαν, αλλιώς n=n+1 και πήγαινε 
στο βήµα 1. 

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΑλγόριθµόςΑλγόριθµός καταµερισµού µε τµηµατική φόρτισηκαταµερισµού µε τµηµατική φόρτιση

Αλγόριθµος τµηµατικής φόρτισης  

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα: εφαρµογή της µεθόδου καταµερισµού µε : εφαρµογή της µεθόδου καταµερισµού µε 
τµηµατική φόρτισητµηµατική φόρτιση
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ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

σύνδεσµος 2

σύνδεσµος 3

Αλγόριθµος τµηµατικής φόρτισης  

Θεωρούµε ότι Ν=10, εποµένως σε 
κάθε τµηµατική φόρτιση 
χρησιµοποιείται το 10% της 
συνολικής ζήτησης: 10x10%=1



34

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ : Αλγόριθµος τµηµατικής φόρτισης  

t1
0 = 10 t2

0 = 20 t3
0 = 25

x1
0 = 1 x2
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0 = 0

t1
1 = 10,09 t2

1 = 20 t3
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x1
5 = 4 x2

5 = 2 x3
5 = 0

Εφαρµογή του αλγόριθµου τµηµατικής φόρτισης : επανάληψη 0 – 5 

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ : Αλγόριθµος τµηµατικής φόρτισης  

t1
6 = 34 t2

6 = 20,188 t3
6 = 25

w1
6 = 0 w2

6 = 1 w3
6 = 0

x1
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6 = 3 x3
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∆εν υπάρχει σύγκλιση προς την κατάσταση ισορροπίας

Εφαρµογή του αλγόριθµου τµηµατικής φόρτισης : επανάληψη 6 – 10 
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ωω dtz
a

x
a

a )()x(min
0∑∫=

α : σύνδεσµος του δικτύου
tα : συνάρτηση χρόνου διαδροµής του συνδέσµου i
ω : η µεταβλητή του προβλήµατος βελτιστοποίησης    

(δηλ. ο κυκλοφοριακός φόρτος του συνδέσµου) 
xa : η βέλτιστη τιµή της µεταβλητής 

(δηλ. ο κυκλοφοριακός φόρτος ισορροπίας στον 
σύνδεσµο a)

ΤοΤο ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησηςισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης
(Beckman et al. 1956)

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΠροτυποποίησηΠροτυποποίηση του καταµερισµού ισορροπίαςτου καταµερισµού ισορροπίας σαν ένασαν ένα
ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησηςισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης

ωω dtz
a

x
a

a )()x(min
0∑∫=

Ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησηςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΠροτυποποίησηΠροτυποποίηση του καταµερισµού ισορροπίαςτου καταµερισµού ισορροπίας σαν ένασαν ένα
ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησηςισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης
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Αυτό το πρόβληµα ισοδυναµεί µε την 
ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος των 
εµβαδών κάτω από τις καµπύλες των 
συναρτήσεων χρόνου – φόρτου για 
όλους τους συνδέσµους του δικτύου 

Υπό τους περιορισµούς
srqf

k
rs

rs
k ,∀=∑

srkf rs
k ,,0 ∀≥

afx
r s k

rs
ka

rs
ka ∀=∑∑∑ ,.δ

Όπως ορίσθηκαν από τις σχέσεις 
µεταξύ φόρτων στους συνδέσµους (xα) 
και φόρτων κατά µήκος των διαδροµών
(fk

rs).
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ΒήµαΒήµα 0:0: Έναρξη
Εφαρµογή της µεθόδου καταµερισµού «Όλα ή Τίποτα» µε βάση τους χρόνους 
διαδροµής ta

0=ta(0) για κάθε σύνδεσµο a. Ο καταµερισµός έχει σαν 
αποτέλεσµα τους φόρτους σε όλους τους συνδέσµους {xa

1}.
Έναρξη αρίθµησης επαναλήψεων, n=1

ΒήµαΒήµα 1:1: Ενηµέρωση :

ta
n = ta(xa

n) για κάθε σύνδεσµο a. 

ΒήµαΒήµα 2:2: Προσδιορισµός κατεύθυνσης που ελαχιστοποιεί την συνάρτηση 
βελτιστοποίησης

Εφαρµογή της µεθόδου καταµερισµού «Όλα ή Τίποτα» µε βάση τους χρόνους 
διαδροµής ta

n . O καταµερισµός έχει σαν αποτέλεσµα τους «βοηθητικούς» 
φόρτους σε όλους τους συνδέσµους {ya

1}.

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΑλγόριθµόςΑλγόριθµός επίλυσης του ισοδύναµου προγράµµατος επίλυσης του ισοδύναµου προγράµµατος 
βελτιστοποίησηςβελτιστοποίησης

Ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης

ΒήµαΒήµα 33:: Υπολογισµός του βήµατος προσέγγισης κατά την βέλτιστη 
κατεύθυνση. 

Εύρεση της τιµής του λ που επιλύει το πρόβληµα

ΒήµαΒήµα 44:: Προσέγγιση

xa
n+1 = xa

n + λn ( ya
n – xa

n ) ,   ∀ α.

ΒήµαΒήµα 55:: Τέστ σύγκλισης. 
Εάν το κριτήριο σύγκλισης ικανοποιείται, ο αλγόριθµος τερµατίζει και οι φόρτοι 
ισορροπίας είναι οι τελευταίοι φόρτοι που υπολογίσθηκαν { xan+1 }, αλλιώς 
n=n+1 και πήγαινε στο βήµα 1. 

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ωω
λ

λ
dt

a

xyx
a

n
a

n
a

n
a )(min

)(

010 ∑∫
−+

≤≤

Ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης

ΑλγόριθµόςΑλγόριθµός επίλυσης του ισοδύναµου προγράµµατος επίλυσης του ισοδύναµου προγράµµατος 
βελτιστοποίησηςβελτιστοποίησης
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ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΕπίλυσηΕπίλυση του καταµερισµού σαν ισοδύναµο πρόγραµµα του καταµερισµού σαν ισοδύναµο πρόγραµµα 
βελτιστοποίησηςβελτιστοποίησης

ωω
λ

λ
dt

a

xyx
a

n
a

n
a

n
a )(min

)(

010 ∑∫
−+

≤≤

Οι µέθοδοι καταµερισµού µε περιορισµό χωρητικότητας και τµηµατικού
καταµερισµού δίνουν λύσεις που προσεγγίζουν την κατάσταση 
ισορροπίας. Πολλές φορές τα αποτελέσµατα δεν είναι όµως 
ικανοποιητικά, αλλά αποτελούσαν τις πλέον καθιερωµένες µεθόδους 
µέχρι τα µέσα της δεκαετίας του 70 οπότε επιλύθηκε µαθηµατικά το
πρόβληµα του ισοδύναµου προγράµµατος βελτιστοποίησης και 
αναπτύχθηκαν τα πρώτα προγράµµατα Η/Υ.  

Η προτυποποίηση του προβλήµατος σαν ένα ισοδύναµο πρόβληµα 
βελτιστοποίησης εγγυάται την επίλυση του προβλήµατος του 
καταµερισµού ισορροπίας. Αποτελεί όµως ένα πολύ πιο δύσκολο 
πρόβληµα.  

Ένα από τα δυσκολότερα προβλήµατα στον αλγόριθµο που 
περιγράφηκε είναι ο προσδιορισµός των τιµών της παραµέτρου λ µε 
επίλυση του προγράµµατος ελαχιστοποίησης:

Ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

n
nn ή

n
−== 21 λλ

Έχει πειραµατικά αποδειχθεί ότι µια καλή προσέγγιση του λ που έχει 
συνήθως ικανοποιητικά αποτελέσµατα δίδεται από τις σχέσεις

Ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης

Με την χρήση µιας από αυτές τις τιµές του συντελεστή λ, ο αλγόριθµος 
επίλυσης του ισοδύναµου προγράµµατος βελτιστοποίησης 
απλοποιείται  ουσιαστικά.

Στο παράδειγµα που ακολουθεί χρησιµοποιούµε την τιµή
nn
1

=λ
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ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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Ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης
ΠαράδειγµαΠαράδειγµα εφαρµογής του αλγόριθµου επίλυσης του ισοδύναµου εφαρµογής του αλγόριθµου επίλυσης του ισοδύναµου 
προγράµµατος βελτιστοποίησης µε λ=1/ν προγράµµατος βελτιστοποίησης µε λ=1/ν 

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

))
3

(15.01(25))
4

(15.01(20))
2

(15.01(10 43
3

42
2

41
1

x
txtxt +=+=+=

⇒










=−+=

=−+=

=−+=

⇒

















=

=

=

⇒










=

=

=

33,3)010(*)3/1(0

33,3)50(*)3/1(5

33,3)50(*)3/1(5

10

0

0

25)0(

3,27)5(

6,68)5(

4
3

4
2

4
1

3
3

3
2

3
1

3
3

3
2

3
1

x

x

x

y

y

y

t

t

t

Αλγόριθµος τµηµατικής φόρτισης  










=−+=

=−+=

=−+=

⇒

















=

=

=

⇒










=

=

=

5,2)33,30(*)4/1(33,3

5)33,310(*)4/1(33,3

5,2)33,30(*)4/1(33,3

0

10

0

72,30)33,3(

44,21)33,3(

57,21)33,3(

5
3

5
2

5
1

4
3

4
2

4
1

4
3

4
2

4
1

x

x

x

y

y

y

t

t

t

⇒










=−+=

=−+=

=−+=

⇒

















=

=

=

⇒










=

=

=

2)5,20(*)5/1(5,2

4)50(*)5/1(5

4)5,210(*)5/1(5,2

0

0

10

81,26)5,2(

32,27)5(

66,13)5,2(

6
3

6
2

6
1

5
3

5
2

5
1

5
3

5
2

5
1

x

x

x

y

y

y

t

t

t

. . . . . . . . . . . .



40

Επανά
ληψη 

(n)
λ

0 0,000 t1
n = 10 t2

n = 20 t3
n = 25

0 0,000 x1
n = 10 x2

n = 0 x3
n = 0

1 1,000 t1
n = 947,5 t2

n = 20 t3
n = 25

1 1,000 y1
n = 0 y2

n = 10 y3
n = 0

1 1,000 x1
n+1 = 0 x2

n+1 = 10 x3
n+1 = 0

2 0,500 t1
n = 10 t2

n = 137,188 t3
n = 25

2 0,500 y1
n = 10 y2

n = 0 y3
n = 0

2 0,500 x1
n+1 = 5 x2

n+1 = 5 x3
n+1 = 0

3 0,333 t1
n = 68,59 t2

n = 27,3242 t3
n = 25

3 0,333 y1
n = 0 y2

n = 0 y3
n = 10

3 0,333 x1
n+1 = 3,333 x2

n+1 = 3,33333 x3
n+1 = 3,3333

4 0,250 t1
n = 21,57 t2

n = 21,4468 t3
n = 30,716

4 0,250 y1
n = 0 y2

n = 10 y3
n = 0

4 0,250 x1
n+1 = 2,5 x2

n+1 = 5 x3
n+1 = 2,5

5 0,200 t1
n = 13,66 t2

n = 27,3242 t3
n = 26,808

5 0,200 y1
n = 10 y2

n = 0 y3
n = 0

5 0,200 x1
n+1 = 4 x2

n+1 = 4 x3
n+1 = 2

6 0,167 t1
n = 34 t2

n = 23 t3
n = 25,741

6 0,167 y1
n = 0 y2

n = 10 y3
n = 0

6 0,167 x1
n+1 = 3,333 x2

n+1 = 5 x3
n+1 = 1,6667

7 0,143 t1
n = 21,57 t2

n = 27,3242 t3
n = 25,357

7 0,143 y1
n = 10 y2

n = 0 y3
n = 0

7 0,143 x1
n+1 = 4,286 x2

n+1 = 4,28571 x3
n+1 = 1,4286

σύνδεσµος 1 σύνδεσµος 2 σύνδεσµος 3

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ : Ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης

Εφαρµογή του 
αλγόριθµου 
του ισοδύναµου 
προβλήµατος 
βελτιστοποίησης : 

επανάληψη 0 – 7 

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ : Ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης

Επανά
ληψη 

(n)
λ

8 0,125 t1
n = 41,63 t2

n = 23,9534 t3
n = 25,193

8 0,125 y1
n = 0 y2

n = 10 y3
n = 0

8 0,125 x1
n+1 = 3,75 x2

n+1 = 5 x3
n+1 = 1,25

9 0,111 t1
n = 28,54 t2

n = 27,3242 t3
n = 25,113

9 0,111 y1
n = 0 y2

n = 0 y3
n = 10

9 0,111 x1
n+1 = 3,333 x2

n+1 = 4,44444 x3
n+1 = 2,2222

10 0,100 t1
n = 21,57 t2

n = 24,5725 t3
n = 26,129

10 0,100 y1
n = 10 y2

n = 0 y3
n = 0

10 0,100 x1
n+1 = 4 x2

n+1 = 4 x3
n+1 = 2

11 0,091 t1
n = 34 t2

n = 23 t3
n = 25,741

11 0,091 y1
n = 0 y2

n = 10 y3
n = 0

11 0,091 x1
n+1 = 3,636 x2

n+1 = 4,54545 x3
n+1 = 1,8182

12 0,083 t1
n = 26,39 t2

n = 25,0025 t3
n = 25,506

12 0,083 y1
n = 0 y2

n = 10 y3
n = 0

12 0,083 x1
n+1 = 3,333 x2

n+1 = 5 x3
n+1 = 1,6667

13 0,077 t1
n = 21,57 t2

n = 27,3242 t3
n = 25,357

13 0,077 y1
n = 10 y2

n = 0 y3
n = 0

13 0,077 x1
n+1 = 3,846 x2

n+1 = 4,61538 x3
n+1 = 1,5385

14 0,071 t1
n = 30,52 t2

n = 25,3176 t3
n = 25,259

14 0,071 y1
n = 0 y2

n = 0 y3
n = 10

14 0,071 x1
n+1 = 3,571 x2

n+1 = 4,28571 x3
n+1 = 2,1429

σύνδεσµος 1 σύνδεσµος 2 σύνδεσµος 3

Εφαρµογή του 
αλγόριθµου 
του ισοδύναµου 
προβλήµατος 
βελτιστοποίησης : 

επανάληψη 8 – 14 
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ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ : Ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης
Επανά
ληψη 

(n)
λ

15 0,067 t1
n = 25,25 t2

n = 23,9534 t3
n = 25,976

15 0,067 y1
n = 0 y2

n = 10 y3
n = 0

15 0,067 x1
n+1 = 3,333 x2

n+1 = 4,66667 x3
n+1 = 2

16 0,063 t1
n = 21,57 t2

n = 25,5579 t3
n = 25,741

16 0,063 y1
n = 10 y2

n = 0 y3
n = 0

16 0,063 x1
n+1 = 3,75 x2

n+1 = 4,375 x3
n+1 = 1,875

17 0,059 t1
n = 28,54 t2

n = 24,2933 t3
n = 25,572

17 0,059 y1
n = 0 y2

n = 10 y3
n = 0

17 0,059 x1
n+1 = 3,529 x2

n+1 = 4,70588 x3
n+1 = 1,7647

18 0,056 t1
n = 24,55 t2

n = 25,7471 t3
n = 25,449

18 0,056 y1
n = 10 y2

n = 0 y3
n = 0

18 0,056 x1
n+1 = 3,889 x2

n+1 = 4,44444 x3
n+1 = 1,6667

19 0,053 t1
n = 31,44 t2

n = 24,5725 t3
n = 25,357

19 0,053 y1
n = 0 y2

n = 10 y3
n = 0

19 0,053 x1
n+1 = 3,684 x2

n+1 = 4,73684 x3
n+1 = 1,5789

20 0,050 t1
n = 27,27 t2

n = 25,8998 t3
n = 25,288

20 0,050 y1
n = 0 y2

n = 0 y3
n = 10

20 0,050 x1
n+1 = 3,5 x2

n+1 = 4,5 x3
n+1 = 2

21 0,048 t1
n = 24,07 t2

n = 24,8054 t3
n = 25,741

21 0,048 y1
n = 10 y2

n = 0 y3
n = 0

21 0,048 x1
n+1 = 3,81 x2

n+1 = 4,28571 x3
n+1 = 1,9048

σύνδεσµος 1 σύνδεσµος 2 σύνδεσµος 3

Κατάσταση
ισορροπίας

Εφαρµογή του 
αλγόριθµου 
του ισοδύναµου 
προβλήµατος 
βελτιστοποίησης : 

επανάληψη 8 – 14 

ΗΗ κατασκευή περισσότερων δρόµων δεν είναι κατασκευή περισσότερων δρόµων δεν είναι 
συνεπάγεται πάντα µείωση του χρόνου µετακίνησηςσυνεπάγεται πάντα µείωση του χρόνου µετακίνησης

το παράδοξο του το παράδοξο του BraessBraess

Το παράδοξο του Braess αποδεικνύει θεωρητικά πώς κάτω 
από ορισµένες συνθήκες η κατασκευή νέων οδικών τµηµάτων 
µπορεί τελικά να οδηγήσει σε αύξηση του συνολικού χρόνου 
µετακίνησης. 
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To To παράδοξοπαράδοξο τουτου ΒΒraessraess

∆ιαδροµή 1

∆ιαδροµή 2

κατάστασηκατάσταση ισορροπίαςισορροπίας

q = 6

t1 = 50+x1

t2 = 50+x2t3 = 10x3

t4 = 10x4

q = 6

x1=3 x4=3
q = 6q = 6

x2=3x3=3

1

23

4

∆ιαδροµή 1: 
83 min

∆ιαδροµή 2:
83 min

t1 = 53

t3 = 30 t2 = 53

t4 = 30

∆ιαδροµή 1

∆ιαδροµή 2

ΚατάστασηΚατάσταση ισορροπίαςισορροπίας

q = 6 q = 6

x1=2 x4=4
q = 6q = 6

x2=2x3=4

t5 = 10+x5

∆ιαδροµή 3

x5=2

To To παράδοξοπαράδοξο τουτου ΒΒraessraess

t1 = 50+x1

t2 = 50+x2t3 = 10x3

t4 = 10x4

∆ιαδροµή 1:
92 min

∆ιαδροµή 2:
92 min

∆ιαδροµή 3:
92 min

t1 = 52

t3 = 40
t2 = 52

t4 = 40

t5 = 12
t3 = 40

t4 = 40

Nέος
σύνδεσµος
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ΚριτικήΚριτική θεώρηση των στατικών ντετερµινιστικών θεώρηση των στατικών ντετερµινιστικών 
µοντέλων καταµερισµούµοντέλων καταµερισµού

Πλεονεκτήµατα: 
• αλγόριθµοι επίλυσηςαλγόριθµοι επίλυσης

υψηλή υπολογιστική απόδοση
• δυνατότητα επίλυσης µεγάλων δικτύωνδυνατότητα επίλυσης µεγάλων δικτύων

Μειονεκτήµατα: αφορούν τις παραδοχές της αρχής ισορροπίας των χρηστών που 
αποτελεί την βάση της τυποποίησης των στατικών µοντέλων

•• πλήρης γνώση κυκλοφοριακών συνθηκώνπλήρης γνώση κυκλοφοριακών συνθηκών
οι οδηγοί γνωρίζουν τους χρόνους διαδροµής κατά µήκος όλων των  
διαδροµών που ενώνουν τα σηµεία αρχής και τέλους του ταξιδιού τους

• οικονοµικά ορθολογική συµπεριφοράοικονοµικά ορθολογική συµπεριφορά
οι οδηγοί επιλέγουν την διαδροµή τους µε βάση αυστηρά κριτήρια 
οικονοµικού ορθολογισµού δηλ. ελαχιστοποίηση του χρόνου (κόστους)
διαδροµής

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΣτοχαστικόςΣτοχαστικός στατικός καταµερισµός στο δίκτυοστατικός καταµερισµός στο δίκτυο

Στατικά στοχαστικά µοντέλαΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :
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Πραγµατικός 
χρόνος

Αντιληπτός
χρόνος

232525∆ιαδροµή 3
22 2520∆ιαδροµή 2

212025∆ιαδροµή 1

Οδηγός
2

Οδηγός
1

Αντιληπτός
χρόνος

Πραγµατικός
χρόνος

Σφάλµα 
αντίληψης, ανάλυσης, 

πληροφόρησης
= +

0

0, 05

0, 1

0, 15

0, 2

0, 25

0, 3

0, 35

0, 4

-6 -4 -2 0 2 4 6

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ εφαρµογής στοχαστικού µοντέλου επιλογής διαδροµήςεφαρµογής στοχαστικού µοντέλου επιλογής διαδροµής

Λόγω ελλιπούς γνώσης των κυκλοφοριακών συνθηκών, οι µετακινούµενοι κάνουν 
υποθέσεις σχετικά µε τον χρόνο διαδροµής κατά µήκος των εναλλακτικών διαδροµών 
που οδηγούν στον προορισµό τους.  Ο χρόνος διαδροµής όπως τον αντιλαµβάνεται ο 
κάθε οδηγός είναι διαφορετικός από τον πραγµατικό χρόνο διαδροµής όπως τον µετρά 
ο αναλυτής. Έτσι ένα ντετερµινιστικό µοντέλο θα υπολόγιζε ότι και οι δύο οδηγοί θα 
χρησιµοποιήσουν την συντοµότερη διαδροµή 1. Όµως ο πρώτος οδηγός
αντιλαµβάνεται την διαδροµή 2 ως την συντοµότερη µεταξύ των τριών. 

A B

Στατικά στοχαστικά µοντέλαΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΗΗ αρχή της στοχαστικής ισορροπίας αρχή της στοχαστικής ισορροπίας 

Στην κατάσταση στοχαστικής ισορροπίας του δικτύου, κανένας Στην κατάσταση στοχαστικής ισορροπίας του δικτύου, κανένας 
χρήστης δεν χρήστης δεν πιστεύειπιστεύει ότι µπορεί να ελαττώσει τον χρόνο ότι µπορεί να ελαττώσει τον χρόνο 

διαδροµής του µε µια αλλαγή της διαδροµής του διαδροµής του µε µια αλλαγή της διαδροµής του 

Πλέον του χρόνου (κόστους) 
διαδροµής και άλλοι παράγοντες 

µπορεί να επηρεάζουν την επιλογή 
της διαδροµής

Κάθε οδηγός προσπαθεί να ελαχιστοποιήσει τον 
αντιληπτό χρόνο (κόστος) διαδροµής 

Κάθε χρήστης αντιλαµβάνεται  
διαφορετικά τον χρόνο που 
απαιτείται για να διανυθεί ένας 
σύνδεσµος του δικτύου

Αρχή στοχαστικής ισορροπίας χρηστών (Daganzo & Sheffi, 1977)  

Μη οικονοµικά ορθολογική 
συµπεριφορά

ελλιπής γνώση 
κυκλοφοριακών συνθηκών
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ΣτοχαστικήΣτοχαστική & κλασσική & κλασσική 
συνθήκη ισορροπίαςσυνθήκη ισορροπίας

Ο αντιληπτός χρόνος διαδροµής 
µπορεί να τυποποιηθεί σαν µια
τυχαία µεταβλητήτυχαία µεταβλητή κατανεµηµένη σε 
όλο τον πληθυσµό των οδηγών, µε
µέση τιµή ίση µε τον πραγµατικό µέση τιµή ίση µε τον πραγµατικό 
χρόνο διαδροµήςχρόνο διαδροµής

Η στοχαστική συνθήκη 
ισορροπίας αποτελεί
γενίκευσηγενίκευση της κλασσικής 
αρχής του Wardrop

Εάν η αντίληψη του 
χρόνου διαδροµής 
είναι ακριβής

φόρτοι
στοχαστικής 
ισορροπίας

φόρτοι
ντετερµινιστικής 
ισορροπίας

===>>

ΑντιληπτόςΑντιληπτός χρόνος διαδροµήςχρόνος διαδροµής

Ta = tta(qa) +εα

α : σύνδεσµος του δικτύου

Tα : αντιληπτός χρόνος (κόστος) διαδροµής του 
συνδέσµου α (τυχαία µεταβλητή)

qα : ο φόρτος του συνδέσµου α

tta(qa) : ο πραγµατικός χρόνου διαδροµής του συνδέσµου a
(που είναι συνάρτηση του φόρτου), Ε[Τα] = tta(qa) 

ε : τυχαία µεταβλητή που περιλαµβάνει τα σφάλµατα αντίληψης,
(που οφείλονται κυρίως στο γεγονός ότι οι οδηγοί δεν έχουν πληροφορία/
γνώση των κυκλοφοριακών συνθηκών σε όλο το δίκτυο) και άλλους µη   

δυνάµενους να προσδιορισθούν παράγοντες που επηρεάζουν
την επιλογή του οδηγού.     

Ο αντιληπτός χρόνος διαδροµής αναπαριστά τον χρόνο διαδροµής  
όπως τον αντιλαµβάνονται οι οδηγοί. Ο αντιληπτός χρόνος µπορεί να 
τυποποιηθεί σαν µια τυχαία µεταβλητήτυχαία µεταβλητή κατανεµηµένη σε όλο τον 
πληθυσµό των οδηγών, µε µέση τιµή ίση µε τον πραγµατικό χρόνο µέση τιµή ίση µε τον πραγµατικό χρόνο 
διαδροµήςδιαδροµής
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ΚατηγορίεςΚατηγορίες στατικών στοχαστικών µοντέλων στατικών στοχαστικών µοντέλων 
καταµερισµού καταµερισµού 

Στατικά ντετερµινιστικά µοντέλα ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

Όπως και στην περίπτωση των ντετερµινιστικών µοντέλων καταµερισµού, τα 
στατικά στοχαστικά µοντέλα χωρίζονται σε δύο βασικές κατηγορίες ανάλογα µε το 
αν θεωρούν ότι ο χρόνος διαδροµής σε ένα σύνδεσµο του δικτύου είναι 
συνάρτηση του κυκλοφοριακού φόρτου.

Καταµερισµός

« Στοχαστικής φόρτισης δικτύου »

που θεωρεί ότι ο χρόνος διαδροµής σε 
ένα σύνδεσµο είναι ανεξάρτητος του 

φόρτου που χρησιµοποιεί τον σύνδεσµο

Μέθοδος Burrel

Μέθοδος Dial.

Καταµερισµός

« Στοχαστικής  ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ »

που λαµβάνει υπόψη του την 
κυκλοφοριακή συµφόρηση και θεωρεί ότι 

ο χρόνος διαδροµής σε ένα σύνδεσµο 
εξαρτάται από τον φόρτο που χρησιµοποιεί 

τον σύνδεσµο.

Μέθοδος ισοδύναµου προβλήµατος 
βελτιστοποίησης

ΑλγόριθµοςΑλγόριθµος του του BurrelBurrel

Βασικές παραδοχές
Κάθε οδηγός επιλέγει την διαδροµή µε το µικρότερο κόστος
Κάθε οδηγός αντιλαµβάνεται το κόστος διαφορετικά
Το αντιληπτό κόστος σε κάθε σύνδεσµο του δικτύου ακολουθεί µια 
κατανοµή της οποίας η µέση τιµή είναι το πραγµατικό κόστος που 
µετράται κάτω από κανονικές συνθήκες
Οι κατανοµές κόστους των συνδέσµων είναι ανεξάρτητες µεταξύ 
τους 

Ο αλγόριθµος Burrel είναι στην ουσία ένα αλγόριθµος προσοµοίωσης
Για κάθε µετακίνηση ενός συγκεκριµένου ζεύγους Π-Π επιλέγονται 
από τις κατανοµές κόστους συγκεκριµένες τιµές που 
αντιπροσωπεύουν το κόστος κάθε συνδέσµου. Στην συνέχεια η 
µετακίνηση ακολουθεί την συντοµότερη διαδροµή
Η διαδικασία επαναλαµβάνεται για όλες τις µετακινήσεις στο δίκτυο
Συνήθως χρησιµοποιείται η κανονική, ή η ορθογωνική (οµοιόµορφη) 
κατανοµή
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ΠαράδειγµαΠαράδειγµα εφαρµογής του αλγόριθµου του εφαρµογής του αλγόριθµου του BurrelBurrel

Α

Β

Γ

∆

1
2

3
5

4

Το φάσµα τιµών του αντιληπτού χρόνου 
δίνεται στον ακόλουθο πίνακα:

725
1394
863
862

13101

Μέγιστος
αντιληπτός 

χρόνος
ti

max

Ελάχιστος
αντιληπτός 

χρόνος
ti

min

Σύνδεσµος

(i)

Να υπολογισθεί πως θα καταµερισθούν στο δίκτυο 6 
µετακινήσεις από τον κόµβο Α στον κόµβο Β

Ο αντιληπτός χρόνος διαδροµής σε 
κάθε σύνδεσµο του δικτύου 
ακολουθεί ορθογωνική/οµοιόµορφη
κατανοµή.

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα εφαρµογής του αλγόριθµου του εφαρµογής του αλγόριθµου του BurrelBurrel

.

)( minmaxmin
iii

ό
i ttRNDtt −×+=ςαντιληπτ

Από τα δεδοµένα του προβλήµατος προκύπτει ότι οι φόρτοι µπορούν να 
υπολογισθούν µε εφαρµογή του αλγόριθµου Burrel. 
Για τον υπολογισµό των φόρτων σε κάθε σύνδεσµο του δικτύου θα 
πρέπει να προσδιορισθεί η διαδροµή που ο κάθε µετακινούµενος 
αντιλαµβάνεται ως η συντοµότερη και την οποία εποµένως θα επιλέξει.
Για τον προσδιορισµό του αντιληπτού χρόνου κάθε διαδροµής, 
προσδιορίζεται κατ΄ αρχάς ο χρόνος διαδροµής του κάθε συνδέσµου 
όπως τον αντιλαµβάνεται ο κάθε µετακινούµενος.  
∆εδοµένου ότι  ο αντιληπτός χρόνος του κάθε συνδέσµου ακολουθεί 
οµοιόµορφη κατανοµή που ορίζεται από την µέγιστη και την ελάχιστη τιµή 
του, µια τυχαία τιµή του αντιληπτού χρόνου διαδροµής του συνδέσµου i, 
υπολογίζεται από την σχέση:

Όπου RND ένας τυχαίος αριθµός στο διάστηµα [0,1]
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ΠαράδειγµαΠαράδειγµα εφαρµογής του αλγόριθµου του εφαρµογής του αλγόριθµου του BurrelBurrel

∆ιαδροµή Ελάχιστος 
χρόνος

Μέγιστος 
χρόνος

Αντιληπτός 
χρόνος

(1) (2) (3) (4) (5) =
(2) + (4)*[(3)-(2)] (6) (7)  =  Σ (2) (8)  =  Σ (3) (9)  =  Σ (5)

1 10 - 13 0,30376 10,91
2 6 - 8 0,07187 6,14
3 6 - 8 0,33467 6,67
4 9 - 13 0,01803 9,07
5 2 - 7 0,05334 2,27 ΑΒΓ∆ 14 23 15,08

15 21 15,74

Αντιληπτός 
χρόνος 

συνδέσµου

Χαρακτηριστικά ∆ιαδροµής

ΑΓ∆ 16 21 17,06

Σύνδεσµος
Ορθογωνική 

κατανοµή 
χρόνου

Τυχαίος 
αριθµός

ΑΒ∆

)( minmaxmin
iii

ό
i ttRNDtt −×+=ςαντιληπτ

Έστω ότι οι τυχαίοι αριθµοί RND είναι διαθέσιµοι, και χρησιµοποιούνται για 
τον υπολογισµό του αντιληπτού χρόνου διαδροµής για έναν µετακινούµενο,  
εφαρµόζοντας την σχέση 

Εποµένως ο συγκεκριµένος µετακινούµενος αντιλαµβάνεται ότι ο χρόνος µετακίνησης 
µέσω της διαδροµής ΑΓ∆ είναι 17’, µέσω της διαδροµής ΑΒ∆ 15,7’ και µέσω της 
διαδροµή ΑΒΓ∆ ότι είναι 15’. Εποµένως επιλέγει την διαδροµή ΑΒΓ∆.

(1) (4)
(5) =
(2) +

 (4)*[(3)-(2)]
(6)

(9)  = 

 Σ (5)
(4)

(5) =
(2) +

 (4)*[(3)-
(2)]

(6)
(9)  = 

 Σ (5)
(4)

(5) =
(2) +

 (4)*[(3)-
(2)]

(6)
(9)  = 

 Σ (5)

1 0,3877 11,16 0,4267 11,28 0,5801 11,74

2 0,3247 6,65 0,6080 7,22 0,7660 7,53

3 0,4042 6,81 0,9130 7,83 0,2460 6,49

4 0,3723 10,49 0,9322 12,73 0,1800 9,72
5 0,2276 3,14 ΑΒΓ∆ 16,60 0,6163 5,08 ΑΒΓ∆ 20,12 0,1821 2,91 ΑΒΓ∆ 16,93

ΑΒ∆ 17,30

προσοµοίωση µετακίνησης 1

ΑΓ∆ 17,81

Αντιληπτός χρόνος 
διαδροµής

Τυχαίος 
αριθµός

Αντιληπτός 
χρόνος 

συνδέσµου

Αντιληπτός χρόνος 
διαδροµής

ΑΓ∆ 18,50

ΑΒ∆

Σύνδεσµος Τυχαίος 
αριθµός

Αντιληπτός 
χρόνος 

συνδέσµου

προσοµοίωση µετακίνησης 2

20,55

προσοµοίωση µετακίνησης 3

Τυχαίος 
αριθµός

Αντιληπτός 
χρόνος 

συνδέσµου

Αντιληπτός χρόνος 
διαδροµής

ΑΓ∆ 19,27

ΑΒ∆ 16,21

Η διαδικασία προσδιορισµού της διαδροµής µε τον µικρότερο 
αντιληπτό χρόνο επαναλαµβάνεται για όλους τους µετακινούµενους

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα εφαρµογής του αλγόριθµου του εφαρµογής του αλγόριθµου του BurrelBurrel
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(1) (4)
(5) =
(2) +

 (4)*[(3)-(2)]
(6)

(9)  = 

 Σ (5)
(4)

(5) =
(2) +

 (4)*[(3)-
(2)]

(6)
(9)  = 

 Σ (5)
(4)

(5) =
(2) +

 (4)*[(3)-
(2)]

(6)
(9)  = 

 Σ (5)

1 0,1112 10,33 0,7012 12,10 0,9520 12,86

2 0,3063 6,61 0,8834 7,77 0,6081 7,22

3 0,7585 7,52 0,4474 6,89 0,6154 7,23

4 0,2491 10,00 0,1415 9,57 0,1484 9,59

5 0,4125 4,06 ΑΒΓ∆ 18,19 0,1364 2,68 ΑΒΓ∆ 17,34 0,2104 3,05 ΑΒΓ∆ 17,50

ΑΒ∆ 16,82

Τυχαίος 
αριθµός

Αντιληπτός 
χρόνος 

συνδέσµου

Αντιληπτός χρόνος 
διαδροµής

ΑΓ∆ 20,07

Αντιληπτός χρόνος 
διαδροµής

ΑΓ∆ 19,87

ΑΒ∆ 16,46ΑΒ∆ 17,51

Τυχαίος 
αριθµός

Αντιληπτός 
χρόνος 

συνδέσµου

Τυχαίος 
αριθµός

Αντιληπτός 
χρόνος 

συνδέσµου

Αντιληπτός χρόνος 
διαδροµής

ΑΓ∆ 16,95

προσοµοίωση µετακίνησης 4 προσοµοίωση µετακίνησης 5 προσοµοίωση µετακίνησης 6

Σύνδεσµος

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα εφαρµογής του αλγόριθµου του εφαρµογής του αλγόριθµου του BurrelBurrel

13432σύνολο

111ΑΒ∆6

111ΑΒ∆5

111ΑΓ∆4

111ΑΒ∆3

111ΑΓ∆2

1111ΑΒΓ∆1
54321

Φόρτος στον σύνδεσµο
φόρτοςΣυντοµότερη 

διαδροµή

Μετα-
κινούµε

νος

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα εφαρµογής του αλγόριθµου του εφαρµογής του αλγόριθµου του BurrelBurrel

Αθροίζοντας σε κάθε σύνδεσµο τους φόρτους που προέρχονται 
από κάθε µετακίνηση προκύπτει ο φόρτος σε κάθε σύνδεσµο του 
δικτύου  
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ΗΗ µέθοδος του µέθοδος του DialDial
Βασικές παραδοχές

Κάθε οδηγός αντιλαµβάνεται το κόστος διαφορετικά
Το αντιληπτό κόστος σε κάθε εναλλακτική διαδροµή ακολουθεί µια κατανοµή 
τύπου Gumbel (δηλ., η κατανοµή που χρησιµοποιείται στα µοντέλα 
διακριτών επιλογών τύπου Logit)
Ο καταµερισµός των µετακινήσεων µεταξύ δύο σηµείων γίνεται µε βάση την 
πιθανότητα επιλογής που εξαρτάται από τα κόστη των εναλλακτικών 
διαδροµών που µπορούν να χρησιµοποιηθούν.
Ο αριθµός των διαδροµών που ενώνουν ένα ζεύγος σηµείων µπορεί να είναι 
πολύ µεγάλος – εξαρτάται από τον αριθµό των κόµβων, των συνδέσµων και 
την γεωµετρία του δικτύου.
Κατά την διαδικασία επιλογής της διαδροµής οι µετακινούµενοι λαµβάνουν 
υπόψη µόνο ένα υποσύνολο όλων των δυνατών διαδροµών. Οι διαδροµές 
που λαµβάνονται υπόψη ονοµάζονται λογικές διαδροµές
Η έννοια των λογικών διαδροµών απλοποιεί την διαδικασία υπολογισµού 
του καταµερισµού των φόρτων και εξασφαλίζει ότι εντελώς παράλογες 
διαδροµές, πχ. κυκλικές διαδροµές δεν λαµβάνονται υπόψη.

ΗΗ µέθοδος του µέθοδος του DialDial –– λογικές διαδροµέςλογικές διαδροµές

Μια διαδροµή θεωρείται λογική µόνο εφόσον προχωρεί διαδοχικά 

α) πλησιάζοντας τον κόµβο προορισµού και ταυτόχρονα 

β) αποµακρύνεται από τον κόµβο προέλευσης

Α

Κ

Μ
N

Β
4,0

3,0

4,0

4,5
0,5

r(A) = 0,0
s(A) = 7,0

r(N) = 5,0
s(N) = 4,0

r(K) = 4,0
s(K) = 3,0

r(M) = 0,5
s(M) = 8,5

r(B) = 7,0
s(B) = 0,0

r(i) = ο χρόνος διαδροµής 
από το σηµείο προέλευσης 
στον κόµβο i, κατά µήκος 
της συντοµότερης 
διαδροµής

s(i) = ο χρόνος διαδροµής 
από το κόµβο i, στο σηµείο 
προορισµού κατά µήκος 
της συντοµότερης 
διαδροµής

Οι οδηγοί που θα ακολουθούσαν στην διαδροµή Α-Μ-
Ν-Β, φθάνοντας στο Μ θα είχαν αποµακρυνθεί από τον 
προορισµό τους :  s(M) > s(A)



51

ΗΗ µέθοδος του µέθοδος του DialDial

Για τον καταµερισµό των µετακινήσεων εφαρµόζεται η θεωρεία των 
διακριτών επιλογών και  χρησιµοποιείται ένα µοντέλο τύπου Logit

jik
e

eP

m

c

c
ij

k ij
k

ij
k

,,
.

.

∀=
∑ −

−

θ

θ

ij
kP

ij
kc

η πιθανότητα επιλογής της διαδροµής κ που συνδέει 
το ζεύγος Π-Π i-j

το κόστος της µετακίνησης µέσω της διαδροµής κ 
που συνδέει το ζεύγος Π-Π i-j

Ο µέθοδος χρησιµοποιεί αλγόριθµο που καταµερίζει τους 
φόρτους διαδοχικά από κόµβο σε κόµβο χωρίς να χρειάζεται 
απαρίθµηση όλων των διαδροµών. Εποµένως µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για την επίλυση µεγάλων δικτύων.    

ΚριτικήΚριτική θεώρηση των µεθόδων καταµερισµού που θεώρηση των µεθόδων καταµερισµού που 
χρησιµοποιούν το µοντέλο χρησιµοποιούν το µοντέλο LogitLogit

A Β

Γ ρ1-ρ

1

1-ρ

Η εφαρµογή του µοντέλου Logit θα πρέπει να γίνεται µε ιδιαίτερη προσοχή 
δεδοµένου ότι λόγω των περιοριστικών παραδοχών στις οποίες βασίζεται µπορεί 
να οδηγήσει σε εσφαλµένα αποτελέσµατα

Παράδειγµα :
Στο δίκτυο υπάρχουν 3 διαδροµές που 
συνδέουν το ζεύγος Α-Β. Ο χρόνος 
διαδροµής σε κάθε µια από αυτές είναι ίσος 
µε 1 µονάδα χρόνου. Οι δύο κάτω 
διαδροµές αλληλεπικαλύπτονται σε ένα 
ποσοστό του µήκους τους, ρ.  (0 < ρ < 1)

Υπολογίστε το ποσοστό των µετακινούµενων που 
χρησιµοποιεί την κάθε διαδροµή χρησιµοποιώντας 
ένα µοντέλο Logit



52

ΚριτικήΚριτική θεώρηση των µεθόδων καταµερισµού που θεώρηση των µεθόδων καταµερισµού που 
χρησιµοποιούν το µοντέλο χρησιµοποιούν το µοντέλο LogitLogit

A Β

Γ
ρ

1-ρ

1

1-ρ

Όταν το ρ είναι πολύ µικρό είναι λογικό οι 
µετακινούµενοι να αντιλαµβάνονται ότι 
υπάρχουν 3 διαφορετικές εναλλακτικές 
διαδροµές, εποµένως αφού οι χρόνοι διαδροµής 
είναι ίσοι, είναι λογικό η πιθανότητα να 
χρησιµοποιηθεί η κάθε διαδροµή είναι 33,33%

A Β

Γ

ρ

1-ρ

1

1-ρ

Όταν το ρ είναι πολύ µεγάλο είναι πιο πιθανό 
ότι µετακινούµενοι να αντιλαµβάνονται ότι 
υπάρχουν 2 διαφορετικές εναλλακτικές 
διαδροµές, και η πιθανότητα να 
χρησιµοποιηθεί η κάθε µια είναι  50%. Σε αυτή 
την περίπτωση όµως το logit µε βάση την 
κωδικοποίηση του δικτύου θεωρεί 3 
διαδροµές µε ίσους χρόνους διαδροµής και 
εποµένως υπολογίζει ότι η πιθανότητα να 
χρησιµοποιηθεί κάθε µια από αυτές  είναι 
33,33%. Εποµένως στο τµήµα ΓΒ κυκλοφορεί 
το 66,66% των συνολικών µετακινούµενων.

Που οφείλεται το σφάλµα που εισάγει το Logit?

ΚριτικήΚριτική θεώρηση των µεθόδων καταµερισµού που θεώρηση των µεθόδων καταµερισµού που 
χρησιµοποιούν το µοντέλο χρησιµοποιούν το µοντέλο LogitLogit

Μια βασική παραδοχή του µοντέλου Logit είναι ότι οι εναλλακτικές 
επιλογές που αξιολογεί είναι στατιστικά ανεξάρτητες. Στο παράδειγµα 
όµως που αναλύουµε υπάρχει µεγάλη αλληλοεπικάλυψη των δύο 
κάτω διαδροµών. Εποµένως δεν είναι στατιστικά ανεξάρτητες και 
εποµένως δεν µπορεί να εφαρµοσθεί το µοντέλο Logit

Η ιδιότητα αυτή του logit σηµαίνει ότι τα αποτελέσµατα που δίνει ο 
αλγόριθµος του Dial επηρεάζονται από την τοπολογία του δικτύου.

Όταν η συνθήκη στατιστικής ανεξαρτησίας των εναλλακτικών 
διαδροµών ισχύει, τότε ένα σωστά βαθµονοµηµένο µοντέλο logit που 
βασίζεται σε στοιχεία από ικανοποιητικό δείγµα, δίνει αξιόπιστα 
αποτελέσµατα. 

Με κατάλληλη κωδικοποίηση του δικτύου και την εφαρµογή της αρχής
των λογικών διαδροµών, είναι δυνατόν υπό ορισµένες προϋποθέσεις 
να αποτρέψουµε την δηµιουργία στατιστικά εξαρτηµένων διαδροµών. 
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ΚριτικήΚριτική θεώρηση των µεθόδων καταµερισµού που θεώρηση των µεθόδων καταµερισµού που 
χρησιµοποιούν το µοντέλο χρησιµοποιούν το µοντέλο LogitLogit

Φαινόµενα υπερφόρτωσης συγκεκριµένων συνδέσµων όπως αυτό 
που παρουσιάσαµε προηγουµένως, είναι πιο έντονα στην περίπτωση 
που ο χρόνος διαδροµής θεωρείται ανεξάρτητος του φόρτου. Σε 
αντίθετη περίπτωση, υπερφόρτιση ενός συνδέσµου θα οδηγήσει σε 
µεγάλη αύξηση του χρόνου διαδροµής που θα οδηγήσει σε µείωση 
του φόρτου.

Εποµένως εφαρµογή της µεθόδου του Dial λαµβάνοντας υπόψη ότι 
χρόνος διαδροµής είναι συνάρτηση του φόρτου µειώνει τα φαινόµενα
µη λογικής υπερφόρτωσης συγκεκριµένων συνδέσµων.   

Για την επίλυση του προβλήµατος της στοχαστικής ισορροπίας σε 
οδικά δίκτυα και όταν ο χρόνος διαδροµής θεωρείται συνάρτηση του
χρόνου, χρησιµοποιείται η τυποποίηση του ισοδύναµου 
προβλήµατος βελτιστοποίησης.     

ωω dttxttxCEqz
a

x

a
a

aaa
k

rs
k

rs
rs

a )()(.)(|}min{.)(min
0∑∫∑∑ −+



−= xcx rs

α :  σύνδεσµος του δικτύου
ttα :  συνάρτηση χρόνου διαδροµής του συνδέσµου i
ω : η µεταβλητή του προβλήµατος βελτιστοποίησης    

(δηλ. ο κυκλοφοριακός φόρτος του συνδέσµου) 
xa : η βέλτιστη τιµή της µεταβλητής

(δηλ. ο κυκλοφοριακός φόρτος ισορροπίας στον
σύνδεσµο a)

qrs :  Οι µετακινήσεις του ζεύγους Π-Π r-s
Ck

rs : το κόστος διαδροµής από το r στο s κατά µήκος της
διαδροµής k.

ΤοΤο ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησηςισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης
του στοχαστικού καταµερισµού ισορροπίαςτου στοχαστικού καταµερισµού ισορροπίας

(Fisk 1980)
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ΕπίλυσηΕπίλυση του στοχαστικού καταµερισµού ισορροπίαςτου στοχαστικού καταµερισµού ισορροπίας

O αλγόριθµος επίλυσης είναι µια επαναληπτική διαδικασία. Σε 
κάθε επανάληψη καταµερίζεται ο φόρτος χρησιµοποιώντας τους 
αλγόριθµους στοχαστικής φόρτισης του δικτύου (π.χ. ο 
αλγόριθµος Dial, όπου οι χρόνοι διαδροµής θεωρούνται σταθεροί 
και ανεξάρτητοι από τους φόρτους). Η επίλυση του προβλήµατος 
βελτιστοποίησης γίνεται µε εφαρµογή της µεθόδου των διαδοχικών 
µέσων όρων.
Ο αλγόριθµος ακολουθεί την διαδικασία που χρησιµοποιείται για 
την επίλυση του ισοδύναµου προγράµµατος βελτιστοποίησης του 
ντετερµινιστικού καταµερισµού ισορροπίας. 

ΒήµαΒήµα 0:0: Έναρξη
Εφαρµογή της στοχαστικής φόρτισης του δικτύου (π.χ. Dial) µε βάση τους 
χρόνους διαδροµής ta

0=ta(0) για κάθε σύνδεσµο a. Ο καταµερισµός έχει σαν 
αποτέλεσµα τους φόρτους σε όλους τους συνδέσµους {xa

1}.
Έναρξη αρίθµησης επαναλήψεων, n=1

ΒήµαΒήµα 1:1: Ενηµέρωση :
ta

n = ta(xa
n) για κάθε σύνδεσµο a. 

ΒήµαΒήµα 2:2: Προσδιορισµός κατεύθυνσης που ελαχιστοποιεί την συνάρτηση 
βελτιστοποίησης

Εφαρµογή της στοχαστικής φόρτισης του δικτύου µε βάση τους χρόνους 
διαδροµής ta

n . O καταµερισµός έχει σαν αποτέλεσµα τους «βοηθητικούς» 
φόρτους σε όλους τους συνδέσµους {ya

1}.

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

ΑλγόριθµόςΑλγόριθµός επίλυσης του ισοδύναµου προγράµµατος επίλυσης του ισοδύναµου προγράµµατος 
βελτιστοποίησηςβελτιστοποίησης

Ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης
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ΒήµαΒήµα 33:: Υπολογισµός µέσων όρων.

xa
n+1 = xa

n + (1/n). ( ya
n – xa

n ) ,   ∀ α.

ΒήµαΒήµα 4:4: Τέστ σύγκλισης. 
Εάν το κριτήριο σύγκλισης ικανοποιείται (π.χ. µικρή διαφορά µεταξύ των τιµών 
που προκύπτουν από διαδοχικές επαναλήψεις), ο αλγόριθµος τερµατίζει και οι 
φόρτοι ισορροπίας είναι οι τελευταίοι φόρτοι που υπολογίσθηκαν { xan+1 }, 
αλλιώς n=n+1 και πήγαινε στο βήµα 1. 

ΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ : Ισοδύναµο πρόβληµα βελτιστοποίησης

ΑλγόριθµόςΑλγόριθµός επίλυσης του ισοδύναµου προγράµµατος επίλυσης του ισοδύναµου προγράµµατος 
βελτιστοποίησηςβελτιστοποίησης

ΕφαρµογέςΕφαρµογές ντετερµινιστικών και στοχαστικών µοντέλων ντετερµινιστικών και στοχαστικών µοντέλων 
καταµερισµούκαταµερισµού

Τα µοντέλα στοχαστικού και ντετερµινιστικού καταµερισµού 
ισορροπίας χρησιµοποιούνται ευρέως για τις προβλέψεις 
κυκλοφοριακών φόρτων. 
Τα στοχαστικά µοντέλα παρέχουν πιο ρεαλιστική 
αναπαράσταση του προβλήµατος, αλλά υπάρχουν θεωρητικά 
προβλήµατα που απαιτούν περαιτέρω έρευνα
Τα αποτελέσµατα των στοχαστικών και ντετερµινιστικών 
µοντέλων συγκλίνουν σε κυκλοφοριακά υπερφορτισµένα δίκτυα.
Η µέθοδος του στοχαστικού καταµερισµού στο δίκτυο 
χρησιµοποιήθηκε στις µελέτες πρόβλεψης των µετακινήσεων 
στο εθνικό οδικό δίκτυο της χώρας που εκπονήθηκαν το 1993 
και το 2002.



56

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα: προσδιορισµός ύψους : προσδιορισµός ύψους διοδίουδιοδίου

Α Β
1000 οχ/ωρα 1000 οχ/ωρα

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

111 .02,060)( xxT +=

222 .04,090)( xxT +=

∆ιόδιο

Οι πόλεις Α και Β συνδέονται µέσω της οδού 2 για την οποία η συνάρτηση 
του χρόνου διαδροµής δίδεται στο σχήµα.

Η νέα σύνδεση µέσω της οδού 1 προβλέπεται να κατασκευασθεί  µε 
σύµβαση παραχώρησης.

Να υπολογισθεί το ύψος του διοδίου που µεγιστοποιεί τα έσοδα από τα 
διόδια, έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί η περίοδος παραχώρησης.

Η αξία του χρόνου είναι 7 ΕΥΡΩ/ώρα

Ο χρόνος διαδροµής 
εκφράζεται σε λεπτά

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα: προσδιορισµός ύψους : προσδιορισµός ύψους διοδίουδιοδίου

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

111 .02,060)( xxT +=

222 .04,090)( xxT +=

iiiii xaToxT .)( +=

601 =To

902 =To

02,01 =a

04,02 =a

Από τα δεδοµένα του προβλήµατος προκύπτει ότι η γενική σχέση 
χρόνου διαδροµής – φόρτου εκφράζεται ως εξής:

Εποµένως

∆εδοµένου ότι εφαρµόζεται χρέωση για την χρήση του νέας σύνδεσης, οι 
µετακινούµενοι θα πρέπει να σταθµίσουν τα οφέλη και κόστη κάθε 
διαδροµής και θα επιλέξουν την πιο συµφέρουσα. 

Το κριτήριο που θα χρησιµοποιήσουν θα είναι η ελαχιστοποίηση του
γενικευµένου κόστους. 
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ΠαράδειγµαΠαράδειγµα: προσδιορισµός ύψους : προσδιορισµός ύψους διοδίουδιοδίου

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

∆++= )..()( 11111 xaToBxC

Έστω Β η αξία του χρόνου , Β = 7 ΕΥΡΩ/ωρα, 

Ci το γενικευµένο κόστος µέσω της διαδροµής i

∆ το ύψος του διοδίου που θα εφαρµοσθεί

Q ο συνολικός φόρτος σε οχ/ωρα = 1000 οχ/ωρα

Το γενικευµένο κόστος για κάθε διαδροµή εκφράζεται µε τις 
ακόλουθες σχέσεις:

)..()( 22222 xaToBxC +=

Στην κατάσταση ισορροπίας το κόστος διαδροµής θα είναι το ίδιο 
οποιαδήποτε διαδροµή και αν ακολουθήσει ο µετακινούµενος:

)()( 2211 xCxC =

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα: προσδιορισµός ύψους : προσδιορισµός ύψους διοδίουδιοδίου

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

∆++= )..()( 11111 xaToBxC

)..()( 22222 xaToBxC +=

)()( 2211 xCxC =

)..()..( 222111 xaToBxaToB +=∆++

⇒⇒

Από την συνθήκη διατήρησης του φόρτου 
στους κόµβους Α και Β προκύπτει:

2121 xQxxxQ −=⇒+=

⇒

)).(.()..( 122111 xQaToBxaToB −+=∆++⇒
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ΠαράδειγµαΠαράδειγµα: προσδιορισµός ύψους : προσδιορισµός ύψους διοδίουδιοδίου

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

)).(.()..( 122111 xQaToBxaToB −+=∆++

⇒

Εάν επιλύσουµε την σχέση:

ως προς x1, µπορούµε να υπολογίσουµε τον φόρτο ισορροπίας 
σαν συνάρτηση του ύψους του διοδίου ∆.

Τα έσοδα,  Ε,  όταν ο µέσος 
ωριαίος φόρτος ισούται µε Q, 
υπολογίζονται µε την σχέση:

∆=⇒ .1xE

⇒
)..(

..).(
..).()...(

........

21

212
1

212211

1222111

aBaB
QaBToToBx

QaBToToBaBaBx
xaBQaBToBxaBToB

+
∆−+−

=⇒

⇒∆−+−=+⇒

⇒−+=∆++⇒

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα: προσδιορισµός ύψους : προσδιορισµός ύψους διοδίουδιοδίου

Στατικά µοντέλα ισορροπίαςΚΑΤΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΣΤΟ ∆ΙΚΤΥΟ :

0=
∆d

dE
Εποµένως τα έσοδα έχουν εκφρασθεί 
σαν συνάρτηση του ύψους του διοδίου. Η 
τιµή του ∆ που µηδενίζει την παράγωγο 
του Ε, είναι το διόδιο για τον οποίο 
µεγιστοποιούνται τα έσοδα:

∆
+

∆−+−
=∆=⇒ .

)..(
..).(.

21

212
1 aBaB

QaBToToBxE

2
..).(

0
)..(

2..).(

212

21

212

QaBToToB
aBaB

QaBToToB

+−
=∆⇒

=
+

∆−+−
⇒
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Φόρτος ισορροπίας στον Νεο Οδικό άξονα 1 (οχ./ώρα) Έσοδα απο ∆ιόδια
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Το πρόβληµα µπορεί να λυθεί και µε υπολογισµό των εσόδων 
για διαφορετικά επίπεδα διοδίου, και εντοπισµό εκείνης της 
τιµής που µεγιστοποιεί τα έσοδα.  


